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专题 09  平面向量及其应用

（思维构建+知识盘点+重点突破+方法技巧）

知识点 1  向量的有关概念

1、向量：既有大小又有方向的量叫做向量，向量的大小叫做向量的模．

2、零向量：长度为 0 的向量，记作 0
r

.

3、单位向量：长度等于 1 个单位长度的向量．

4、平行向量：方向相同或相反的非零向量，又叫共线向量，规定： 0
r
与任一向量平行．

5、相等向量：长度相等且方向相同的向量．

6、相反向量：长度相等且方向相反的向量．
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知识点 2  向量的线性运算

向量运算 定义 法则(或几何意义) 运算律

加法 求两个向量和的运算

  

交换律： a b b a  
r r r r

；

结合律： ( ) ( )a b c a b c    
r r r r r r

减法
求 a

r
与 b

r
的相反向量

b
r
的和的运算

( )a b a b   
r r r r

数乘
求实数 λ 与向量 a

r
的

积的运算

a a 
r r

，

当 λ>0 时， a
r
与 a

r
的方向相同；

当 λ<0 时， a
r
与 a

r
的方向相反；

当 λ＝0 时， 0a 
r r

结合律： ( ) ( )a a  
r r

；

第一分配律： ( )a a a     
r r r

；

第二分配律： ( )a b a b    
r r r r

知识点 3  向量共线定理与基本定理

1、向量共线定理：如果 ( )a b R  
r r

，则 a b
r r
∥ ，反之，如果 a b

r r
∥ 且 0b 

r r
，则一定存在唯一的实数  ，使

a b
r r

.

2、三点共线定理：平面内三点 A 、 B 、C 三点共线的充要条件是：存在实数 ,  ，使OC OA OB  
uuur uuur uuur

，其

中 1   ，O 为平面内一点。2

3、平面向量基本定理

（1）定义：如果 1 2,e e
ur uur

是同一平面内的两个不共线向量，那么对于这一平面内的任一向量a
r
，有且只有一对

实数 1 2,  ，使 a 
r

1 1 2 2e e 
ur uur

（2）基底：若 1 2,e e
ur uur

不共线，我们把 1 2,e e
ur uur

叫做表示这一平面内所有向量的一个基底．

（3）对平面向量基本定理的理解

①基底不唯一，只要是同一平面内的两个不共线向量都可以作为基底．同一非零向量在不同基底下的分解

式是不同的．

②基底给定时，分解形式唯一． 1 2,  是被 1 2, ,a e e
r ur ur

唯一确定的数值．

③ 1 2,e e
ur uur

是同一平面内所有向量的一组基底，

则当a
r
与 1e

ur
共线时， 2 0  ；当a

r
与 2e

uur
共线时， 1 0  ；当 0a 

r r
时， 1 2 0   ．

④由于零向量与任何向量都是共线的，因此零向量不能作为基底中的向量．

知识点 4  平面向量的数量积
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1、向量的夹角

（1）定义：已知两个非零向量 a
r
和b

r
，作OA a

uur r
，OB b

uuur r
，则∠AOB 就是向量 a

r
与b

r
的夹角．

（2）范围：设 θ 是向量 a
r
与b

r
的夹角，则 0°≤θ≤180°.

（3）共线与垂直：若 θ＝0°，则 a
r
与b

r
同向；若 θ＝180°，则 a

r
与b

r
反向；若 θ＝90°，则 a

r
与b

r
垂直．

2、平面向量的数量积

（1）定义：已知两个非零向量 a
r
与b

r
，它们的夹角为 θ，则数量 cosa b 

r r
叫做 a

r
与b

r
的数量积(或内积)，

记作a b
r r

，即 cosa b a b  
r r r r

，规定零向量与任一向量的数量积为 0，即0 0a 
r r

.

（2）几何意义：数量积a b
r r

等于 a
r
的长度 a

r
与b

r
在 a

r
的方向上的投影 cosb 

r
的乘积．

【注意】（1）数量积a b
r r

也等于b
r
的长度|b|与 a

r
在b

r
方向上的投影 cosa 

r
的乘积，这两个投影是不同的．

（2） a
r
在b

r
方向上的投影也可以写成

a b
b


r r

r ，投影是一个数量，可正可负可为 0，取决于 θ 角的范围．

3、向量数量积的性质

设 a
r
，b

r
是两个非零向量， e

r
是单位向量，α 是 a

r
与 e

r
的夹角，于是我们就有下列数量积的性质：

（1） cos cose a a e a e a     
r r r r r r r

.

（2） 0a b a b   
r r r r

.

（3） a
r
，b

r
同向⇔ a b a b 

r r r r
； a

r
，b

r
反向⇔ a b a b  

r r r r
.

特别地
2 2

a a a a  
r r r r

或 2
a a
r r .

（4）若 θ 为 a
r
，b

r
的夹角，则 cos a b

a b
 



r r

r r .

4、向量数量积的运算律

（1） a b b a  
r r r r

 (交换律)．

（2）    a b a b a b      
r r r r r r

 (结合律)．

（3）  a b c a c b c     
r r r r r r r

 (分配律)．

【注意】对于实数 a，b，c 有 ( ) ( )a b c a b c     ，但对于向量 a
r
，b

r
， c

r
而言， ( ) ( )a b c a b c    

r r r r r r
不一

定成立，即不满足向量结合律．这是因为 ( )a b c 
r r r

表示一个与 c 共线的向量，而 ( )a b c 
r r r

表示一个与 a 共线

的向量，而 a
r
与 c

r
不一定共线，所以 ( ) ( )a b c a b c    

r r r r r r
不一定成立．

知识点 5  平面向量的坐标运算

1、向量线性运算坐标表示
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（1）已知    1 1 2 2, , ,a x y b x y
 

  ，则 a b
 

   1 2 1 2,x x y y  ， a b
 

   1 2 1 2,x x y y  ．

结论：两个向量和与差的坐标分别等于这两个向量相应坐标的和与差．

（2）若  ,a x y


 ，则 ；

结论：实数与向量的积的坐标等于用这个实数乘原来向量的相应坐标。

2、向量平行坐标表示：已知    1 1 2 2, , ,a x y b x y
 

  ，则向量 a

， ( 0)b b

 


r
共线的充要条件是

1 2 2 1 0x y x y 

3、向量数量积的坐标表示

已知非零向量 1 1( , )a x y
r

， 2 2( , )b x y
r

， a
r
与b

r
的夹角为 θ.

结论 几何表示 坐标表示

模 a a a 
r r r 2 2

1 1a x y 
r

夹角 cos a b
a b

 


r r

r r
1 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

cos x x y y
x y x y

 


  

a b
r r

的充要条件 0a b 
r r

1 2 1 2 0x x y y 

a b
r r

与 a b
r r

的关系 a b a b  
r r r r 2 2 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2( )( )x x y y x y x y   

重难点 01  平面向量最值或范围问题

1、定义法：①利用向量的概念及其基本运算将所求的问题转化为相应的等式关系；②运用基本不等式求其

最值问题；③得出结论。

2、坐标法：①根据题意建立适当的直角坐标系，并推导关键点的坐标；②将平面向量的运算坐标化；③运

用适当的数学方法如二次函数、基本不等式的思想、三角函数思想等求解。

3、基底法：①利用基底转化向量；②根据向量运算化简目标；③运用适当的数学方法如二次函数、基本不

等式的思想、三角函数等得出结论；

4、几何意义法：①结合条件进行向量关系推导；②利用向量之间的关系确定向量所表达的点的轨迹；③结

合图形，确定临界位置的动态分析求出范围。

类型 1  数量积的最值或范围

【典例 1】（2024·四川成都·三模）在矩形 ABCD中， 5AB  ， 4AD ，点E 满足 2 3AE EB
uuur uuur

，在平面 ABCD

中，动点 P 满足 0PE PB 
uuur uuur

，则DP AC
uuur uuur

的最大值为（    ）

A． 41 4 B． 41 6 C． 2 13 4 D．2 13 6

【答案】A

( )a x y ＝ ，
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【解析】以 O 为坐标原点（O是 BE 中点），建立如图所示的直角坐标系，

因为在矩形 ABCD中， 5AB  ， 4AD ， 2 3AE EB
uuur uuur

， 0PE PB 
uuur uuur

，

所以动点 P 在以 O 为圆心，1 为半径的圆上运动，故设  cos ,sinP   ，

则      0,4 , 4,4 , 4, 1A D C  ,

         cos 4,sin 4 4, 5 4 cos 4 5 sin 4 41cos 4DP AC                  
uuur uuur

，

其中锐角满足
5tan
4

  ，故DP AC
uuur uuur

的最大值为 41 4 ,故选：A.

【典例 2】（2024·江西鹰潭·二模）在Rt ABC△ 中，角 , ,A B C 所对应的边为 , ,a b c ,
π
6

A  ，
π
2

C  ， 2c  ， P

是 ABCV 外接圆上一点，则  PC PA PB 
uuur uuur uuur

的最大值是（    ）

A．4 B． 2 10 C．3 D．1 10

【答案】A

【解析】如图，设Rt ABC△ 的外心为O，则点O是 AB 的中点，

由     2
2 2 2 2PC PA PB PC PO PO OC PO PO PO OC         

uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur
，

因 2c  ，故 | | | | 1PO OC 
uuur uuur

,而 cos ,PO OC PO OC  
uuur uuur uuur uuur

，

故   2 2 4,PC PA PB    
uuur uuur uuur

当且仅当PO
uuur

与OC
uuur

同向时取等号.故选：A.

类型 2  模长的最值或范围
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【典例1】（2024·陕西西安·模拟预测）已知向量  ,a m m
r

，mR，  0, 2b 
r

，则 a b
r r

的最小值为        .

【答案】 2

【解析】  , 2a b m m  
r r

，

所以    2 22 22 2 4 4 2 1 2 2a b m m m m m          
r r

.

当 1m   时等号成立.

故答案为： 2 .

【典例 2】（2024·江苏泰州·模拟预测）在平行四边形 ABCD中 45 , 1, 2A AB AD  o ，若

  ,AP AB xAD x   R
uuur uuur uuur

则 AP
uuur

的最小值为（    ）

A．
1
2 B． 2

2
C．1 D． 2

【答案】B

【解析】由 AP AB xAD 
uuur uuur uuur

可得 2 2 2 2 2| | ) | | |( | 2AP AB xAD AB AD Ax Bx AD     
uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

2 2 21 11 2 2 1 2 cos 45 2 2 1 2( )
2 2

x x x x x          o
，

因 xR，故
1
2

x   时，
2
min

1| |
2

AP 
uuur

，即 AP
uuur

的最小值为
2

2
.故选：B．

类型 3  向量夹角的最值或范围

【典例 1】（2024·广东江门·二模）设向量 (1, ), (2, )OA x OB x 
uuur uuur

，则 cos ,OA OB 
uuur uuur

的最小值为      .

【答案】
2 2

3
/

2 2
3

【解析】   
2

2 2

2cos ,
1 4

xOA OB
x x


  

 

uuur uuur
，令 22 ( 2)x t t   ，则 2 2x t  ，

所以
2

2

1 1cos ,
( 1)( 2) 1 2 1 1 91 2

4 8

tOA OB
t t

t t t

    
        

 

uuur uuur

，

当
1 1

4t
 ，即 24, 2t x  时， cos ,OA OB 

uuur uuur
取得最小值，且最小值为

2 2
3

．

故答案为：
2 2

3
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【典例 2】（23-24 高三上·山东菏泽·阶段练习）已知向量 a b
rr

， ，满足 1, 4a b 
rr

，若对任意模为 2的向量

c
r
，均有 2 21a c b c   

rr r r
，则向量 ,a b

r r
的夹角的取值范围为      .

【答案】
π 2π,
3 3

 
  

【解析】由 | | 1,| | 4a b 
rr

，若对任意模为 2的向量cr ，均有 | | | | 2 21a c b c   
rr r r

，

由三角不等式得，   2 21a b c a c b c      
r rr r r r r

，因为向量cr 为任意模为 2的向量，

所以当向量 a b
r r

与向量c
r
夹角为 0时，上式也成立，设向量 ,a b

r r
的夹角为 .

| ( ) | | | | | cos 0 2 | | 2 21a b c a b c a b         
r r rr r r r r

， | | 21a b 
rr

，

平方得到 2 2 2 21a b a b   
r rr r

，即 2 21 4 2 21a b   
rr

，

则 2a b 
rr

，即1 4cos 2  ，即
1cos
2

  ，

同时 | ( ) | | | | | cos 0 2 | | 2 21a b c a b c a b        
r r rr r r r r

，所以 | | 21a b 
rr

，

平方得到 2 2 2 21a b a b   
r rr r

，即 2 21 4 2 21a b   
rr

，

解得 2a b  
rr

，即1 4cos 2   ，
1cos
2

   ，

综上
1 1cos
2 2

   ，又因为  0, π  ，即
π 2π
3 3

  ，

向量 ,a b
r r

的夹角的取值范围
π 2π,
3 3

 
  

.

故答案为：
π 2π,
3 3

 
  

.

类型 4  线性系数的最值或范围

【典例 1】（2024·山西晋中·模拟预测）（多选）在 ABCV 中，D为边 AC上一点且满足
1
2

AD DC
uuur uuur

，若 P 为

边BD上一点，且满足 AP AB AC  
uuur uuur uuur

， ， 为正实数，则下列结论正确的是（    ）

A．   的最小值为 1 B．   的最大值为
1

12

C．
1 1

3 
 的最大值为 12 D．

1 1
3 

 的最小值为 4

【答案】BD

【解析】因为
1
2

AD DC
uuur uuur

，所以 3AC AD
uuur uuur

，
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又 3AP AB AC AB AD      
uuur uuur uuur uuur uuur

，

因为 P 、 B 、D三点共线，所以 3 1   ，

又 ， 为正实数，所以
21 1 3 13

3 3 2 12
          

 
，

当且仅当 3  ，即
1
2

  ，
1
6

  时取等号，故 A 错误，B 正确；

 1 1 1 1 3 33 2 2 2 4
3 3 3 3

    
       

 
           

 
，

当且仅当
3

3

 


 ，即

1
2

  ，
1
6

  时取等号，故 C 错误，D 正确.故选：BD

【典例 2】（23-24 高三下·安徽·阶段练习）已知正方形 ABCD的边长为 2，中心为O，四个半圆的圆心均为

正方形 ABCD各边的中点（如图），若 P 在»BC 上，且 AP AB AD  
uuur uuur uuur

，则  的最大值为      ．

【答案】
3 2

2


【解析】如图，以线段 BC 所在直线为 x 轴，线段 BC 的垂直平分线为 y 轴建立平面直角坐标系，

设  cos ,sinP   ，  π, 2π 

又        1, 2 , 1,0 , 1,0 , 1, 2 ,A B C D  ，

则      cos 1,sin 2 , 2,0 , 0, 2AP AD AB      
uuur uuur uuur

，

AP AD AE  
uuur uuur uuur

Q ，即      cos 1,sin 2 0, 2 2,0       

cos 1 2
sin 2 2

 
 

 
   

，解得

cos 1
2

2 sin
2





 
  


，

 2 sin cos 1 1 1 πcos sin 3 2 cos 3
2 2 2 2 4

                   
  

,

因为  π, 2π  ，则
π 5π 9π,
4 4 4

      
，
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所以当
π 2π
4

   时，
πcos
4

  
 

取得最大值 1，

则  的最大值为
3 2

2
 .

故答案为：
3 2

2
 .

重难点 02  运用向量表示三角形的重心、垂心、外心、内心

1、常见重心向量式：设𝑂是∆𝐴𝐵𝐶的重心，𝑃为平面内任意一点

①𝑂𝐴 + 𝑂𝐵 + 𝑂𝐶 = 0

②𝑃𝑂 = 1
3 𝑃𝐴 + 𝑃𝐵 + 𝑃𝐶

③若𝐴𝑃 = 𝜆 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶 或𝑂𝑃 = 𝑂𝐴 +𝜆 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶 ，𝜆 ∈ [0, + ∞)，则𝑃一定经过三角形的重心

④若𝐴𝑃 = 𝜆 𝐴𝐵
|𝐴𝐵|𝑠𝑖𝑛𝐵

+ 𝐴𝐶
|𝐴𝐶|𝑠𝑖𝑛𝐶

或𝑂𝑃 = 𝑂𝐴 +𝜆 𝐴𝐵
|𝐴𝐵|𝑠𝑖𝑛𝐵

+ 𝐴𝐶
|𝐴𝐶|𝑠𝑖𝑛𝐶

，𝜆 ∈ [0, + ∞)则𝑃一定经过三角形的重心

2、常见垂心向量式：𝑂是∆𝐴𝐵𝐶的垂心，则有以下结论：

①𝑂𝐴 ∙ 𝑂𝐵 = 𝑂𝐵 ∙ 𝑂𝐶 = 𝑂𝐶 ∙ 𝑂𝐴

②|𝑂𝐴|2
+ |𝐵𝐶|2

= |𝑂𝐵|2
+ |𝐶𝐴|2

= |𝑂𝐶|2
+ |𝐴𝐵|2

③动点𝑃满足𝑂𝑃 = 𝑂𝐴 +𝜆 𝐴𝐵
|𝐴𝐵|𝑐𝑜𝑠𝐵

+ 𝐴𝐶
|𝐴𝐶|𝑐𝑜𝑠𝐶

，𝜆 ∈ (0, + ∞)，则动点𝑃的轨迹一定通过∆𝐴𝐵𝐶的垂心

3、常用外心向量式：𝑂是∆𝐴𝐵𝐶的外心，

①|𝑂𝐴| = |𝑂𝐵| = |𝑂𝐶|⟺𝑂𝐴
2

= 𝑂𝐵
2

= 𝑂𝐶
2

② 𝑂𝐴 + 𝑂𝐵 ∙ 𝐴𝐵 = 𝑂𝐵 + 𝑂𝐶 ∙ 𝐵𝐶 = 𝑂𝐴 + 𝑂𝐶 ∙ 𝐴𝐶 = 0

③动点𝑃满足𝑂𝑃 = 𝑂𝐵 + 𝑂𝐶
2

+𝜆 𝐴𝐵
|𝐴𝐵|𝑐𝑜𝑠𝐵

+ 𝐴𝐶
|𝐴𝐶|𝑐𝑜𝑠𝐶

，𝜆 ∈ (0, + ∞)，则动点𝑃的轨迹一定通过∆𝐴𝐵𝐶的外心.

④若 𝑂𝐴 + 𝑂𝐵 ∙ 𝐴𝐵 = 𝑂𝐵 + 𝑂𝐶 ∙ 𝐵𝐶 = 𝑂𝐶 + 𝑂𝐴 ∙ 𝐶𝐴 = 0，则𝑂是∆𝐴𝐵𝐶的外心.

4、常见内心向量式：𝑃是∆𝐴𝐵𝐶的内心，

①|𝐴𝐵|𝑃𝐶 + |𝐵𝐶|𝑃𝐴 + |𝐶𝐴|𝑃𝐵 = 0（或𝑎𝑃𝐴 +𝑏𝑃𝐵 +𝑐𝑃𝐶 = 0）

其中𝑎，𝑏，𝑐分别是∆𝐴𝐵𝐶的三边𝐵𝐶、𝐴𝐶、𝐴𝐵的长，

②𝐴𝑃 = 𝜆 𝐴𝐵
|𝐴𝐵| + 𝐴𝐶

|𝐴𝐶|
，𝜆[0, + ∞)，则𝑃一定经过三角形的内心。

【典例 1】（2024·四川南充·三模）已知点 P 在 ABCV 所在平面内，若

|
( ) ( ) 0
| | | | | | |
AC AB BC BAPA PB
AC AB BC BA

     
uuur uuur uuur uuur

uuur uuur
uuur uuur uuur uuur ，则点 P 是 ABCV 的（    ）

A．外心 B．垂心 C．重心 D．内心
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【答案】D

【解析】在 ABCV 中，由
| |

( ) 0
| |

AC ABPA
AC AB

  
uuur uuur

uuur
uuur uuur ，得

| | | |
AC ABPA PA
AC AB

  
uuur uuur

uuur uuur
uuur uuur ，

即
| | | |
AC ABAP AP
AC AB

  
uuur uuur

uuur uuur
uuur uuur ，由

| |
( ) 0

| |
BC BAPB
BC BA

  
uuur uuur

uuur
uuur uuur ，同理得

| | | |
BC BABP BP
BC BA

  
uuur uuur

uuur uuur
uuur uuur ，

显然 0AP 
uuur r

，即 P 与A 不重合，否则 cos 1ABC  ，同理 0BP 
uuur r

，

则 | cos | || cosAP PAC AP PAB  
uuur uuur

，即 cos cosPAC PAB   ， PAC PAB   ，

于是 AP 平分 BAC ，同理BP平分 ABC ，

所以点 P 是 ABCV 的内心.故选：D

【典例 2】（23-24 高三上·全国·专题练习）已知 G，O，H 在 ABCV 所在平面内，满足 0GA GB GC  
uuur uuur uuur r

，

| | ||| |OA OB OC
uuur uuur uuur

， AH BH BH CH CH AH    
uuur uuur uuur uuur uuur uuur

，则点 G，O，H 依次为 ABCV 的（    ）

A．重心，外心，内心 B．重心、内心，外心

C．重心，外心，垂心 D．外心，重心，垂心

【答案】C

【解析】因为 0GA GB GC  
uuur uuur uuur r

，所以GA GB GC  
uuur uuur uuur

，

设 AB 的中点 D，则 2GA GB GD 
uuur uuur uuur

，所以 GC
uuur

2GD
uuur

，

所以 C，G，D 三点共线，即 G 为 ABCV 的中线 CD 上的点，且 2GC GD ，

所以 G 为 ABCV 的重心．

因为 | | ||| |OA OB OC
uuur uuur uuur

，所以 OA OB OC＝ ＝ ，所以 O 为 ABCV 的外心；

因为 AH BH BH CH CH AH    
uuur uuur uuur uuur uuur uuur

，所以   0BH AH CH  
uuur uuur uuur

，即 0HB AC 
uuur uuur

，

所以HB AC
uuur uuur

，同理可得：HA BC
uuur uuur

，HB AB
uuur uuur

，所以 H 为 ABCV 的垂心.故选：C.

重难点 03  奔驰定理及其应用

1、奔驰定理：𝑂是 ABC 内的一点，且𝑥 ∙ 𝑂𝐴 +𝑦 ∙ 𝑂𝐵 +𝑧 ∙ 𝑂𝐶 = 0，

则𝑆∆𝐵𝑂𝐶:𝑆∆𝐶𝑂𝐴:𝑆△𝐴𝑂𝐵 = 𝑥:𝑦:𝑧

2、证明过程：已知𝑂是 ABC 内的一点，∆𝐵𝑂𝐶，∆𝐶𝑂𝐴，∆𝐴𝑂𝐵的面积分别为𝑆𝐴，𝑆𝐵，𝑆𝐶，

求证：𝑆𝐴 ∙ 𝑂𝐴 + 𝑆𝐵 ∙ 𝑂𝐵 + 𝑆𝐶 ∙ 𝑂𝐶 = 0.

延长𝑂𝐴与𝐵𝐶边相交于点𝐷，

则
𝐵𝐷
𝐷𝐶 =

𝑆∆𝐴𝐵𝐷

𝑆∆𝐴𝐶𝐷
=

𝑆∆𝐵𝑂𝐷

𝑆∆𝐶𝑂𝐷
=

𝑆∆𝐴𝐵𝐷 ― 𝑆∆𝐵𝑂𝐷

𝑆∆𝐴𝐶𝐷 ― 𝑆∆𝐶𝑂𝐷
=

𝑆𝐶

𝑆𝐵
，

D

O

A

B C
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