
北京市中国人民大学附属中学2023-2024学年高二下学期期

中考试数学试题

学校:___________姓名：___________班级：___________考号：___________

一、单选题

1．已知数列{ }na 的通项公式是 2 1na n= + ，则122是该数列的（    ）

A．第 9 项 B．第 10 项 C．第 11 项 D．第 12 项

2．若函数
2( )f x x= ，则

0

(1 ) (1)
lim
x

f x f

xD ®

+ D -
=

D （    ）

A．1
B．2

C．3 D．4

3．等差数列{ }na 中，若
1 2 3 3a a a+ + = ，

4 5 6 21a a a+ + = ，则其公差等于（   ）

A．2 B．3 C．6 D．18

4．如图是函数 ( )y f x= 的导数 ( )f x¢ 的图象，则下面判断正确的是（   ）

A． ( )f x 是区间[ ]3,1- 上的增函数 B． ( )f x 是区间[ ]1,2 上的减函数

C．1 是 ( )f x 的极大值点 D．4 是 ( )f x 的极小值点

5．若
nS 是等差数列{ }na 的前n项和， ( )*

8 8, NnS S n n> ¹ Î ，则（    ）

A．
8 90, 0a a³ < B．

8 90, 0a a> <
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C．
8 90, 0= <a a D．

8 90, 0a a> =

6．若函数 ( ) 3 21

3
f x x x ax= - + 有极值，则实数

a
的取值范围是（    ）

A． ( ],1-¥ B． ( ),1-¥

C． ( )1,+¥ D．[ )1,+¥

7．已知等差数列{ }na 的公差为 2，若
1 2 4, ,a a a 成等比数列，则

2a =（    ）

A． 10- B． 6- C．4 D． 4-

8．已知 ( )f x 在
0x x= 处可导，在

0x 附近 x的函数值 ( )f x ，可以用“以直代曲”的方法求

其近似代替值： ( ) ( ) ( )( )0 0 0f x f x f x x x¢» + - ．对于函数 ( )f x x= ，利用这一方法，

( )4.001m f= 的近似代替值（   ）

A．大于m B．小于m C．等于m D．与m的大小关系无

法确定

9．设
nS 为无穷等比数列{ }na 的前 n项和，则“{ }na 有最大值”是“{ }nS 有最大值”的

（   ）

A．充分不必要条件 B．必要不充分条件

C．充要条件 D．既不充分又不必要条件

10．设函数 ( )f x 定义域为D，若函数 ( )f x 满足：对任意c DÎ ，存在 ,a b DÎ ，使得

( ) ( )
( )

f a f b
f c

a b

- ¢=
-

成立，则称函数 ( )f x 满足性质
G

.下列函数不满足性质
G
的是（    ）

A． 2( )f x x= B． 3( )f x x= C． ( ) xf x e= D． ( ) lnf x x=
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二、填空题

11．函数 ( ) sin 2f x x= ，则 ( )f x¢ =      .

12．用数学归纳法证明命题“ *n" ÎN ， ( )( ) ( ) ( )1 2 2 1 3 2 1nn n n n n+ + ××× + = ´ ´ ´×××´ - 时，

假设n k= 时成立，证明 1n k= + 时也成立，可在左边乘以一个代数式      ．

13．已知函数 21
( ) 2 ln

2
f x x ax x= + - ，若

( )f x
在区间

1
,1

2
é ù
ê úë û

上是增函数，则实数 a的取值范

围是         ．

14．小杰想测量一个卷纸展开后的总长度，卷纸中的纸是单层的，且卷纸整体呈一个空心

圆柱形，即大圆柱在其正中间挖去了一个小圆柱，测得小圆柱底面的直径为 5 厘米，大圆

柱底而的直径为 11 厘米．由于单层纸的厚度不易测量，小杰利用游标卡尺测得 10 层纸的

总厚度为 0.3 厘米．试估算这个卷纸的总长度（单位：米）为      ．（结果精确到个位，取

π3.14= ）

15．与曲线在某点处的切线垂直，且过该点的直线称为曲线在某点处的法线．关于曲线的

法线有下列四种说法：

①存在一类曲线，其法线恒过定点；

②若曲线
4y x= 的法线的纵截距存在，则其最小值为

3

4
；

③存在两条直线既是曲线 exy = 的法线，也是曲线 lny x= 的法线；

④曲线 siny x= 的任意法线与该曲线的公共点个数均为 1．

其中所有说法正确的序号是      ．

三、解答题
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16．已知函数 ( ) 2f x x ax= - ， ( )f x 在 0x = 处取得极值．

(1)求 ( )f x 在区间[ ]2023, 2024 上的平均变化率；

(2)求曲线 ( )y f x= 在点 ( )( )2 2f, 处的切线方程；

(3)求曲线 ( )y f x= 过点 ( )2,0 的切线方程．

17．设等差数列{ }na 的前n项和为
nS ，

5 3a = ，
5 35S = ．

(1)求{ }na 的通项公式；

(2)设数列{ }na 的前n项和为
nT ，求

10T ．

18．已知函数 ( ) ( )2 2 lnf x ax a x x= - + + ，其中 RaÎ ．

(1)当 1a = - 时，求 ( )f x 的极值；

(2)讨论当 0a > 时函数 ( )y f x= 的单调性；

(3)若函数 2( ) ( )g x f x ax= - 有两个不同的零点
1

x 、
2
x，求实数 a的取值范围.

四、单选题

19．已知函数 ( )y f x= 满足：对任意 ( )1 0,1a Î ，由递推关系 ( )1n na f a+ = 得到的数列{ }na 是

单调递增的，则该函数的图象可以是（   ）

A． B．
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C． D．

20．设数列{ }na 的前 n项和
nS ，若 2 3nS n n= + + ，则（   ）

A．数列{ }na 满足 ( )1 12 2n n na a a n- += + ³ B．数列{ }na 为递增数列

C． n
n

S
a

n
+ 的最小值为

17

2
D． 4 2S S-

， 6 4S S-
， 8 6S S-

不成等差数列

21．已知正项数列{ }na 满足
2 13 , na a S= 为{ }na 的前n项和，则“{ }na 是等差数列”是“

nS
为等差数列”的（    ）

A．充分不必要条件 B．必要不充分条件

C．充要条件 D．既不充分又不必要条件

22．已知无穷数列{ }na ，
1 1a = ．性质 :s m" ， *nÎN ，

m n m na a a+ > + ，性质 :t m" ， *nÎN ，

2 m n£ < ，
1 1m n m na a a a- ++ > + ，给出下列四个结论：

①若 3 2na n= - ，则{ }na 具有性质 s；

②若 2
na n= ，则{ }na 具有性质 t；

③若{ }na 具有性质 s，则
na n³ ；

④若等比数列{ }na 既满足性质 s又满足性质 t，则其公比的取值范围为 ( )2,+¥ ．

则所有正确结论的个数为（   ）

A．1 B．2 C．3 D．4
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五、填空题

23．写出一个满足 ( ) 2

2 1
f x

x
¢ =

+
的函数 ( )f x =       ．

24．已知函数 ( ) ( )( )( )( )1 2 3 0f x a x x x x x x a= - - - > ，设曲线 ( )y f x= 在点 ( )( ),i ix f x 处切

线的斜率为 ( )1,2,3ik i =
，若 1

x ， 2
x， 3x 均不相等，且 2 2k = -

，则
1 3

1 1

k k
+ =    .

25．若曲线 ( )y f x= 上两个不同点处的切线重合，则称这条切线为曲线 ( )y f x= 的“自公

切线”，则下列曲线 ( )y f x= 中，所有存在“自公切线”的序号为      ．

① 2 2y x x= - ；

② 3sin 4cosy x x= + ；

③
1

3y x
x

= + ；

④
21y x x x= + + - ．

六、解答题

26．已知无穷数列{ }na 满足：

① ( )* 1, 2,ia iÎ = ×××N ；

② ( )1 1,2, , 1,2, , 3i j i j i ja a a a a i j i j++ £ £ + + = ××× = ××× + ³ ．

设 *
ia 为 ( )1,2,ia i = ××× 所能取到的最大值，并记数列{ }*

na
．
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(1)若数列{ }na 为等差数列且
1 1a = ，直接写出其公差d 的值；

(2)若
1 2 1a a= = ，求 *

4a 的值；

(3)若
1 1a = ，

2 2a = ，求数列{ }*
na
的前 100 项和．
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参考答案：

1．C

【分析】解方程 122na = 即可得．

【详解】由 2 1 122na n= + = 得 11n = （ 11- 舍去）．

故选：C．

2．B

【分析】根据函数在某一点的导数的定义，由此可得结果.

【详解】因为 2( )f x x= ，

则 ( )22 2

0 0 0 0

2(1 ) (1) (1 ) 1
2lim lim l m (2 )im li

x x x x

x xf x f x
x

x x xD ® D ® D ® D ®

D + D+ D - +
D

+
D -

= = =
D D

=D .

故选: B

3．A

【分析】根据等差数列的通项公式计算即可求解.

【详解】由题意知，设等差数列{ }na 的公差为d ，

1 2 3 1 4 5 6 13 3 3, 3 12 21a a a a d a a a a d+ + = + = + + = + = ，

两式相减，得9 18d = ，所以 2d = .

故选：A

4．D

【分析】由导函数图象与函数单调性的关系可得函数的单调性，即可得函数的极值点.

【详解】由图可知：当 ( )3
, 2,4

2
x æ öÎ -¥ -ç ÷

è ø
U 时， ( ) 0f x¢ < ，

当 ( )3
, 2 4,+

2
x æ öÎ - ¥ç ÷

è ø
U 时， ( ) 0f x¢ >

，

故 ( )f x 在
3

,
2

æ ö-¥ -ç ÷
è ø

、 ( )2, 4 上单调递减，在
3

,2
2

æ ö-ç ÷
è ø

、 ( )4, +¥ 上单调递增，
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故A错误，B错误，C错误，D 正确.

故选：D.

5．B

【分析】根据
nS 与

na 关系计算求解.

【详解】 ( )*
8 8, NnS S n n> ¹ ÎQ ，

8 87 7 8, 0,S S S S a\ > -\ = > 9 98 8 9, 0,S S S S a\ > -\ = <

故选：B.

6．B

【分析】由题意， ( ) 0f x¢ = 有两个实数根求解即可.

【详解】∵函数 ( ) 3 21

3
f x x x ax= - + 有极值点，

∴ ( ) 2 2 0f x x x a¢ = - + = 有两个不同实数根，

∴Δ4 4 0a= - > ，解得 ( ),1aÎ -¥

故选：B

7．C

【分析】根据已知得出
1 2 2a a= - ，

4 2 4a a= + ，即可根据等比中项结合已知列出式子，求

解得出答案.

【详解】Q数列{ }na 是公差为 2 的等差数列，

1 2 2a a\ = - ，
4 2 4a a= + ，

1 2 4, ,a a aQ 成等比数列，

2
2 1 4a a a\ = ，即 ( ) ( )2

2 2 22 4a a a= - + ，解得
2 4a = ，

故选：C.
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8．A

【分析】原题等价于比较近似代替值与函数值本身的大小关系，由此我们可以构造函数

( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0,g x f x f x f x x x x x= - - - ¹¢ ，通过导数得出 ( ) 0g x < 即可得解.

【详解】对于 ( )4.001 4.001m f= = 的近似代替值 ( ) ( )( )0 0 0y f x f x x x¢= + - ，

我们令 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0,g x m x y x f x f x f x x x x x= - = - - - ¹¢ ，其中 x在
0x 附近且使得

( )g x 有意义，

又因为 ( ) ( ) ( )0

0

1 1

2 2
g x f x f x

x x
= - = -¢ ¢ ¢ ，

所以当
00 x x< < 时， ( ) 0g x¢ > ， ( )g x 单调递增，

当
0x x> 时， ( ) 0g x¢ < ， ( )g x 单调递减，

这意味着 ( ) ( )0 0g x g x< = ，也就是说 ( ) ( )m x y x< ，

即 ( )4.001m f= 的近似代替值大于m.

故选：A.

9．D

【分析】分别考虑
1na =
和

1

2n n
a = - 的情形，即可说明条件既不是充分的也不是必要的.

【详解】当 1na = 时，
nS n= ，此时显然{ }na 有最大值1，

而{ }nS 没有最大值，这表明条件不是充分的；

当
1

2n n
a = - 时，由于 11

1 1

2 2n nn n
a a ++= - < - = ，故{ }na 是递增数列，从而{ }na 没有最大值.  
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又由于 1 1 1

1
0

2n n n n
S S a+ + +- = = - < ，故{ }nS 是递减数列，

从而{ }nS 有最大值
1S ，这表明条件不是必要的.

故选：D.

10．B

【解析】构造函数 ( ) ( ) ( )g x f x f c x¢= - ，可得 ( ) ( )g x f x¢¢ ¢¢= ，则 ( )f x¢¢ 在定义域内正负号

不变时满足性质G，若 ( )f x¢¢ 有唯一变号零点
0x 时不满足性质G，则通过计算 ( )f x¢¢ 即可判

断.

【详解】
( ) ( )

( )
f a f b

f c
a b

- ¢=
-

可化为 ( ) ( ) ( ) ( )f a f c a f b f c b¢ ¢- = - ，

令 ( ) ( ) ( )g x f x f c x¢= - ，

则 ( ) ( ) ( )g x f x f c¢ ¢ ¢= - ， ( ) ( )g x f x¢¢ ¢¢= ，

\若 ( )f x¢¢ 在定义域内正负号不变，那么 x c= 是 ( )g x¢ 的变号零点，则 ( )g x 在 x c= 的两侧

的单调性不一致，因此满足性质G；

若 ( )f x¢¢ 有唯一变号零点
0x ，那么取

0c x= ，则 ( )g x¢ 在定义域内的正负号不变，进而函数

( )g x 在定义域内单调，因此不满足性质G .

对于 A， ( ) 2f x x¢ = ，则 ( ) 2 0f x¢¢ = > ，所以满足性质G；

对于 B， ( ) 23f x x¢ = ，则 ( ) 6f x x¢¢ = 有唯一变号零点 0，所以不满足性质G；

对于 C， ( ) xf x e¢ = ，则 ( ) 0xf x e¢¢ = > ，所以满足性质G；
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对于 D， ( ) 1
f x

x
¢ = ，则 ( ) 2

1
0f x

x
¢¢ = - < ，所以满足性质

G
.

故选：B.

【点睛】本题考查利用导数解决新定义问题，属于较难题.

11．2cos 2x

【分析】利用简单复合函数求导公式进行计算.

【详解】令 siny u= ， 2u x= ，则 ' ' 2cos 2cos 2u xy u u x× = = ，

故 ( ) 2cos 2f x x¢ = .

故答案为：2cos 2x

12．4 2k +

【分析】由数学归纳法的定义，依次写出n k= ， 1n k= + 时等号左边的情形，对比即可得

解.

【详解】假设n k= 时成立，即 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 3 2 1kk k k k k+ + ××× + = ´ ´ ´×××´ - ，

当 1n k= + 时，等号左边为 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 1 1k k k k k k+ + + + ××× + + + + + ，

对比可知，证明
1n k= +
时也成立，可在左边乘以一个代数式 ( )( )2 1 2 2

4 2
1

k k
k

k

+ +
= +

+
.

故答案为：4 2k + .

13． 3
,

4
é ö+¥÷êë ø

【分析】由题意可得将问题转化为
1

( ) 2 0f x x a
x

¢ = + - ³ 在
1

,1
2

x é ùÎ ê úë û
时恒成立，即

1
2a x

x
³ -
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在
1

,1
2

x é ùÎ ê úë û
时恒成立，然后求出

1
x

x
- 的最大值即可.

【详解】因为 21
( ) 2 ln

2
f x x ax x= + - 在区间

1
,1

2
é ù
ê úë û

上是增函数，

所以
1

( ) 2 0f x x a
x

¢ = + - ³ 在
1

,1
2

x é ùÎ ê úë û
时恒成立，

即
1

2a x
x

³ - 在
1

,1
2

x é ùÎ ê úë û
时恒成立，

令
1

( )g x x
x

= - ，则
2

1
( ) 1 0g x

x
¢ = - - < ，

所以
( )g x

在
1

,1
2

é ù
ê úë û

上单调递减，

所以 max

1 1 1 3
( ) ( )

12 2 2
2

g x g= = - =
，

所以
3

2
2

a ³ ，得
3

4
a ³ ，

即实数 a的取值范围是
3

,
4

é ö+¥÷êë ø
，

故答案为：
3

,
4

é ö+¥÷êë ø

14．25

【分析】借助等体积法计算卷纸整体的体积与展开后的体积即可得.

【详解】设卷纸的高为 h厘米，展开后卷纸的总长度为 x厘米，
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卷纸的体积为：
2 2

11 5
ππ24π

2 2
V h h hæ ö æ ö= ´ ´ - ´ ´ =ç ÷ ç ÷

è ø è ø
立方厘米，

每层纸的厚度为：
0.3

0.03
10

= 厘米，

则展开后的体积为 0.03 0.03hx hx´ = 立方厘米，

即有
24π0.03h hx=

，即
24π24 3.14

2512
0.03 0.03

x
´

= » = 厘米，

即约为25 米.

故答案为：25 .

15．①②④

【分析】对于①，容易想到圆满足要求；对于②，将其纵截距表示出，然后利用均值不等

式求解即可；对于③，求出两条曲线的所有公共法线即可；对于④，将直线和曲线的公共

点个数问题转化为函数的零点问题，再使用导数工具求解.

【详解】对于①，圆的法线恒过圆心，故①正确；

对于②，由于曲线 4y x= 在 ( )4,c c 处的切线斜率为 34c ，故曲线 4y x= 在 ( )4,c c 处的法线方

程为 3 74 4x c y c c+ = + ，该直线存在纵截距当且仅当 0c ¹ ，且此时纵截距为

7
4

3 2

4 1

4 4

c c
c

c c

+
= + .

此时 4 4 43 3
2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 3
3 3

4 8 8 8 8 64 4
c c c

c c c c c
+ = + + ³ × × = = ，且当 2

2
c = 时，

4
2

1 1 1 3

4 4 2 4
c

c
+ = + = ，所以纵截距如存在，则最小值为

3

4
，②正确；
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对于③，假设曲线 exy = 在 ( ), euu 处的法线和曲线 lny x= 在 ( ), lnv v 处的法线均为直线 l，

则

l

的斜率

k
满足

1 1
1eu

k

v

= - = -
，即

1

eu
k v= - = -

，从而
euv =

，故

lnu v=
.

另一方面，点 ( ), euu 和 ( ), lnv v 确定的直线即为
l
，从而 e ln ln

1
u v v v v u

k
u v u v u v

- - -
= = = = -

- - -
.

所以
1

1
eu

v- = - = - ，故
0u =
，

1v =
，得到直线

l
为过 ( )0,1 和 ( )1,0 的直线.

上述推理表明 l是唯一的，所以③错误；

④设曲线 siny x= 在 ( ),sint t 处的法线为 l .

若 ( )πt k k= ÎZ ，则 t是 siny x= 的极值点，从而 l的方程为 x t= ，该直线和曲线 siny x= 显

然只有一个公共点 ( ),sint t ；

若 ( )πt k k¹ ÎZ ，则
cos 0t ¹

，
l
的斜率为

1

cos t
- ，故该直线的方程为 ( )1

sin
cos

y x t t
t

= - - + .

设 ( ) ( )1
sin sin

cos
f x x x t t

t
= + - - ，则曲线

siny x=
上的点 ( ),sinp p 在

l
上当且仅当

( ) 0f p = .

求导得到 ( ) 1
cos

cos
f x x

t
+¢ = ，下面进行分类讨论：

如果cos 0t > ，则当cos 1x > - 时，即 ( ) ( )2 1π2 1πk x k- < < + 时 ( )kÎZ ，有

( ) 1 1
cos 1 1 1 0

cos cos
f x x

t t
= + > - + ³ - + =¢ .
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所以 ( )f x 在每个 ( ) ( )2 1π, 2 1πk ké ù- +ë û
上均单调递增 ( )kÎZ ，从而在R上单调递增；

如果cos 0<t ，则当cos 1x < 时，即 ( )2π2 2πk x k< < + 时 ( )kÎZ ，有

( ) ( )1 1
cos 1 1 1 0

cos cos
f x x

t t
= + < + £ + - =¢ .

所以 ( )f x 在每个 ( )2π, 2 2πk ké ù+ë û
上均单调递减 ( )kÎZ ，从而在R上单调递减.

综合以上两种情况，知 ( )f x 一定是单调函数，而 ( ) sin sin 0f t t t= - = ，所以 ( )f x 只有唯

一的零点 t .

这表明曲线 siny x= 上只有唯一一个点 ( ), sint t 在 l上，即曲线 siny x= 和 l有唯一公共点.

综上，曲线 siny x= 的任意法线与该曲线的公共点个数均为 1，④正确.

故答案为：①②④.

【点睛】关键点点睛：本题的关键点在于，利用导数的几何意义，以及两条垂直的直线的

斜率之间的数量关系，可得到曲线的法线方程.

16．(1)4047

(2) 4 4y x= -

(3) 0y = 或 8 16y x= -

【分析】（1）首先由极值的定义列方程求得参数a的值，再由平均变化率的公式即可求解；

（2）依次求出 ( ) ( )2 , 2f f ¢ 的值即可求解；

（3）首先设出切点坐标，利用 ( )
2
0

0
0

0

2

x
f x

x

-¢ =
-

可求出切点坐标，由此即可进一步求解.
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以上内容仅为本文档的试下载部分，为可阅读页数的一半内容。如

要下载或阅读全文，请访问：https://d.book118.com/00716314303

2006103
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