陈省身在几何上的贡献
5月13日 哈佛大学 
纪念陈省身几何学国际会议 
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嘉当(E. Cartan)是微分几何的祖父～ 

陈省身是现代微分几何之父～ 
他们合力创造了一门美妙而丰富的学科，影响遍及数学与物理的每个分支。 
在去世前，陈说他就要去见古希腊的那些伟大的几何学家了。 
毫无疑问，他的成就堪与这些大几何学家比肩。 
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几何学发展史上的重要事件: 

毕达哥拉斯: 毕达哥拉斯定理。 
(约公元前580,500) 

欧几里德: 欧氏几何公理。 
(约公元前330,275) 

阿基米德: 无穷过程，圆锥曲线。 
(约公元前287,212) 
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笛卡尔: 引入坐标，诞生解析几何，代数与几何走向融合。 (1596,1650) 

笛沙格: 射影几何。 
(1591,1661) 

费马: 变分原理。 
(1601,1665) 

牛顿: 微积分。 
(1642,1727) 
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莱布尼兹: 微积分 
(1646,1727) 

欧拉: 组合几何，变分法。 
(1701,1783) 

高斯: 内蕴几何。 
(1777,1885) 

黎曼: 1854年在为取得教师职位所作的演讲中提出了的黎曼几(1826,1866) 何的思想。 
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索菲斯 ? 李: 变换群，切触几何。 
(1842,1899) 

F(克莱因: 1872年宣布埃尔朗根纲领，把几何定义为研究各种变换
(1847,1925) 群作用下的空间。 
射影直射变换群是最广泛的群。对应的几何是射影几何。主要的贡献者包 括: 

彭赛列(J.V. Poncelet)(1788,1867) 

莫比乌斯(1790,1868) 
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沙勒(M. Chasles)(1793,1880) 

斯坦纳(1796,1863) 
其他的几何还有仿射几何与共形几何。 
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安德雷 ? 韦伊: 
几何直观真正的心理动因也许永远无法搞清。„„不论如何，如果没有E. 嘉当、H. 霍普夫、陈省身和另外少数几个人的几何直观，我们这个时代的数学就不会取得如此大的进展。可以肯定地说，只要数学还像以前那样发展，我们总是需要这样的人物。 
现代微分几何的诞生 
嘉当继高斯和黎曼之后完成了为现代微分几何奠基的工作。把他的关于李群和微分方程组不变量理论结合起来，他引入了现代规范理论。 
嘉当定义了广义空间，包括了克莱因的齐性空间与黎曼的局部几何。用现代术语来说，就是“纤维丛上的联络”。这推广了列维,齐维塔平行性。 
,1,,:EMG一般而言，我们有一个纤维丛，其纤维是有李群,,(),xxM
G作用的齐性空间。一个联络就是纤维上与群作用相容的无穷小移动。 
格拉斯曼引入了外形式，而嘉当引进了外微分运算。他的Pfaff方程组理论和延拓理论创造了可以用来解决几何中等价问题的不变量。 
嘉当用活动标架构造不变量的观点对陈省身有很深的影响。 
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H. 霍普夫 
霍普夫最早从事微分拓扑的研究，比如流行上的向量场。他的学生斯蒂费推广了霍普夫的定理，得到了斯蒂费,惠特尼示性类。 
1925年，霍普夫在他的论文中研究了超曲面情形底高斯,博内定理。1932年，霍普夫强调指出被积函数可以写成关于黎曼曲率张量分量的多项式。 
这些工作深刻影响了陈省身后来的工作。 
陈省身:整体内蕴几何之父 
陈省身:黎曼几何及其推广有局部的特征。让我感觉很神秘的是，我们需要一个整体的空间把每个邻域接合起来。这可以用拓扑来完成。 
嘉当和陈省身都看到了纤维丛在微分几何中的重要性。 
当然，许多大数学家都研究过整体微分几何: 
科恩,弗森(Cohn-Vossen) 
闵可夫斯基 
希尔伯特 
外尔 
可是他们的工作主要局限在三维欧氏空间中的曲面的整体性质。 
陈在内蕴几何与代数拓扑之间建立了桥梁。(嘉当的工作本质上更加的强调局部，除了他在对称空间方面的工作。) 
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陈省身接受的教育 
(清华大学) 
大学本科时，他学习了: 
1(库利芝(Coolidge)的书:《非欧几何》，《圆周与球面的几何》。 2(沙尔蒙(W. Salmon)的书:《圆锥曲线》，《立体解析几何》。 3(Castelnuovo的书:《解析几何与射影几何》。 
4(Otto Stande的书:《线构造》(Fadenkonstruktionen)。 
他的老师孙鎕研究射影微分几何(由魏尔钦斯基(E.J. Wilczynski)于1901年创立，这一领域的重要人物有富比尼，切赫(E. Cech))。 
陈的硕士论文是关于射影线几何，即研究三维射影空间中所有直线组成的空间的超曲面。他研究了线汇，即线的二维子流形以及它们的通过二次线体的密切。 
陈省身接受的教育 
(布拉施克) 
1932年，布拉施克访问北京。他作了题为『微分几何中的拓扑问题』的演讲，主要讨论了微分同胚伪群及其局部不变量。 
陈省身开始考虑整体微分几何，并且认识到代数拓扑的重要性。他读了韦布伦的书《位置分析》(Analysis Situs，1922)。 
1934年，他在汉堡跟随布拉施克学习。E. 阿廷、黑克和凯勒也在那里。布拉施克那时主要研究网几何与积分几何。陈开始研读Seifert-Threlfall(1934)以及亚历山德罗夫,霍普夫(1935)的专著。 
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陈省身接受的教育 
(凯勒，嘉当) 
在汉堡时，凯勒在讨论班上讲解他写的小册子《微分方程组理论导引》，就是现在所称的凯勒,嘉当理论。 
从1936年到1937年，陈到巴黎跟随嘉当研究活动标架法和等价方法，并且更深入研究了凯勒,嘉当理论。他在巴黎逗留了十个月，每两周与嘉当会面一次。 
陈省身在1937年夏回到中国。他用了几年时间研究嘉当的工作。他曾说嘉当一生中的论著超过三千页。陈至少读过其中的百分之七十到八十。有一些工作他反复研读过好多次。在战争年代的孤立环境下，能够全身心地做研究真是了不起的事情。 
陈省身对嘉当的评价 
嘉当毫无疑问是本世纪最伟大的数学家之一，他的学术生涯体现出了一种罕见的睿智与谦逊的融合。 
陈省身:1940年，我努力研读嘉当的著作，意识到联络的概念将会发挥重要的作用，于是我写了几篇论文，对给定的几何结构配上联络。 
外尔:嘉当无疑是微分几何领域仍然健在的最伟大的人物„„不得不承认的是，我发现嘉当的书和他的大多数论文一样，艰深难读„„ 
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陈省身的大多数工作与等价问题有联系: 
等价问题 
1869: 
E. 克里斯多菲、R. 李普希茨解决了黎曼几何中的等价问题，这个有着基本重要性的问题被称为“形式问题” : 
2为了确定两个是否只相差一个坐标变换，克里斯多菲引入了现在被称为ds
列维,齐维塔联络的协变微分。 
嘉当等价问题: 
kl,ij*给定分别在坐标下的两个线性无关的一次微分形式，其中xx,,,,
. 1,,,,,ijkln
给定一个李群，找到合适的条件，使得存在函数 GGLn,(,) 
,,iin12 xxxxx,(,,,)？
,jiG并且在经过如上替换后，与相差中的一个变换。 ,,
这个问题与局部不变量有关，嘉当给出了生成这些不变量的具体步骤。 
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陈省身(1932-1943) 
射影微分几何: 
找到子流形在射影变换群下的一族完全的局部不变量，并用与简单几何图形的密切来给出几何上的解释。 
陈研究网几何、射影线几何，射影空间中子流形对的切触不变量、与孤立子理论中的贝克隆变换有关的曲面变换。 
射影几何中的另一个典型问题是: 
用正规射影联络研究道路结构的几何。 
索菲斯 ? 李的学生Tresse用空间中的正规射影联络研究了由积分(,,')xyy
曲线定义的道路 yFxyy''(,,'),
陈把上面的工作推广到维。给定满足一组微分方程的维曲线族，使n2(1)n,得在每一点给定一个方向，正好有一条这样的曲线和它相切。陈定义了正规射影联络，把结论推广到子流形族。 
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陈省身(1940-1942) 
积分几何是由克罗夫顿和布拉施克发展起来的。陈注意到这种几何可以用李G群的两个齐性空间来更好地加以理解。 
G与是的两个子群 KH
G
GHGK//
aHbKG两个陪集与称为互相关联，如果他们在中相交。 
他推广了克罗夫顿的许多重要公式。1952年，他用这些公式证明了庞卡莱、桑塔洛和布拉施克的运动公式。 
韦伊:它把布拉施克学派的工作一举推进到更高的水平。文章所显现的非凡才能和深刻见解给我留下了很深的印象。 
陈省身对普林斯顿的访问 
(1943) 
1943年，陈受到韦布伦和外尔的邀请，从昆明前往普林斯顿。外尔是陈心目中的英雄。 
纤维丛理论发端于嘉当和惠特尼的工作。斯蒂费,惠特尼示性类只在模2同调有定义。韦伊当时刚刚发表了他关于高斯,博内公式的论文，他把托德和埃格尔关于代数几何中典则类的工作告诉了陈。(这些工作秉承了意大利代数几何学派的风格，用到了一些未经证明的结果。) 
陈认为他最好的工作就是给出了高斯,博内公式的内蕴证明。 
F. 高斯对测地三角形证明了这个公式(1827): 
Disquistiones Circa Superficies Curvas. 
3他考虑 中的曲面，并且用到了高斯映照。 
O. 博内在1948年把结论推广到以一条任意曲线为边界的单连通区域: 
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Mémoire sur la théorie générale des surfaces, J. De l’Ecole Poly. 
Tome 19, Cahier 32 (1848) 1-146. 
戴克(W. Dyck)又把它推广到任意亏格: 
Beiträge zur analysis situs, Math Annalen 32(1888) 457-512. 
n霍普夫把公式推广到中的余维数为1的超曲面。 
C.B. 艾伦多弗(1940)和W. 费恩雪尔研究了可以嵌入到欧氏空间中的可定向闭黎曼流形。 
C.B. 艾伦多弗和A. 韦伊(1843)在文章 
The Gauss-Bonnet theorem for Riemannian polyhedra, Trans. Amer. 
Math. Soc., 53 (1943) 101-129. 
中把公式推广到闭的黎曼多面体，也即一般的闭黎曼流形。 
可是证明仍然要用到流形到欧氏空间的嵌入。 
韦伊:基于外尔和其他一些人的工作，我们的依赖于“管子”的证明虽然的确要用到(当时还不明了)球丛的构造，也就是一个给定浸入的横截丛，但不是内蕴的。 
陈的证明第一次清楚地引入了内蕴丛，也就是单位长度的切向量丛上的运算，让整个领域的面貌焕然一新。 
一个世纪前，高斯建立了内蕴几何的概念。陈的关于高斯,博内定理的证明开创了全新的领域。整体拓扑通过纤维丛以及切球丛上的超渡，与内蕴几何建立了联系。我们看到了整体内蕴几何揭开了崭新的一页。 
利用活动标架，曲面的结构方程可以写为: 
d,,,,,111
d,,,,, 2112
dK,,,,,,1212
K,这里是联络形式，是高斯曲率。 12
Ve如果单位向量由一个整体定义的向量场按如下给出: 1
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V e,1||||V
V,0其中在处有定义。应用斯托克斯公式可以得到 
,,,,,,K,,,12,,MBx,()ii
其中是一个以为圆心的小圆盘，并且. Bx()xVx()0,iii
V,可以用向量场在处的指标来计算。 x12i,,Bx()i
根据H. 霍普夫的一个定理，向量场的指标之和等于空间的欧拉数。 
陈省身的证明甚至在二维情形都是全新的。 
高维的证明中用到的是单位切球丛。 
曲率形式是反对称的，Pfaffian形式是: ,ij
Pf,,,,,,. ,iiiiii？1212212nnn,
高斯,博内公式是 
1n ,,PfM,(1)(),2nnn2!,
为了证明高斯,博内公式，陈必须找到单位球丛上的形式，使得是Pf,,的提升。这就诞生了“超渡” 。 
陈类 
陈省身:我最早接触示性类，是由于高斯,博内公式，这是每个学过曲面论的人熟知的公式。早在1943年，当我给出n维高斯,博内公式的内蕴证明以后，我认识到，应用曲面论中的正交标架，那么经典的高斯,博内公式不过是高斯绝妙定理的一个整体性的结果。这个证明的代数方面是后来被称为“超渡”的构造的第一个实例，超渡注定了会在纤维丛同调论和其他一些问题中扮演基本重要的角色。 


以上内容仅为本文档的试下载部分，为可阅读页数的一半内容。如要下载或阅读全文，请访问：https://d.book118.com/018065037023006036

image7.jpeg




image8.jpeg




image9.jpeg




image10.jpeg




image11.jpeg




image12.jpeg
\
(g




image13.jpeg




image14.jpeg




image15.jpeg




image16.jpeg




image17.jpeg




image18.jpeg




image19.jpeg




image20.jpeg
AN
T

P | p




image21.jpeg




image1.jpeg




image2.jpeg




image3.jpeg




image4.jpeg




image5.jpeg




image6.jpeg
-~




