
第五章 导数及其应用（知识归纳+题型突破）

1、平均变化率

（1）变化率

事物的变化率是相关的两个量的“增量的比值”。如气球的平均膨胀率是半径的增量与体积增量的比值.

（2）平均变化率

一般地，函数 ( )f x 在区间  21 , xx 上的平均变化率为：
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（3）如何求函数的平均变化率

求函数的平均变化率通常用“两步”法：

①作差：求出 2 1( ) ( )y f x f x   和 2 1x x x  

②作商：对所求得的差作商，即
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2、导数的概念

（1）定义：函数 ( )f x 在 0xx  处瞬时变化率是
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（2）定义法求导数步骤：

①  求函数的增量： 0 0( ) ( )y f x x f x     ；

②  求平均变化率： 0 0( ) ( )f x x f xy
x x
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 
；

③  求极限，得导数： 0 0
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3、导数的几何意义

函数 ( )y f x 在点 0x x 处的导数的几何意义，就是曲线 ( )y f x 在点 0 0( , )P x y 处的切线的斜率 k ，即

0( )k f x .

4、基本初等函数的导数公式

基本初等函数 导数

( )f x c ( c为常数) ( ) 0f x 

( ) nf x x ( n R ) 1( ) nf x nx  



( ) sinf x x ( ) cosf x x 

( ) cosf x x ( ) sinf x x  

( ) xf x e ( ) xf x e 

( ) xf x a ( 0a  ) ( ) lnxf x a a 

( ) lnf x x 1( )f x
x
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5、导数的运算法则

若 ( )f x ， ( )g x 存在，则有

（1）[ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x f x g x    
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6、复合函数求导

复合函数 ( ( ))y f g x 的导数和函数 ( )y f u ， ( )u g x 的导数间的关系为 x u xy y u   ，即 y 对 x 的导数等

于 y 对u 的导数与u 对 x 的导数的乘积．

7、曲线的切线问题

（1）在型求切线方程

已知：函数 )(xf 的解析式.计算：函数 )(xf 在 0xx  或者 ))(,( 00 xfx 处的切线方程.

步骤：第一步：计算切点的纵坐标 )( 0xf （方法：把 0xx  代入原函数 )(xf 中），切点 ))(,( 00 xfx .

第二步：计算切线斜率 '( )k f x .

第三步：计算切线方程.切线过切点 ))(,( 00 xfx ，切线斜率 )(' 0xfk  。

根据直线的点斜式方程得到切线方程： ))((')( 000 xxxfxfy  .

（2）过型求切线方程

已知：函数 )(xf 的解析式.计算：过点 1 1 1( , )P x y （无论该点是否在 ( )y f x 上）的切线方程.

步骤：第一步：设切点 0 0 0( , )P x y



第二步：计算切线斜率 0'( )k f x ；计算切线斜率
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第三步：令：
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，解出 0x ，代入 0'( )k f x 求斜率

第三步：计算切线方程.根据直线的点斜式方程得到切线方程： 0 0 0'( )( )y y f x x x   .

8、函数的单调性与导数的关系（导函数看正负，原函数看增减）

条件 恒有 结论

( ) 0f x  ( )y f x 在 ( , )a b 内单调递增

( ) 0f x  ( )y f x 在 ( , )a b 内单调递减
函数 ( )y f x 在区

间 ( , )a b 上可导
( ) 0f x  ( )y f x 在 ( , )a b 内是常数函数

9、求已知函数（不含参）的单调区间

①求 ( )y f x 的定义域

②求 ( )f x

③令 ( ) 0f x  ，解不等式，求单调增区间

④令 ( ) 0f x  ，解不等式，求单调减区间

注：求单调区间时，令 ( ) 0f x  （或 ( ) 0f x  ）不跟等号.

10、函数的极值

一般地，对于函数 ( )y f x ，

（1）若在点 x a 处有 ( ) 0f a  ，且在点 x a 附近的左侧有 ( ) 0f  ' x  ，右侧有 ( ) 0f  ' x  ，则称 x a

为 ( )f x 的极小值点， ( )f a 叫做函数 ( )f x 的极小值.

（2）若在点 x b 处有 ( ) = 0f  ' b ，且在点 x b 附近的左侧有 ( ) 0f  ' x  ，右侧有 ( ) 0f  ' x  ，则称 x b

为 ( )f x 的极大值点， ( )f b 叫做函数 ( )f x 的极大值．

（3）极小值点与极大值点通称极值点，极小值与极大值通称极值.

注：极大（小）值点，不是一个点，是一个数.

11、函数的最大（小）值

一般地，如果在区间[ , ]a b 上函数  y f x 的图象是一条连续不断的曲线，那么它必有最大值与最小值.

设函数  f x 在[ , ]a b 上连续，在 ( , )a b 内可导，求  f x 在[ , ]a b 上的最大值与最小值的步骤为：

（1）求  f x 在 ( , )a b 内的极值；

（2）将函数  f x 的各极值与端点处的函数值 ( )f a ， ( )f b 比较，其中最大的一个是最大值，最小的一

个是最小值.



题型一：平均变化率与瞬时变化率

例题 1．（2023 下·上海普陀·高二上海市晋元高级中学校考期中）函数  y f x ，其中   22f x x ，函数  f x

在区间 0 0,x x x  上的平均变化率为 1k ，在 0 0,x x x  上的平均变化率为 2k ，则 1k 与 2k 的大小关系是         

【答案】 1 2k k

【详解】依题意
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所以 1 2 4k k x   ，而 0x  ，所以 1 2k k .

故答案为： 1 2k k

例题 2．（2023上·高二课时练习）自由落体运动的位移 d（单位：m）与时间 t（单位：s）满足函数关系
21

2
d gt

（g 为重力加速度）．

(1)分别求 4, 4.1 、 4, 4.01 、 4, 4.001 这些时间段内自由落体的平均速度；

(2)求 4t  时的瞬时速度；

(3)求  0t a a  时的瞬时速度；

(4)借助（3）的结果，求
5
2

t  时的瞬时速度．

【答案】(1) 4.05g m/s； 4.005g m/s； 4.0005g m/s

(2) 4g m/s；

(3) ag m/s；

(4)
5
2

g m/s；

【详解】（1）在 4, 4.1 时间内，平均速度
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1

1 14.1 4
2 2 4.05

4.1 4

g g
v g


 


m/s；

在 4, 4.01 时间内，平均速度
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在 4, 4.001 时间内，平均速度
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（2）瞬时速度
 2 2 2
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1 1 1
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；

所以 4t  时瞬时速度为 4g m/s；

（3）由（2）知，  0t a a  时的瞬时速度为 v gt ag  m/s；

（4）当
5
2

t  时的瞬时速度
5
2

v gt g  m/s；

例题 3．（2023 上·高二课时练习）从桥上将一小球掷向空中，小球相对于地面的高度 h（单位：m）和时

间 t（单位：s）近似满足函数关系 25 15 12h t t    ．问：

(1)小球的初始高度是多少？

(2)小球在 0t 到 1t  这段时间内的平均速度是多少？

(3)小球在 1t  时的瞬时速度是多少？

(4)小球所能达到的最大高度是多少？何时达到？

【答案】(1)12m；

(2)10m/s；

(3)5m/s ；

(4)最高高度为
93 m
4

，在 1.5 秒时达到.

【详解】（1）当 0t 时，  0 12h  ，即初始高度为12m；

（2）当 1t  时，   21 5 1 15 1 12 22h        ，

所以平均速度为
22 12 10m / s
1 0

v 
 


；

（3）由
         
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       
     ，

即 1t  时的瞬时速度是5m/s ；

（4）由 25 15 12h t t    可得，当  
15 1.5

2 5
t   

  时，  max
931.5
4

h h  ，

小球的最高高度为
93 m
4

，在 1.5 秒时达到.

巩固训练

1．（2023 上·高二课时练习）自由落体运动中，物体下落的距离 d（单位：m）与时间 t（单位：s）近似满

足函数关系 25d t ．

(1)求物体在 2,4 时间段内的平均速度；

(2)求物体在 3t  时的瞬时速度；

(3)求物体在  0t a a  时的瞬时速度．



【答案】(1)30 m/s

(2)30 m/s

(3)10a m/s；

【详解】（1）由 25d t 可知，第 4s 时的距离为   2 04 5 4 8d    ；

第 2s 时的距离为   2 02 5 2 2d    ；

所以平均速度为
   4 2 80 20 30

4 2 4 2
d d

v
 

  
 

m/s

（2）根据导数的定义可知

     
2 2

0 0 0

2
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t t t t tdv t t t
t t

t
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    
      

 



；

所以物体在 3t  时的瞬时速度为 10 30v t  m/s；

（3）由（2）的结论可知，物体在  0t a a  时的瞬时速度 10v a m/s；

2．（2023 上·高二课时练习）已知车辆启动后的一段时间内，车轮旋转的角度和时间（单位：秒）的平方

成正比，且车辆启动后车轮转动第一圈需要 1 秒．

(1)求车轮转动前 2 秒的平均角速度；

(2)求车轮在转动开始后第 3 秒的瞬时角速度．

【答案】(1) 4

(2)12π

【详解】（1）设车轮旋转的角度为 y ，车辆启动后车轮转动的时间为 t 秒，

则 2y kt ，

由题意得 1t  时， 2πy  ，

即 22π 1 k ，解得 2πk  ，

故 22πy t ，车轮转动前 2 秒的平均角速度为
2 22π 2 2π 0 4π
2 0

  



，

（2） 22πy t ， 4πy t  ，

由导函数的意义可得车轮在转动开始后第 3 秒的瞬时角速度为 4π 3=12π .

3．（2023 上·高二课时练习）将石子投入水中，水面产生的圆形波纹不断扩散．

(1)当半径 r 从 a 增加到  0a h h  时，求圆周长相对于半径的平均变化率；

(2)当半径 r a 时，求圆周长相对于半径的瞬时变化率．

【答案】(1) 2π

(2) 2π

【详解】（1）当半径 r 从 a 增加到  0a h h  时，圆周长相对于半径的平均变化率为

 2π 2π
2π

a h a
a h a

 


 
；



（2）当半径 r a 时，求圆周长相对于半径的瞬时变化率为

 
0 0

2π 2π
lim lim 2π 2π
h h

a h a
a h a 

 
 

 
.

题型二：定义法求导数

例题 1．（2023 上·上海·高三上海中学校考期中）若 2( ) sinf x x x  ，则
0

( )lim
h

f h
h

       ．

【答案】1

【详解】因为 2( ) sinf x x x  ，所以 (0) 0f  ， ( ) 2 cosf x x x   ，

则
0 0

( ) ( 0) (0)lim lim (0) 1.
h h

f h f h f f
h h 

 
  

故答案为：1.

例题 2．（2023 上·高二课时练习）已知在使用某种杀菌剂 t 小时后室内的细菌数量为

  5 4 3 210 10 10f t t t   ．

(1)求  10f  ；

(2)  10f  的实际意义是什么？

【答案】(1) 10000

(2)答案见解析

【详解】（1）解：由函数   5 4 3 210 10 10f t t t   ，

当 0h  时，在使用杀菌剂 10 小时附近的时间段  10,10 0h h  内，

可得细菌数量关于时间的平均变化率为
   10 10f h f

h
 

     25 4 3 5 4 3 210 10 10 10 10 10 10 10 10 10h h
h

        


4 3 2
4 310 10 10 10h h h

h
 

    ，

当 h 趋近于 0 ，就得到    4 3 4

0
10 lim 10 10 10 10000

h
f h


       ．

（2）解：  10f  的实际意义是细菌数量在 10t  时的瞬时变化率，它表明在 10t  附近，细菌数量大约以每

小时 410 的速率减少．

巩固训练

1．（2023 下·上海松江·高二上海市松江一中校考阶段练习）计算：
 

0

sin 2 sin
lim
h

x h x
h

 
（    ）

A．0 B． 2cos x C． cos 2x D． 2cos 2x

【答案】B

【详解】由
   

0 0

sin 2 sin sin 2 sin
lim 2lim 2(sin ) 2cos

2h h

x h x x h x
x x

h h 

   
   .

故选：B



2．（2023 下·上海浦东新·高二校考期末）设函数  y f x 在 0x x 处导数存在，若
   0 0

0
lim 6
h

f x f x h
h

 


则  0f x              .

【答案】6

【详解】由导数的定义可得      
 

   0 0 0

0
0

0

0 0
0

lim lim 6
h h

f x f x h f x f x h
x

x
x hh

f
 


  





 


.

故答案为：6 .

题型三：导数的运算

例题 1．（2023 下·上海普陀·高二校考期末）下列求导运算正确的是（    ）

A．
2

3 1 3ln x
x x x

    
 

B．  2e 2 ex xx x 

C．    e cos 2 e cos 2 2sin 2x xx x x   D．
1 1ln ln ' 2
2

x
x

    
 

【答案】C

【详解】
2

3 1 3ln x
x x x

    
 

，A 错；

  2 2 22 (e ) 2e e( ) e ex x xx xx x x x x    ，B 错；

   e cos 2 (e ) cos 2 e (cos 2 ) e cos 2 2 e sin 2 e cos 2 2sin 2x x x x x xx x x x x x x         ，C 正确；

1 1ln ln
2

x
x

   
 

，D 错．

故选：C．

例题 2．（2023 上海·高二课时练习）已知   exf x  ，   lng x x ，计算下列函数  y h x 在点 1x  处的导

数值：

(1)      3 5h x f x g x  ；

(2)      h x f x g x ；

(3)    
 

f x
h x

g x
 ；

(4)      2 1 3 1h x f x g x    ．

【答案】(1)3e 5

(2) e

(3)不存在

(4) 3 32e
2





【详解】（1）因为      3 5 3e 5lnxh x f x g x x    ，

所以   53exh x
x

   ，所以  1 3e 5h   .

（2）因为   e lnxh x x ，

所以   ee ln
x

xh x x
x

   ，所以  1 eh  .

（3）因为   e
ln

x

h x
x

 ，定义域为    0,1 1,U ，

所以函数  y h x 在点 1x  处的导数值不存在.

（4）因为        2 12 1 3 1 e ln 3 1xh x f x g x x       ，

所以   2 1 32e
3 1

xh x
x

  


，所以   3 31 2e
2

h   .

例题 3．（2023 上海·高二课时练习）求下列函数  y f x 的导数：

(1)   2 sinf x x x ；   (2)  
2

2
xf x

x



；   (3)    22f x x  ．

【答案】(1)   22 sin cosf x x x x x  

(2)  
 

2

2
4
2

x xf x
x

 


(3) ( ) 2 4f x x¢ = -

【详解】（1）        2 2 2 2sin sin sin 2 sin cosf x x x x x x x x x x x        ；

（2）        
 

 
   

2 2 22 2

2 2 2

2 2 2 2 4
2 2 2 2

x x x x x x xx x xf x
x x x x

                 
；

（3）          2 2 24 4 4 4 2 42 x xx x xx xf            


   .

巩固训练

1．（2023 下·上海黄浦·高二格致中学校考阶段练习）已知函数  y f x 导函数为  y f x ，且

    22 3 2 3lnf x f x x x  ，则  1f （    ）

A．21 B．20 C．16 D．11

【答案】B

【详解】由     22 3 2 3lnf x f x x x  ，得     32 3 4f x f x
x

  ，

则    3 2 3 11f f   ，所以  3 11f   ，则    1 2 3 2 22 2 20f f     ，

故选：B



2．（2023 下·上海黄浦·高三格致中学校考开学考试）已知函数     222 3 ln
9

f x f x x x    ，则

 1f        ．

【答案】
16
9

【详解】因为     222 3 ln
9

f x f x x x    ，所以     4 12 3
9

f x f x
x

    ，

则     4 13 2 3
3 3

f f    ，解得：  3 1f   ，

所以   222 ln
9

f x x x x   ，则   2 161 2 ln1
9 9

f     .

故答案为：
16
9 .

3．（2023 上·高二课时练习）求下列函数  y f x 的导数：

(1)   e 22 ef x x  ；    (2)   e cosxf x x ；   (3)   1
2

xf x
x





； (4)   ln

sin
xf x
x

 ．

【答案】(1)   e 12ef x x  (2)    e cos sinxf x x x  (3)  
 2

1
2

f x
x

 


(4)   2
1 ln ·cos

sin sin
x xf x

x x x
 

【详解】（1） e 2 e-1 e-1( ) (2 ) (e ) 2e 0 2ef x x x x       ；

（2） ( ) (e ) cos e (cos ) e cos e sin e (cos sin )x x x x xf x x x x x x x        ；

（3） 2 2 2

( 1) ( 2) ( 1)( 2) 2 1 1( )
( 2) ( 2) ( 2)

x x x x x xf x
x x x

            
   ；

（4）
2 2 2

sin ln cos(ln ) sin ln (sin ) 1 ln cos( )
sinsin sin sin

x x xx x x x x xxf x
x xx x x

        .

题型四：求切线方程

例题 1．（2023 上·上海普陀·高三上海市晋元高级中学校考期中）曲线 exy  在点  1,e 处的切线斜率

为             .

【答案】 e

【详解】因为 exy  ，则 exy  ，

可知曲线 exy  在点  1,e 处的切线斜率 1| e xk y .

故答案为： e .

例题 2．（2023 下·上海嘉定·高二上海市嘉定区第一中学校考期中）已知曲线   32 3f x x x  ，过点 (0,0)作

曲线的切线，则切线方程        ．

【答案】 3y x 



【详解】设切点坐标为  3
0 0 0, 2 3x x x ，



由   32 3f x x x  ，得  0
2
06 3f xx   ，

所以曲线  f x 在点  3
0 0 0, 2 3x x x 处的切线方程为     3 2

0 0 0 02 3 6 3y x x x x x     .

因为切线过点 (0,0)，所以   3 2
0 0 0 02 3 6 3x x x x     ，解得 0 0x  .

所以切线方程为 3y x  .

故答案为: 3y x  .

例题 3．（2023 上·上海宝山·高三校考期中）已知 ( ) lnf x x x .

(1)求 ( )f x 的导函数以及驻点.

(2)求平行于 5y x  的切线方程；

【答案】(1)   1 lnf x x   ，驻点为
1
e

.

(2) 1y x 

【详解】（1）   lnf x x xQ ，   1 lnf x x   ，

令   0f x  即1 ln 0x  ，解得
1
e

x  ，

所以函数  f x 的驻点为
1
e

.

（2）由 5y x  ，切线的斜率 1k  ，设切点坐标为  0 0,x y ，

则  0 1f x  ，解得 0 1x  ，

则 0 0 0ln 0y x x  ，切点坐标为  1,0 ，

所以切线方程为 1y x  .

例题 4．（2023·上海虹口·华东师范大学第一附属中学校考三模）已知函数 ( ) ( 1)x xf x ae be a x    （ a ､

Rb ）．

(1)当 a=2，b=0 时，求函数图象过点 (0, (0))f 的切线方程；

【答案】(1) 2 0x y  

【详解】（1）当 2, 0a b  时，    2 3 , 2 3x xf x e x f x e    ，

   0 1, 0 2f f  

所以切线方程为  2 0y x    ，即为 2 0x y   ．

巩固训练

1．（2023 下·上海浦东新·高三上海市实验学校校考开学考试）已知曲线   32 3f x x x  ，过点 (0,32)M 作

曲线的切线，则切线的方程为            .

【答案】 21 32 0x y  

【详解】设切点坐标为
3

0 0 0( , 2 3 )N x x x ，   26 3f x x  ,则切线的斜率
2

0 0( ) 6 3k f x x   ，



故切线方程为
2
0(6 3) 32y x x   ，又因为点

3
0 0 0( , 2 3 )N x x x 在切线上， 

所以
3
0 02 3x x  2

0 0(6 3) 32x x  ，整理得到
3
0 8x   ，

解得 0 2x   ，所以切线方程为 21 32y x  ．

故答案为: 21 32 0x y   .

2．（2023 上·上海·高二校考阶段练习）（1）已知函数    3 2 2 1
3

f x x x f x    ，求  1f   ；

（2）已知曲线   3 22f x x x x   ，求曲线  y f x 在 2x  处的切线方程.

【答案】（1）  1 3f    ；（2）5 8 0x y   .

【详解】解：（1）因为    3 2 2 1
3

f x x x f x    ，

等式两边求导可得    2 23 2 1
3

f x x x f     ，

所以，    21 3 2 1
3

f f      ，即  5 1 5
3

f    ，解得  1 3f    ；

（2）因为   3 22f x x x x   ，则   23 4 1f x x x    ，

所以，   3 22 2 2 2 2 2f      ，   22 3 2 4 2 1 5f        ，

所以，曲线  y f x 在 2x  处的切线方程为  2 5 2y x   ，即5 8 0x y   .

3．（2023 上·高二课时练习）已知   23f x x ，分别求曲线  y f x 在点  1,3P  和点  1,3Q 处的切线方

程．

【答案】  f x 在点  1,3P  处的切线方程为：6 3 0x y   ；  f x 在点  1,3Q 处的切线方程为：

6 3 0x y   .

【详解】由题，   6f x x  ，

( )f x\ 在点  1,3P  处的切线斜率为  1 6k f     ，

可得  f x 在点  1,3P  处的切线方程为：  3 6 1y x    ，即为6 3 0x y   ；

同样，  f x 在点  1,3Q 处的切线斜率为  1 6k f   ，

可得  f x 在点  1,3Q 处的切线方程为：  3 6 1y x   ，即为6 3 0x y   .

4．（2023 下·上海浦东新·高二上海市川沙中学校考开学考试）（1）曲线
21

2
y

x
 


在点  1, 1  处的切线

方程．

（2）曲线   3 2f x x x   的一条切线平行于直线 4 1y x  ，求切点 0P 的坐标．

【答案】（1） 2 1y x  ；（2）  1,0 或  1, 4 

【详解】（1）因为
21

2
y

x
 


，所以 2

2
( 2)

y
x

 


，所以 2

2 2
( 1 2)

k  
 

，所以曲线
21

2
y

x
 


在点  1, 1 



处的切线方程为 ( 1) 2[ ( 1)]y x     ，即 2 1y x  ；

（2）设 0P 的坐标为  ,m n ，则 3 2n m m   ，

  3 2f x x x   的导数为   2' 3 1f x x  ，在点 0P 处的切线斜率为 23 1m  ，

由切线平行于直线 4 1y x  ，可得 23 1 4m   ，解得 1m   ，

所以切点 0P 的坐标为  1,0 或  1, 4  .

题型五：根据切线的斜率求参数

例题 1．（2023 上·上海青浦·高三校考期中）已知 Ra  ，曲线  y f x 经过点  1,2 且在该点处的切线方程

为 5 0ax y   ，则  
0

1 2
lim
h

f h
h

 
        .

【答案】 3

【详解】由点  1,2 在直线 5 0ax y   上，得 3a  ，又曲线  y f x 在点  1,2 处的切线方程为 5 0ax y   ，

则  1 3f a    ，而 (1) 2f  ，所以
       

0 0

1 2 1 1
lim lim 1 3
h h

f h f h f
f

h h 

   
    .

故答案为： 3

例题 2．（2023 下·上海杨浦·高三复旦附中校考阶段练习）已知 ,a b为实数，函数 ln ay x
x

  在 1x  处的切

线方程为 4 0y x b   ，则ab的值为           ．

【答案】
3
2

/1.5

【详解】因为 ln ay x
x

  ，所以 2

1 ay
x x

   ，

则 1 1xy a   ，由 1x  处的切线方程为 4 0y x b   ，

得切线的斜率为
1
4

k  ，所以
11
4

a  ，得
3
4

a  ，

所以
3ln

4
y x

x
  ，当 1x  时，

3
4

y  ，所以切点为
31,
4

 
 
 

，

将
31,
4

 
 
 

代入切线方程得：
34 1 0
4

b    ，

解得 2b  ，所以
3 32
4 2

ab    .

故答案为：
3
2

例题 3．（2023 上·上海嘉定·高三校考期中）已知函数  ( ) exf x a a x   ．

(1)当 1a  时，求函数 ( )y f x 的图像在点 (0, (0))f 处的切线方程；

(2)讨论函数 ( )y f x 的单调性；



【答案】(1) 2y  .

(2)见解析.

【详解】（1）当 1a  时, ( ) e 1xf x x   ，所以 ( ) e 1xf x   .

得 (0) 2f  ，点 (0, (0))f 处的切线斜率为 (0) 0f   ，

所以函数 ( )y f x 的图像在点 (0, (0))f 处的切线方程为： 2y  .

（2）由  ( ) exf x a a x   得 ( ) e 1xf x a   ，

当 0a  时， ( ) 0f x  恒成立，则 ( )f x 在 R 上单调递减；

当 0a  时，令 ( ) 0f x  得
1lnx
a

 ，

当
1, lnx
a

   
 

时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减，

当
1ln ,x
a

   
 

时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增.

综上所述，

当 0a  时， ( )f x 在 R 上单调递减；

当 0a  时， ( )f x 在
1, ln
a

  
 

上单调递减，在
1ln ,
a

  
 

上单调递增.

巩固训练

1．（2023 下·上海松江·高二上海市松江二中校考期中）已知函数  y f x 的图象在点   1, 1M f 处的切线

方程是 2 1y x  ，则    1 1f f         .

【答案】5

【详解】由导数的几何意义可得  1 2f   ，将点M 的坐标代入切线方程可得  1 2 1 1 3f     ，

因此，    1 1 5f f   .

故答案为：5 .

2．（2023·上海·高二专题练习）函数   3 lnf x x a x  在点   1, 1f 处的切线与直线 2 1 0x y   平行，则实

数 a       ．

【答案】5

【详解】∵   3 lnf x x a x  ，则   23 af x x
x

   ，

∴  1 3f a   ，

若切线与直线 2 1 0x y   平行，则  1 3 2f a     ，解得 5a  .

故答案为：5.

题型六：函数的单调性与图象



例题 1．（2023 上·上海松江·高三统考期末）函数  y f x 的图象如图所示，  y f x 为函数  y f x 的

导函数，则不等式
  0

f x
x


 的解集为（   ）

A． ( 3, 1)  B．( 0, 1)

C． ( 3, 1) (0,1)   D． ( , 3) (1, )  U

【答案】C

【详解】由图象可知，在区间    , 3 , 1,1   上   0f x  ，

在区间    3, 1 , 1,   上 ( ) 0f x¢ > ，

所以不等式
  0

f x
x


 的解集为 ( 3, 1) (0,1)   .

故选：C

例题 2．（2023 下·高二单元测试）已知函数 ( )f x 的导函数 ( )f x 图像如图所示，则 ( )f x 的图像是图四个图

像中的（    ）．

A． B．

C． D．

【答案】A

【详解】由题意可知，当 2 0x   时， ( ) 0f x¢ > ，则  f x 在  2,0 上单调递增，

当0 2x  时，   0f x  ，则  f x 在  0, 2 上单调递减，

当 2< < 1x  时，  f x 单调递增，则  f x 在  2, 1  上增的越来越快，



当 1 0x   时，  f x 单调递减，则  f x 在  1,0 上增的越来越慢，

当0 1x  时，  f x 单调递减，则  f x 在  0,1 上减的越来越快，

当1 0x  时，  f x 单调递增，则  f x 在  1,2 上减的越来越慢，

只有 A 选项符合.

故选：A.

例题 3．（2022 下·上海浦东新·高二校考期末）已知函数 ( )y xf x 的图象如图所示（其中 ( )f x 是函数 ( )f x

的导函数），则下面四个图象中，  y f x 的图象大致是（    ）

A． B．

C． D．

【答案】C

【详解】由题给函数 ( )y xf x 的图象，可得

当 1x   时， ( ) 0xf x  ，则 ( ) 0f x  ，则 ( )f x 单调递增；

当 1 0x   时， ( ) 0xf x  ，则 ( ) 0f x  ，则 ( )f x 单调递减；

当0 1x  时， ( ) 0xf x  ，则 ( ) 0f x  ，则 ( )f x 单调递减；

当 1x  时， ( ) 0xf x  ，则 ( ) 0f x  ，则 ( )f x 单调递增；

则 ( )f x 单调递增区间为  , 1  ，  1, ；单调递减区间为  1,1

故仅选项 C 符合要求.

故选：C

巩固训练

1．（2023 下·上海浦东新·高二上海市建平中学校考阶段练习）定义在R 上的函数  f x 的导函数为  f x ，

如图是  f x 的图像，下列说法中不正确的是（    ）



A． 1,3 为函数  f x 的单调增区间

B． 3,5 为函数  f x 的单调减区间

C．函数  f x 在 0x  处取得极大值

D．函数  f x 在 5x  处取得极小值

【答案】C

【详解】对选项 A：  1 3,x   时，   0f x  ，  f x 单调递增，正确；

对选项 B：  3,5x  时，   0f x  ，  f x 单调递减，正确；

对选项 C：  1 3,x   时，  f x 单调递增，错误；

对选项 D：  3,5x  时，  f x 单调递减，当  5,x   时，  f x 单调递增，函数  f x 在 5x  处取得极小

值，正确；

故选：C．

2．（2023 下·上海松江·高二上海市松江一中校考期末）设函数  f x 的图像如图所示，则导函数  f x 的图

像可能为（    ）

A． B．

C． D．



【答案】C

【详解】解：由  f x 的图像知:当  ,1x   时，  f x 单调递减，   0f x  ，

当  1,4x  时，  f x 单调递增， ( ) 0f x¢ > ，

当  4,x   时，  f x 单调递减，   0f x  ，

由选项各图知：选项 C 符合题意，

故选：C.

3．（2023 下·上海·高二专题练习）已知函数 '( )y xf x  的图象如图所示，其中 '( )f x 是函数 ( )f x 的导函数，

则函数 ( )y f x 的大致图象可以是

  

A．   B．     

C．   D．   

【答案】A

【详解】分析：讨论 x＜﹣1，﹣1＜x＜0，0＜x＜1，x＞1 时，  f x 的正负，从而得函数  f x 的单调性，

即可得解．

详解：由函数  y xf x   的图象得到：

当 x＜﹣1 时，f′（x）＜0，f（x）是减函数；

当﹣1＜x＜0 时，f′（x）＞0，f（x）是增函数；

当 0＜x＜1 时，f′（x）＞0，f（x）是增函数；

当 x＞1 时，f′（x）＜0，f（x）是减函数．

由此得到函数 y=f（x）的大致图象可以是 A．

故选 A．

题型七：根据函数的单调性求参数（小题）

例题 1．（2023 上·上海静安·高三上海市市西中学校考期中）函数   3f x x ax  在区间 2,3 上是单调函数，



则实数 a 的取值范围是      .

【答案】 ( , 27] [0, )   

【详解】因为函数   3f x x ax  在区间 2,3 上是单调函数，

则   23f x x a   在 2,3 上有 ( ) 0f x  或 ( ) 0f x  恒成立，

当 ( ) 0f x  时，即 23a x  ，则 0a  ，

当 ( ) 0f x  时，即 23a x  ，则 27a   ，

综上：实数 a 的取值范围是 ( , 27] [0, )    .

故答案为： ( , 27] [0, )   

例题 2．（2019 下·上海徐汇·高二上海市第二中学校考期末）已知函数 2 4y x ax  在 1,3 上单调递增，则

实数 a的取值范围      ．

【答案】
1,
2

   

【详解】解：因为 2 4y x ax  ，所以 ' 2 4y x a  ，

因为函数 2 4y x ax  在 1,3 上单调递增，所以 ' 2 4 0y x a   在  1,3x  恒成立，

即
2
xa  在  1,3x  恒成立，

又 当 1x  时，
2
x
取最小值

1
2 ，

即
1
2

a  ，

故答案为
1,
2

   
.

例题 3．（2023 上·上海·高三校考期中）若函数   sin cosf x x a x  在
2π 7π,
3 6

 
 
 

上是严格单调函数，则实数

a 的取值范围为             ．

【答案】
3 , 3

3
 
 

 

【详解】   cos sinf x x a x   ，

函数   sin cosf x x a x  在
2π 7π,
3 6

 
 
 

上是严格单调函数，

所以   0f x  ，或   0f x  ，

当 πx  时，    π 1, 0f f x    不符合题意；

由   0f x  时，得 sin cosa x x ，



当
2π , π
3

x   
 

时， sin 0x  ，所以
1

tan
a

x
 在

2π , π
3

x   
 

上恒成立，

即求
max

1
tan

a
x

   
 

，因为
2π , π
3

x   
 

，所以  tan 3,0x   ，
1 3,

tan 3x
 

    
 

，

所以
3

3
a   ；

当
6

7ππ,x   
 

时， sin 0x  ，所以
1

tan
a

x
 在

6
7ππ,x   

 
上恒成立，

即求
min

1
tan

a
x

   
 

，因为
6

7ππ,x   
 

，所以
3tan 0,

3
x

 
  

 
，  1 3,

tan x
  ，

即 3a  ；

综上所述，
3 3

3
a   .

故答案为：
3 , 3

3
 
 

 
.

例题 4．（2023 下·上海松江·高二上海市松江一中校考期末）函数    3 21 5 1y x k x k x      在  0,3 上不

单调，则实数 k 的取值范围是      .

【答案】  5, 2 

【详解】因为    3 21 5 1y x k x k x      ，所以      23 2 1 5f x x k x k     ，

又因为函数  f x 在区间  0,3 上不单调，所以   0f x  在  0,3 内有实数根，且无重根，

即    23 2 1 5 0x k x k     有两个不相等的实数根，且至少有一个实数根在区间  0,3 内，

①若  0 5 0f k    ，则 5k   ，    23 12 3 4f x x x x x    ，

方程   0f x  的两个实根 0 和 4 均不在区间  0,3 内，所以 5k   ；

②若  3 7 26 0f k    ，则
26
7

k   ，     13 3
7

f x x x   


 

，

方程   0f x  在区间  0,3 内有实根
1
7
，所以 k 可以为

26
7

 ；

③若方程   0f x  有一个实根在区间  0,3 内，另一个实根在区间 0,3 外，

则    0 3 0f f   ，即   5 7 26 0k k  < ，
265
7

k    ；

④若方程   0f x  在区间  0,3 内有两个不相等的实根，



则：

 
 

   2

3 7 26 0
0 5 0

10 3
3

Δ 4 1 12 5 0

f k
f k

k

k k

   
       


  







＝ ＞

，∴

  

26
7

5
8 1

2 7 0

k

k
k

k k

  
  
  


  

，

∴
26 2
7

k    ；

综合①②③④得 k 的取值范围是  5, 2  ．

故答案为：  5, 2 

巩固训练

1．（2023 下·上海浦东新·高二上海市建平中学校考阶段练习）若函数 3y x ax   在 1, 上严格减，则 a

的取值范围是        ．

【答案】  ,3

【详解】由题意知   23f x x a    ，则   0f x  在 1, 恒成立，即 23a x ，故 3a  .

故答案为：  ,3

2．（2023 上·上海浦东新·高三校考期中）已知函数 ( ) e lnxf x a x  在区间 (1, 2)上单调递增，则 a的最小值

为          ．

【答案】 1e /
1
e

【详解】因为  ( ) e ln 0xf x a x x   ，

所以
1( ) exf x a
x

   ，

所以函数 ( ) e lnxf x a x  在区间 (1, 2)上单调递增，

即   0f x  在 (1, 2)上恒成立，

显然 0a  ，所以问题转化为
1exx
a

 在 (1, 2)上恒成立，

设   (e , 1, 2)x xg x x  ，

所以     0e1e ex x xg x xx     ，

所以  g x 在 (1, 2)上单调递增，

所以    1 eg x g  ，

故
1 1e

e
a

a
   ，

所以 a的最小值为：
1
e

.



故答案为：
1
e

.

3．（2023 下·上海杨浦·高二复旦附中校考期中）已知函数 ( ) 7 cos(3 7)y f x x n x    在定义域R 上不单调，

则正整数 n的最小值是         .

【答案】3

【详解】函数 ( ) 7 cos(3 7)y f x x n x    ，则 ( ) 7 3 sin(3 7)f x n x    ，

因为 n 为正整数，当 sin(3 7) 0x   时， ( ) 7f x  ，  f x 在R 上存在递增区间；

若  f x 在R 上存在递减区间，即 ( ) 0f x  有解，则 min( ) 7 3 0f x n    ，

所以
7
3

n  ，所以正整数 n的最小值是3．

故答案为：3．

4．（2022 上·上海静安·高一校考期中）若函数 22 8y x kx   在区间  2,5 上不是单调函数，则实数 k 的取

值范围        .

【答案】  8,20

【详解】解：因为 22 8y x kx   ，所以函数的对称轴为
4
kx  ，

因为函数在区间  2,5 上不是单调函数，

所以 2 5
4
k

  ，解得8 20k  ，即实数 k 的取值范围为  8,20 .

故答案为：  8,20

题型八：讨论含参数函数的单调性问题

例题 1．（2023 下·上海浦东新·高二校考期中）已知   lnf x x ax  ．

(1)若 0a  ，求  f x 在   e, ef 处的切线方程；

(2)讨论  f x 的单调性；

【答案】(1) e 0x y 

(2)答案见详解

【详解】（1）当 0a  时，    ln , e lne 1f x x f   ，则   1f x
x

  ，

所以  f x 在点  e,1 处的切线斜率   1e
e

k f   ，

所以所求切线方程为  11 e
e

y x   ，即 e 0x y  .

（2）由   ln , 0f x x ax x   ，所以   1 1 axf x a
x x

 
   ，

当 0a  时， ( ) 0f x¢ > ，所以函数  f x 在  0,   上单调递增；
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