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新定义综合(数列新定义、函数新定义、集合新定义) (精选30题)

1 (2024·辽宁·二模)已知数列 an 的各项是奇数，且 an是正整数n的最大奇因数，Sn= a1+a2+a3

+a4+⋯+a2n.

(1)求 a6,a20的值；

(2)求S1,S2,S3的值；

(3)求数列 Sn 的通项公式.
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2 (2024·黑龙江双鸭山·模拟预测)已知数列A:a1,a2,⋯,aN(N≥ 3)的各项均为正整数，设集合T=

x ∣ x= a j-ai ，1≤ i< j≤N}，记T的元素个数为P(T).

(1)若数列A:1，3，5，7，求集合T，并写出P(T)的值;

(2)若A是递减数列，求证:“P(T) =N- 1”的充要条件是“A为等差数列”;

(3)已知数列A:2,22,⋯,2N，求证:P(T) = N (N- 1)
2

.
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3 (2024·广西·二模)已知函数 f x = lnx，若存在 g x ≤ f x 恒成立，则称 g x 是 f x 的一个“下

界函数”．

(1)如果函数 g x = t
x
- lnx为 f x 的一个“下界函数”，求实数 t的取值范围；

(2)设函数F x = f x - 1
ex
+ 2
ex

，试问函数F x 是否存在零点？若存在，求出零点个数；若不存在，请说

明理由．
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4 (2024·湖南长沙·模拟预测)设n次多项式Pn(t) = antn+an-1tn-1+⋯+a2t2+a1t+ a0 an≠ 0 ，若其满

足Pn(cosx) = cosnx，则称这些多项式Pn t 为切比雪夫多项式.例如：由 cosθ= cosθ可得切比雪夫多项式

P1(x) = x，由 cos2θ= 2cos2θ- 1可得切比雪夫多项式P2(x) = 2x2-1.

(1)若切比雪夫多项式P3(x) = ax3+bx2+cx+ d，求实数 a，b，c，d的值；

(2)对于正整数n≥ 3时，是否有Pn x = 2x ⋅Pn-1 x -Pn-2 x 成立？

(3)已知函数 f(x) = 8x3-6x- 1在区间 -1,1 上有 3个不同的零点，分别记为 x1,x2,x3，证明：x1+x2+x3= 0.
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5 (2024·浙江·模拟预测)已知实数 q≠ 0，定义数列 an 如下：如果n= x0+2x1+22x2+⋯+2kxk,xi∈

0,1 ，i= 0,1,2,⋯,k，则 an= x0+x1q+ x2q2+⋯+xkqk．

(1)求 a7和 a8(用 q表示)；

(2)令 bn= a2n-1，证明：
n

i=1
bi = a2n-1；

(3)若 1< q< 2，证明：对于任意正整数n，存在正整数m，使得 an< am≤ an+1．
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6 (2024·辽宁·三模)若实数列 an 满足∀n∈N *，有 an+an+2≥ 2an+1，称数列 an 为“T数列”.

(1)判断 an=n2,bn= lnn是否为“T数列”，并说明理由；

(2)若数列 an 为“T数列”，证明：对于任意正整数 k,m,n，且 k<m<n，都有
an-am
n-m ≥

am-ak
m- k

(3)已知数列 an 为“T数列”，且
2024

i=1
ai = 0.令M=max a1 , a2024  ，其中max a,b 表示 a,b中的较大者.

证明：∀ k∈ 1,2,3,⋯,2024 ，都有- 2025
2023

M≤ ak≤M.
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7 (2024·广东梅州·二模)已知 an 是由正整数组成的无穷数列，该数列前n项的最大值记为Mn，即

Mn=max a1,a2,⋅⋅⋅,an ；前n项的最小值记为mn，即mn=min a1,a2,⋅⋅⋅,an ，令 pn=Mn-mn(n= 1,2,3,⋅⋅⋅)，并

将数列 pn 称为 an 的“生成数列”．

(1)若 an= 3n，求其生成数列 pn 的前n项和；

(2)设数列 pn 的“生成数列”为 qn ，求证：pn= qn；

(3)若 pn 是等差数列，证明：存在正整数 n0，当n≥n0时，an，an+1，an+2，⋅⋅⋅是等差数列．
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8 (2024·浙江绍兴·二模)已知 k∈N*，集合Xk= x  x= 2i0+2i1+ ⋅⋅⋅+2ik,0≤ i0< i1<⋯< ik,其中

i0,i1,⋅⋅⋅,ik∈N .

(1)求X2中最小的元素；

(2)设 a= 21+23∈X1，b∈X1，且 a+ b∈X1，求 b的值；

(3)记Yk=Xk∩ 2k+n-1,2k+n ，n∈N*，若集合Yk中的元素个数为 bn，求
k+1

m=1

bm
2m-1

 .
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9 (2024·山东潍坊·二模)数列 an 中，从第二项起，每一项与其前一项的差组成的数列 an+1-an 称

为 an 的一阶差数列，记为 a 1 
n ，依此类推，a 1 

n 的一阶差数列称为 an 的二阶差数列，记为 a 2 
n ，⋯．

如果一个数列 an 的 p阶差数列 a p 
n 是等比数列，则称数列 an 为 p阶等比数列 p∈N* ．

(1)已知数列 an 满足 a1= 1，an+1= 2an+1．

(ⅰ)求 a 1 
1 ，a 1 

2 ，a 1 
3 ；

(ⅱ)证明：an 是一阶等比数列；

(2)已知数列 bn 为二阶等比数列，其前 5项分别为 1, 20
9
, 37
9
, 78
9
, 215
9

，求 bn及满足 bn为整数的所有n值．
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10 (2024·贵州黔西·一模)布劳威尔不动点定理是拓扑学里一个非常重要的不动点定理，它可运用

到有限维空间并构成了一般不动点定理的基石，得名于荷兰数学家鲁伊兹·布劳威尔 (L.E.J.Brouwer).简

单地讲就是:对于满足一定条件的连续函数 f(x)，存在实数 x0，使得 f x0 = x0，我们就称该函数为“不动点”

函数，实数 x0为该函数的不动点.

(1)求函数 f(x) = 2x+x- 3的不动点;

(2)若函数 g(x) = lnx- b有两个不动点 x1,x2，且 x1< x2，若 x2-x1≤ 2，求实数 b的取值范围.
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11 (2024·河北沧州·一模)对于函数 y= f(x)，x∈ I，若存在 x0∈ I，使得 f x0 = x0，则称 x0为函数

f(x)的一阶不动点；若存在 x0∈ I，使得 f f x0  = x0，则称 x0为函数 f(x)的二阶不动点；依此类推，可以定义

函数 f(x)的n阶不动点．其中一阶不动点简称为“不动点”，二阶不动点简称为“稳定点”，函数 f(x)的“不

动点”和“稳定点”构成的集合分别记为A和B，即A= x f(x) = x ，B= x f( f(x)) = x ．

(1)若 f x = e
x
e(x> 0)，证明：集合A= x f(x) = x 中有且仅有一个元素；

(2)若 f x = a+ 1 x- 1
x
+ 2lnx

e2
(a>-1)，讨论集合B的子集的个数．
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12 (2024·山东聊城·二模)对于函数 f(x)，若存在实数 x0，使 f(x0)f(x0+λ) = 1，其中 λ≠ 0，则称 f(x)

为“可移 λ倒数函数”，x0为“f(x)的可移 λ倒数点”．已知 g(x) = ex,h(x) = x+ a(a> 0)．

(1)设 φ(x) = g(x)h2(x)，若 2为“h(x)的可移-2倒数点”，求函数 φ(x)的单调区间；

(2)设ω(x) =
g(x), x> 0
1
h(x), x< 0
 ，若函数ω(x)恰有 3个“可移 1倒数点”，求 a的取值范围．



13

13 (2024·湖南·二模)罗尔定理是高等代数中微积分的三大定理之一，它与导数和函数的零点有关，

是由法国数学家米歇尔·罗尔于 1691年提出的．它的表达如下：如果函数 f(x)满足在闭区间 [a,b]连续，在

开区间 (a,b)内可导，且 f(a) = f(b)，那么在区间 (a,b)内至少存在一点m，使得 f(m) = 0．

(1)运用罗尔定理证明：若函数 f(x)在区间 a,b 连续，在区间 (a,b)上可导，则存在 x0∈ (a,b)，使得 f(x0) =

f(b) - f(a)
b- a ．

(2)已知函数 f(x) = xlnx,g(x) = 1
2
x2-bx+ 1，若对于区间 (1,2)内任意两个不相等的实数 x1,x2，都有 | f(x1)

- f(x2)|> |g(x1) - g(x2)|成立，求实数 b的取值范围．

(3)证明：当 p> 1,n≥ 2时，有
1
np
< 1
p- 1

1
(n- 1)p-1

- 1
np-1







．
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14 (2024·安徽合肥·二模)在数学中，广义距离是泛函分析中最基本的概念之一．对平面直角坐标

系中两个点P1 x1,y1 和P2 x2,y2 ，记 P1P2 t=max
x1-x2 

1+ x1-x2 
,
y1-y2 

1+ y1-y2 
 ，称 P1P2 t为点P1与点P2之间

的“t-距离”，其中max p,q 表示 p,q中较大者．

(1)计算点P 1,2 和点Q 2,4 之间的“t-距离”；

(2)设P0 x0,y0 是平面中一定点，r> 0．我们把平面上到点P0的“t-距离”为 r的所有点构成的集合叫做

以点P0为圆心，以 r为半径的“t-圆”．求以原点O为圆心，以
1
2
为半径的“t-圆”的面积；

(3)证明：对任意点P1 x1,y1 ,P2 x2,y2 ,P3 x3,y3 , P1P3 t≤ P1P2 t+ P2P3 t．
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15 (2024·广东深圳·二模)无穷数列 a1，a2，⋯，an，⋯的定义如下：如果n是偶数，就对n尽可能多

次地除以 2，直到得出一个奇数，这个奇数就是 an﹔如果n是奇数，就对 3n+ 1尽可能多次地除以 2，直到得

出一个奇数，这个奇数就是 an．

(1)写出这个数列的前 7项；

(2)如果 an=m且 am=n，求m，n的值；

(3)记 an= f n ，n∈N*，求一个正整数n，满足n< f n < f f n  <⋯< f f ⋯ f n ⋯  
2024个 f

    ．
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16 (2024·湖南邵阳·模拟预测)对于定义在D上的函数 f(x)，若存在距离为 d的两条平行直线 l1:y=

kx+ b1和 l2:y= kx+ b2，使得对任意的 x∈D都有 kx+ b1≤ f(x)≤ kx+ b2，则称函数 f(x) (x∈D)有一个宽

度为 d的通道，l1与 l2分别叫做函数 f(x)的通道下界与通道上界．

(1)若 f(x) = e
x-1
ex+1

，请写出满足题意的一组 f(x)通道宽度不超过 3的通道下界与通道上界的直线方程；

(2)若 g(x) = x+ sinx+ cosx，证明：g(x)存在宽度为 2的通道；

(3)探究 h(x) = 2lnx+ 3
x

,x∈ [1,+∞)是否存在宽度为
2
2

的通道？并说明理由．
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17 (2024·福建福州·模拟预测)记集合L f x ,x∈D=

l x = kx+ b x∈R ∀ x∈D,f x ≤ l x  ,且∃ x0∈D,f x0 = l x0  ，集合Tf x ,x∈D=

l x = kx+ b x∈R ∀ x∈D,f x ≥ l x  ,且∃ x0∈D,f x0 = l x0  ，若 l x ∈L f x ,x∈D，则称直线 y=

l x 为函数 f x 在D上的“最佳上界线”；若 l x ∈Tf x ,x∈D，则称直线 y= l x 为函数 f x 在D上的“最佳

下界线”．

(1)已知函数 f x =-x2+x，l0 x = kx+ 1．若 l0 x ∈L f x ,x∈R，求 k的值；

(2)已知 g x = ex+1．

(ⅰ)证明：直线 y= l x 是曲线 y= g x 的一条切线的充要条件是直线 y= l x 是函数 g x 在R上的“最佳

下界线”；

(ⅱ)若 h x = ln x- 1 ，直接写出集合Lh x ,x∈ 1,+∞ ∩Tg x ,x∈R中元素的个数 (无需证明)．
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18 (2024·辽宁·二模)如果数列 xn , yn ，其中 yn∈Z，对任意正整数n都有 xn-yn < 1
2
，则称数列

yn 为数列 xn 的“接近数列”．已知数列 bn 为数列 an 的“接近数列”．

(1)若 an= 2n+ 23 n∈N
* ，求 b1,b2,b3的值；

(2)若数列 an 是等差数列，且公差为 d d∈Z ，求证：数列 bn 是等差数列；

(3)若数列 an 满足 a1= 231100，且 an+1=- 910 an+
57
20

，记数列 an ､ bn 的前n项和分别为Sn,Tn，试判断是

否存在正整数n，使得Sn<Tn？若存在，请求出正整数n的最小值；若不存在，请说明理由． (参考数据：

log 9
10

14
81
≈ 16.7)
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19 (2024·辽宁大连·一模)对于数列A:a1,a2,a3 a1∈N,i= 1,2,3 ，定义“T变换”：T将数列A变换成

数列B:b1,b2,b3，其中 bi= ai+1-ai (i= 1，2)，且 b3= a3-a1 ．这种“T变换”记作B=T A ，继续对数列B进

行“T变换”，得到数列C:c1,c2,c3，依此类推，当得到的数列各项均为 0时变换结束．

(1)写出数列A：3，6，5经过 5次“T变换”后得到的数列：

(2)若 a1,a2,a3不全相等，判断数列A:a1,a2,a3不断的“T变换”是否会结束，并说明理由；

(3)设数列A：2020，2，2024经过 k次“T变换”得到的数列各项之和最小，求 k的最小值．
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20 (2024·湖南·一模)已知 d为非零常数，an> 0，若对∀n∈N*,a2n+1-a2n= d，则称数列 an 为D数

列．

(1)证明：D数列是递增数列，但不是等比数列；

(2)设 bn= an+1-an，若 an 为D数列，证明：bn< d
4n- 3 ；

(3)若 an 为D数列，证明：∃n∈N*，使得
n

i=1

1
ai

 > 2024．
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21 (2023·山西·模拟预测)对于数列 an ，若存在M> 0，使得对任意n∈N*，总有
n

k=1
ak+1-ak  <M，

则称 an 为“有界变差数列”．

(1)若各项均为正数的等比数列 an 为有界变差数列，求其公比 q的取值范围；

(2)若数列 bn 满足 bn+1+ 1bn
= 2，且 b1= 2，证明：bn 是有界变差数列；

(3)若 xn ，yn 均为有界变差数列，且 yn≥ y1> 0，证明：
xn
yn
 是有界变差数列．
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22 (2024·江西九江·二模)定义两个n维向量 ai
 = xi,1,xi,2,⋅⋅⋅,xi,n ，a j

 = x j,1,x j,2,⋅⋅⋅,x j,n 的数量积

ai
 ⋅ a j
 = xi,1x j,1+xi,2x j,2+ ⋅⋅⋅+xi,nx j,n i,j∈N+ ，ai

 ⋅ ai
 = ai

2，记 xi,k为 ai

的第 k个分量 (k≤n且 k∈N+).如三维

向量 a1
 = 2,1,5 ，其中 a1


的第 2分量 a1,2= 1.若由n维向量组成的集合A满足以下三个条件：①集合中含有

n个n维向量作为元素；②集合中每个元素的所有分量取 0或 1；③集合中任意两个元素 ai

，a j

，满足 ai

2= a j
2

=T(T为常数)且 ai
 ⋅ a j
 = 1.则称A为T的完美n维向量集.

(1)求 2的完美 3维向量集；

(2)判断是否存在完美 4维向量集，并说明理由；

(3)若存在A为T的完美n维向量集，求证：A的所有元素的第 k分量和Sk=T.
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23 (2024·浙江台州·二模)设A，B是两个非空集合，如果对于集合A中的任意一个元素 x，按照某种

确定的对应关系 f，在集合B中都有唯一确定的元素 y和它对应，并且不同的 x对应不同的 y；同时B中的每

一个元素 y，都有一个A中的元素 x与它对应，则称 f：A→B为从集合A到集合B的一一对应，并称集合A

与B等势，记作A

=B

.若集合A与B之间不存在一一对应关系，则称A与B不等势，记作A


≠B

.

例如：对于集合A=N *，B= 2n n∈N * ，存在一一对应关系 y= 2x x∈A,y∈B ，因此A

=B

.

(1)已知集合C= x,y x2+y2= 1 ，D= x,y 
x2

4
+ y

2

3
= 1 ，试判断C


=D

是否成立?请说明理由；

(2)证明：① 0,1 


= -∞,+∞ 


；

②N *

≠ x x⊆N * 


.
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24 (2024·浙江嘉兴·二模)已知集合A= ∑
m

i=1
2ai∣ 0≤ a1< a2<⋯< am,ai∈N ，定义：当m= t时，把集

合A中所有的数从小到大排列成数列 b(t)n ，数列 b(t)n 的前n项和为S(t)n.例如：t= 2时，b(2)1= 20+21

= 3,b(2)2= 20+22= 5,b(2)3= 21+22= 6,b(2)4= 20+23= 9,⋯，S(2)4= b(2)1+b(2)2+b(2)3+b(2)4= 23.

(1)写出 b(2)5,b(2)6，并求S(2)10；

(2)判断 88是否为数列 b(3)n 中的项.若是，求出是第几项；若不是，请说明理由；

(3)若 2024是数列 b(t)n 中的某一项 b t0 n0，求 t0,n0及S t0 n0的值.
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25 (2024·广西·二模)设 x∈R，用 x 表示不超过 x的最大整数，则 y= x 称为取整函数，取整函数

是德国数学家高斯最先使用，也称高斯函数．该函数具有以下性质：

① y= x 的定义域为R，值域为 Z；

②任意实数都能表示成整数部分和纯小数部分之和，即 x= x + x 0≤ x < 1 ，其中 x 为 x的整数部

分，x = x- x 为 x的小数部分；

③ n+ x =n+ x n∈Z ；

④若整数 a，b满足 a= bq+ r b> 0,q,r∈ Z,0≤ r< b ，则
a
b




= q.

(1)解方程
5+ 6x
8





=
15x- 7
5

；

(2)已知实数 r满足 r+ 19
100





+ r+ 20

100




+ r+ 21

100




+⋯+ r+

91
100





= 546，求 100r 的值；

(3)证明：对于任意的大于等于 3的正整数n，均有
n n+ 1 
4n- 2

 >
n+ 1
4

 ．
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26 (2024·河北石家庄·二模)设集合M是一个非空数集，对任意 x,y∈M，定义 ρ(x,y) = |x- y|，称 ρ

为集合M的一个度量，称集合M为一个对于度量 ρ而言的度量空间，该度量空间记为 (M ,ρ).

定义 1：若 f:M→M是度量空间 (M ,ρ)上的一个函数，且存在 α∈ (0,1)，使得对任意 x,y∈M，均有：ρ( f(x),

f(y))≤ αρ(x,y)，则称 f是度量空间 (M ,ρ)上的一个“压缩函数”.

定义 2：记无穷数列 a0,a1,a2,⋯为 an +∞n=0，若 an +∞n=0是度量空间 (M ,ρ)上的数列，且对任意正实数 ε> 0，都

存在一个正整数N，使得对任意正整数m,n≥N，均有 ρ am,an < ε，则称 an +∞n=0是度量空间 (M ,ρ)上的一

个“基本数列”.

(1)设 f(x) = sinx+ 1
2
，证明：f是度量空间

1
2
,2



,ρ 上的一个“压缩函数”；

(2)已知 f:R→R是度量空间 (R,ρ)上的一个压缩函数，且 a0∈R，定义 an+1= f an ，n= 0,1,2,⋯，证明：an 
+∞
n=0为度量空间 (R,ρ)上的一个“基本数列”.
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27 (2024·湖北·模拟预测)欧拉函数在密码学中有重要的应用．设n为正整数，集合Xn=

1,2,⋅⋅⋅,n- 1 ，欧拉函数 φ(n)的值等于集合Xn中与n互质的正整数的个数；记M (x,y)表示 x除以 y的余

数 (x和 y均为正整数)，

(1)求 φ(6)和 φ(15)；

(2)现有三个素数 p，q，e(p< q< e)，n= pq，存在正整数 d满足M (de,φ(n)) = 1；已知对素数 a和 x∈Xa，均

有M (xa-1,a) = 1，证明：若 x∈Xn，则 x=M ([M (xc,n)]d,n)；

(3)设n为两个未知素数的乘积，e1，e2为另两个更大的已知素数，且 2e1= 3e2+1；又 c1=M (xe1,n)，c2=M

(xe2,n)，x∈Xn，试用 c1，c2和n求出 x的值．
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28 (2024·江西宜春·模拟预测)定义：设 y= f(x)和 y= g(x)均为定义在 I上的函数，其导函数分别

为 f x ，g x ，若不等式 f(x) - g(x)  f x - g x  ≥ 0对任意 x∈ I恒成立，则称 y= f(x)和 y= g(x)为

区间 I上的“友好函数”．

(1)若 f(x) = e2x和 g(x) = a- ex是“友好函数”，求 a的取值范围；

(2)给出两组函数：① f1(x) = ex，g1(x) = x+ 1；② f2(x) = xe2x-4lnx- 6，g2(x) = 1
2
e2x-2ex，分别判断这两组

函数是否为 (0,+∞)上的“友好函数”．
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29 (2024·海南省直辖县级单位·一模)若有穷数列 a1,a2,⋯,an(n是正整数)，满足 ai= an-i+1(i∈N，且

1≤ i≤n ，就称该数列为“S数列”.

(1)已知数列 bn 是项数为 7的S数列，且 b1,b2,b3,b4成等比数列，b1= 2,b3= 8，试写出 bn 的每一项；

(2)已知 cn 是项数为 2k+ 1 k≥ 1 的S数列，且 ck+1,ck+2,⋯,c2k+1构成首项为 100，公差为-4的等差数列，

数列 cn 的前 2k+ 1项和为S2k+1，则当 k为何值时，S2k+1取到最大值？最大值为多少？

(3)对于给定的正整数m> 1，试写出所有项数不超过 2m的S数列，使得 1,2,22,⋯,2m-1成为数列中的连续

项；当m> 1500时，试求这些S数列的前 2024项和S2024.
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30 (2024·江苏南京·二模)已知数列 an 的前n项和为Sn．若对每一个n∈N*，有且仅有一个m∈

N*，使得Sm≤ an<Sm+1，则称 an 为“X数列”.记 bn=Sm+1-an，n∈N*，称数列 bn 为 an 的“余项数列”.

(1)若 an 的前四项依次为 0，1，-1，1，试判断 an 是否为“X数列”，并说明理由；

(2)若Sn= 2n，证明 an 为“X数列”，并求它的“余项数列”的通项公式；

(3)已知正项数列 an 为“X数列”，且 an 的“余项数列”为等差数列，证明：Sn≤ 1+ 2n-2 a1．



1

新定义综合(数列新定义、函数新定义、集合新定义) (精选30题)

1 (2024·辽宁·二模)已知数列 an 的各项是奇数，且 an是正整数n的最大奇因数，Sn= a1+a2+a3

+a4+⋯+a2n.

(1)求 a6,a20的值；

(2)求S1,S2,S3的值；

(3)求数列 Sn 的通项公式.

【答案】(1)a6= 3，a20= 5

(2)S1= 2，S2= 6，S3= 22

(3)Sn= 4n+2
3

【分析】(1)根据所给定义直接计算可得；

(2)根据所给定义列出 ai i= 1,2,3,⋯,8 ，即可得解；

(3)当n为奇数时 an= a2k-1= 2k- 1 k∈N * ，即可求出 a1+a3+a5+⋯+a2n-1，当n为偶数时 an= a2k= ak

k∈N * ，从而得到 a2+a4+a6+a8+⋯+a2n=Sn-1，即可推导出Sn-Sn-1= 4n-1 n≥ 2 ，再利用累加法计算可

得.

【详解】(1)因为 6= 1× 2× 3，所以 a6= 3，

又 20= 1× 4× 5，所以 a20= 5；

(2)依题意可得 a1= a2= 1，a3= 3，a4= 1，a5= 5，a6= 3，a7= 7，a8= 1，

所以S1= a1+a2= 2，

S2= a1+a2+a3+a4= 1+ 1+ 3+ 1= 6，

S3= a1+a2+a3+a4+a5+a6+a7+a8= 1+ 1+ 3+ 1+ 5+ 3+ 7+ 1= 22.

(3)因为 an是正整数 n的最大奇因数，

当n为奇数，即 n= 2k- 1 k∈N * 时 an= a2k-1= 2k- 1，

所以 a1+a3+a5+⋯+a2n-1= 1+ 3+ 5+⋯+ 2n-1 =
1+ 2n-1 

2
× 2n-1= 4n-1，

当n为偶数，即 n= 2k k∈N * 时 an= a2k= ak，

所以当n≥ 2时 a2+a4+a6+a8+⋯+a2n= a1×2+a2×2+a3×2+a4×2+⋯+a2×2n-1

= a1+a2+a3+a4+⋯+a2n-1=Sn-1，

所以Sn= a1+a2+a3+a4+⋯+a2n

= a1+a3+a5+⋯+a2n-1 + a2+a4+a6+a8+⋯+a2n 

= 4n-1+Sn-1，

所以Sn-Sn-1= 4n-1 n≥ 2 且S1= 2，

所以Sn= Sn-Sn-1 + Sn-1-Sn-2 +⋯+ S3-S2 + S2-S1 +S1

= 4n-1+4n-2+⋯+42+4+ 2



2

=
4 1- 4n-1 

1- 4
+ 2= 4n+2

3
，

当n= 1时S1= 2也满足Sn= 4n+2
3

，

所以数列 Sn 的通项公式为Sn= 4n+2
3

.

【点睛】关键点点睛：本题关键是理解定义，第三问关键是推导出 Sn-Sn-1= 4n-1 n≥ 2 且S1= 2，最后利用累

加法求出Sn.

2 (2024·黑龙江双鸭山·模拟预测)已知数列A:a1,a2,⋯,aN(N≥ 3)的各项均为正整数，设集合T=

x ∣ x= a j-ai ，1≤ i< j≤N}，记T的元素个数为P(T).

(1)若数列A:1，3，5，7，求集合T，并写出P(T)的值;

(2)若A是递减数列，求证:“P(T) =N- 1”的充要条件是“A为等差数列”;

(3)已知数列A:2,22,⋯,2N，求证:P(T) = N (N- 1)
2

.

【答案】(1)T={2,4,6},P(T) = 3.

(2)证明见解析；

(3)证明见解析

【分析】(1)根据题意，结合集合的新定义，即可求解；

(2)若A为等差数列，且A是递减数列，得到 d< 0，结合 a j-ai= ( j- i)d，证得充分性成立；再由A是递减数

列，得到T= a2-a1,a3-a1,a4-a1,⋯,aN-a1 ，结合互不相等，得到 a2-a1= a3-a2=⋯= aN-aN-1，得到必要性

成立，即可得证；

(3)根据题意，得到P(T)≤ N (N- 1)
2

，得出 a j-ai= 2 j-2i，得到 2i1 2 j1-i1-1 = 2i2 2 j2-i2-1 ，不妨设 i1> i2，则

2i1-i2 2 j1-i1-1 = 2 j2-i2-1，推得 2 j2-i2-1为奇数，矛盾，进而得证.

【详解】(1)解：由题意，数列A:1,3,5,7，

可得 3- 1= 2,5- 1= 4,7- 1= 6,5- 3= 2,7- 3= 47- 5= 2，

所以集合T={2,4,6}，所以P(T) = 3.

(2)证明：充分性：若A为等差数列，且A是递减数列，则A的公差为 d(d< 0)，

当 1≤ i< j≤N时，a j-ai= ( j- i)d，所以T={d,2d,3d,⋯,(N- 1)d}，

则P(T) =N- 1，故充分性成立.        

必要性:若A是递减数列，P(T) =N- 1，则A为等差数列，

因为A是递减数列，所以 a2-a1> a3-a1> a4-a1>⋯> aN-a1，

所以 a2-a1,a3-a1,a4-a1,⋯,aN-a1∈T，且互不相等，

所以T= a2-a1,a3-a1,a4-a1,⋯,aN-a1 ，

又因为 a3-a2> a4-a2>⋯> aN-a2> aN-a1，

所以 a3-a2,a4-a2,⋯,aN-a2,aN-a1∈T且互不相等，

所以 a3-a2= a2-a1,a4-a2= a3-a1,⋯,aN-a2= aN-1-a1，
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所以 a2-a1= a3-a2=⋯= aN-aN-1，

所以A为等差数列，必要性成立.

所以若A是递减数列，“P(T) =N- 1”的充要条件是“A为等差数列”.

(3)证明：由题意集合T= x|x= a j-ai,1≤ i< j≤N 中的元素个数最多为
N (N- 1)

2
个，

即P(T)≤ N (N- 1)
2

，        

对于数列A:2,22⋯,2N，此时 a j-ai= 2 j-2i，

若存在 a j1-ai1= a j2-ai2，则 2 j1-2i1= 2 j2-2i2，其中 j1> i1,j2> i2，

故 2i1 2 j1-i1-1 = 2i2 2 j2-i2-1 ，        

若 i1≠ i2，不妨设 i1> i2，则 2i1-i2 2 j1-i1-1 = 2 j2-i2-1，而 j1> i1,j2> i2，

故 2i1-i2 2 j1-i1-1 为偶数，2 j2-i2-1为奇数，矛盾，

故 i1= i2，故 j1= j2，故由A:2,22⋯,2N得到的 a j-ai彼此相异，所以P(T) = N (N- 1)
2

.

3 (2024·广西·二模)已知函数 f x = lnx，若存在 g x ≤ f x 恒成立，则称 g x 是 f x 的一个“下

界函数”．

(1)如果函数 g x = t
x
- lnx为 f x 的一个“下界函数”，求实数 t的取值范围；

(2)设函数F x = f x - 1
ex
+ 2
ex

，试问函数F x 是否存在零点？若存在，求出零点个数；若不存在，请说

明理由．

【答案】(1) -∞,- 2
e 

(2)函数F(x)是否存在零点，理由见解答

【分析】(1)把恒成立问题转换为求 2xlnx的最小值问题，利用导数求出最小值即可；

(2)把函数整理成F x = lnx- 1
ex
+ 1
ex
≥- 1

ex
- 1

ex
+ 2
ex
= 1
x

1
e
- x

ex ，要判断是否有零点，只需看F

(x)的正负问题，令G(x) = 1
e
- x

ex
，利用导数分析G(x)即可.

【详解】(1)由 g(x)≤ f(x)恒成立，可得
t
x
- lnx≤ lnx恒成立，

所以 t≤ 2xlnx恒成立,令 h(x) = 2xlnx，所以 h(x) = 2(1+ lnx)，

当 x∈ 0, 1
e 时, h(x)< 0，h(x)在 0, 1

e 单调递减；

当 x∈ 1
e
，+∞ 时, h(x)> 0，h(x)在 1

e
，+∞ 单调递增；

所以 h(x)的最小值为 h 1
e =- 2

e
，所以 t≤- 2

e
，

实数 t的取值范围 -∞,- 2
e 
；

(2)由 (1)可知 2xlnx≥- 2
e
，所以 2lnx≥- 2

ex
，所以 lnx≥- 1

ex
，①
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又F x = f x - 1
ex
+ 2
ex

，所以F(x) = lnx- 1
ex
+ 2
ex
≥- 1

ex
- 1

ex
+ 2
ex
= 1
x

1
e
- x

ex ，
令G(x) = 1

e
- x

ex
，所以G(x) = x- 1

ex
，

当 x∈ (0,1)时, G(x)< 0，G(x)在 (0,1)单调递减；

当 x∈ (1，+∞)时, G(x)> 0，G(x)在 1,+∞ 单调递增；

所以G(x)≥G(1) = 0，②

所以F(x) = lnx- 1
ex
+ 2
ex
≥- 1

ex
- 1

ex
+ 2
ex
= 1
x

1
e
- x

ex ≥ 0，

又①②中取等号的条件不同，所以F(x)> 0

所以函数没有零点.

4 (2024·湖南长沙·模拟预测)设n次多项式Pn(t) = antn+an-1t
n-1+⋯+a2t

2+a1t+ a0 an≠ 0 ，若其满

足Pn(cosx) = cosnx，则称这些多项式Pn t 为切比雪夫多项式.例如：由 cosθ= cosθ可得切比雪夫多项式

P1(x) = x，由 cos2θ= 2cos2θ- 1可得切比雪夫多项式P2(x) = 2x2-1.

(1)若切比雪夫多项式P3(x) = ax3+bx2+cx+ d，求实数 a，b，c，d的值；

(2)对于正整数n≥ 3时，是否有Pn x = 2x ⋅Pn-1 x -Pn-2 x 成立？

(3)已知函数 f(x) = 8x3-6x- 1在区间 -1,1 上有 3个不同的零点，分别记为 x1,x2,x3，证明：x1+x2+x3= 0.

【答案】(1)a= 4,b= d= 0,c=-3

(2)Pn+1 x = 2x ⋅Pn x -Pn-1 x 成立

(3)证明见解析

【分析】(1)利用P3 cosθ = cos3θ= cos 2θ+ θ 展开计算，根据切比雪夫多项式可求得 a,b,d,c；(2)要证原

等式成立，只需证明 cos n+ 1 θ+ cos n- 1 θ= 2cosnθ ⋅ cosθ成立即可，利用两角和与差的余弦公式可证

结论成立；

(3)由已知可得方程 4x3-3x= 1
2
在区间 -1,1 上有 3个不同的实根，令 x= cosθ,θ∈ 0,π ，结合 (1)可是

cos3θ= 1
2
，可得 x1= cos π

9
,x2= cos 5π

9
,x3= cos 7π

9
，计算可得结论.

【详解】(1)依题意，P3 cosθ = cos3θ= cos 2θ+ θ = cos2θcosθ- sin2θsinθ= 2cos2θ- 1 cosθ- 2sin2

θcosθ

= 2cos3θ- cosθ- 2 1- cos2θ cosθ= 4cos3θ- 3cosθ，

因此P3 x = 4x3-3x，即 ax3+bx2+cx+ d= 4x3-3x，则 a= 4,b= d= 0,c=-3，

(2)Pn+1 x = 2x ⋅Pn x -Pn-1 x 成立.

这个性质是容易证明的，只需考虑和差化积式 cos n+ 1 θ+ cos n- 1 θ= 2cosnθ ⋅ cosθ.

首先有如下两个式子：

Pn+1 cosθ = cos nθ+ θ = cosnθcosθ- sinnθsinθ，

Pn-1 cosθ = cos nθ- θ = cosnθcosθ+ sinnθsinθ，

两式相加得，Pn-1 cosθ +Pn+1 cosθ = 2cosnθcosθ= 2Pn cosθ cosθ，
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将 cosθ替换为 x，所以Pn+1 x = 2x ⋅Pn x -Pn-1 x .

所以对于正整数 n≥ 3时，有Pn x = 2x ⋅Pn-1 x -Pn-2 x 成立.

(3)函数 f x = 8x3-6x- 1在区间 -1,1 上有 3个不同的零点 x1,x2,x3，

即方程 4x3-3x= 1
2
在区间 -1,1 上有 3个不同的实根，

令 x= cosθ,θ∈ 0,π ，由 1 知 cos3θ= 1
2
，而 3θ∈ 0,3π ，则 3θ= π

3
或 3θ= 5π

3
或 3θ= 7π

3
，

于是 x1= cos π
9
,x2= cos 5π

9
,x3= cos 7π

9
，

则 x1+x2+x3= cos π
9
+ cos 5π

9
+ cos 7π

9
= cos π

9
- cos 4π

9
+ cos 2π

9 ，

而 cos 4π
9
+ cos 2π

9
= cos 3π

9
+ π

9 + cos 3π
9
- π

9 = 2cos π
3
cos π

9
= cos π

9
，

所以 x1+x2+x3= 0.

5 (2024·浙江·模拟预测)已知实数 q≠ 0，定义数列 an 如下：如果n= x0+2x1+22x2+⋯+2kxk,xi∈

0,1 ，i= 0,1,2,⋯,k，则 an= x0+x1q+ x2q
2+⋯+xkqk．

(1)求 a7和 a8(用 q表示)；

(2)令 bn= a2n-1，证明：
n

i=1

bi = a2n-1；

(3)若 1< q< 2，证明：对于任意正整数n，存在正整数m，使得 an< am≤ an+1．

【答案】(1)a7= 1+ q+ q2,a8= q3

(2)证明见解析

(3)证明见解析

【分析】(1)观察题目条件等式中的系数可得答案；

(2)bn= a2n-1= qn-1，分别计算
n

i=1

bi 和 a2n-1可证明结论；

(3)先根据 a2n-1= qn-1无上界说明存在正整数m，使得 an< am，分m- 1是偶数和m- 1是奇数分别说明.

【详解】(1)因为 7= 1+ 2+ 22，所以 a7= 1+ q+ q2；

因为 8= 23，所以 a8= q3；

(2)由数列 an 定义得：bn= a2n-1= qn-1；所以
n

i=1

bi = 1+ q+ q2+⋯+qn-1．

而 2n-1= 1+ 2+ 22+⋯+2n-1，

所以 a2n-1= 1+ q+ q2+⋯+qn-1=
n

i=1

bi ；

(3)当 1< q< 2，由 (2)可知，a2n-1= qn-1无上界，故对任意 an，存在 am，使得 am> an．

设m是满足 am> an的最小正整数．下面证明 am≤ an+1．

①若m- 1是偶数，设m- 1= 2x1+22x2+⋯+2kxk,xi∈ 0,1 ,i= 1,2,⋯,k，

则m= 1+ 2x1+22x2+⋯+2kxk，于是 am= 1+ x1q+ x2q
2+⋯+xkqk= 1+ am-1．

因为 an≥ am-1，所以 am= 1+ am-1≤ an+1．
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②若m- 1是奇数，设m- 1= 1+ 2+ 22+⋯+2l+2l+2xl+2+⋯+2kxk，

则 am-am-1= ql+1- 1+ q+ q2+⋯+ql = q- 1  1+ q+ q2+⋯+ql - 1+ q+ q2+⋯+ql + 1< 1．

所以 am< am-1+1≤ an+1．

综上所述，对于任意正整数 n，存在正整数m，使得 an< am≤ an+1．

6 (2024·辽宁·三模)若实数列 an 满足∀n∈N *，有 an+an+2≥ 2an+1，称数列 an 为“T数列”.

(1)判断 an=n2,bn= lnn是否为“T数列”，并说明理由；

(2)若数列 an 为“T数列”，证明：对于任意正整数 k,m,n，且 k<m<n，都有
an-am
n-m ≥

am-ak
m- k

(3)已知数列 an 为“T数列”，且
2024

i=1

ai = 0.令M=max a1 , a2024  ，其中max a,b 表示 a,b中的较大者.

证明：∀ k∈ 1,2,3,⋯,2024 ，都有- 2025
2023

M≤ ak≤M.

【答案】(1)数列 an 是“T数列”，数列 bn 不是“T数列”；

(2)证明见解析

(3)证明见解析

【分析】(1)根据“T数列”的定义判断可得出结论；

(2)由 ak-1+ak+1≥ 2ak k= 2,3,⋯ 可得出 ak+1-ak≥ ak-ak-1，利用累加法结合不等式的基本性质可得

an-am
n-m ≥ am+1-am，以及

am-ak
m- k ≤ am-am-1，再结合 am+1-am≥ am-am-1可证得结论成立；

(3)首先当 k= 1或 2024时的情况，再考虑 k∈{2,3,⋯,2023}时，结合 (2)中结论考虑用累加法可证得结论.

【详解】(1)因为 an+an+2-2an+1=n2+ n+ 2 2-2 n+ 1 2= 2> 0，

所以数列 an 是“T数列”，

因为 bn+bn+2-2bn+1= lnn+ ln(n+ 2) - 2ln(n+ 1) = ln n2+2n - ln n2+2n+ 1 < 0，

所以数列 bn 不是“T数列”；

(2)令 cn= an+1-an，因为数列 an 为“T数列”，所以 an+an+2≥ 2an+1

从而 an+2-an+1≥ an+1-an，所以 cn+1≥ cn
因为 1≤ k<m<n，所以

an-am
n-m =

an-an-1 + an-1-an-2 +⋯+ am+1-am 
n-m

= cn-1+cn-2+⋯+cm
n-m ≥ (n-m)cm

n-m = cm，

am-ak
m- k =

am-am-1 + am-1-am-2 +⋯+ ak+1-ak 
m- k

= cm-1+cm-2+⋯+ck
m- k ≤ (m- k)cm-1

m- k = cm-1

因为 cm≥ cm-1，所以
an-am
n-m ≥

am-ak
m- k .

(3)当 k= 1或 2024时，- ak ≤ ak≤ ak ，

从而- 2025
2023

M≤-M≤- ak ≤ ak≤ ak ≤M，
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