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专题 04  指对幂函数及函数与方程

（思维构建+知识盘点+重点突破+方法技巧）

知识点 1  指数幂与对数

1、根式与分数指数幂

（1）根式的定义：一般地，如果 nx a ，那么 x 叫做 a 的 n 次方根，其中 1n  ，且 *n N 。

式子 n a 叫做根式，这里 n 叫做根指数，a 叫做被开方数．

（2）根式的性质（ 1n  ，且 n  N ）： ( )nn a a ；
, ,

( )
, .

nn a n
a

a n
 


为奇数

为偶数

（3）分数指数幂的表示
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正分数指数幂：规定：
m
na 

n ma  0, , , 1a m n n  N

负分数指数幂：规定：
1m

n
m
n

a
a


  1

n ma
 0, , , 1a m n n  N

性质：0 的正分数指数幂等于 0，0 的负分数指数幂没有意义

2、指数幂的运算性质

（1）无理数指数幂：一般地，无理数指数幂 a （ 0a  ， 为无理数）是一个确定的实数．

有理数指数幂的运算性质同样适用于无理数指数幂．

（2）指数幂的运算性质

① ( 0, , )  r s r sa a a a r s R ．  ②   
sra rsa ( 0, , )a r s R ．  ③ ( ) rab r ra b ( 0, 0, )a b r  R ．

3、对数与对数运算

（1）对数的概念：如果 ax＝N(a>0，且 a≠1)，那么数 x 叫做以 a 为底数 N 的对数，记作 x＝logaN，其中 a

叫做对数的底数，N 叫做真数，logaN 叫做对数式。

（2）对数的性质

对数式与指数式的互化：ax＝N⇔x＝logaN(a>0，且 a≠1)；

①loga1＝0，②logaa＝1，③alogaN＝N，④ logaaN＝N (a>0，且 a≠1).

指数式与对数式的关系

（3）对数的的运算法则与换底公式：如果 a>0，且 a≠1，M>0，N>0

运算法则：①loga(M·N)＝logaM＋logaN     ②loga
M
N
＝logaM－logaN     ③logaMn＝nlogaM(n∈R)

换底公式：①logab＝
logcb
logca

(a>0，且 a≠1，c>0，且 c≠1，b>0)，

选用换底公式时，一般选用 e 或 10 作为底数。

②换底公式的三个重要结论：logab＝
1

logba
；    logambn＝

n
m

logab；    logab·logbc·logcd＝

logad.

知识点 2  幂函数及其性质

1、幂函数的定义：一般地，函数 y＝xα叫做幂函数，其中 x 是自变量，α 是常数．

（1）幂函数的特征：xα的系数是 1；xα的底数 x 是自变量；xα的指数 α 为常数．

只有满足这三个条件，才是幂函数．对于形如 y＝(2x)α，y＝2x5，y＝xα＋6 等的函数都不是幂函数．

（2）幂函数的图象：同一坐标系中，幂函数 y＝x，y＝x2，y＝x3，y＝x－1，𝑦 = 𝑥
1
2的图象(如图)．
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2、幂函数的性质

（1）所有的幂函数在(0，＋∞)上都有定义，并且图象都过点(1,1)；

（2）如果 α＞0，那么幂函数的图象过原点，并且在区间[0，＋∞)上单调递增；

（3）如果 α＜0，那么幂函数的图象在区间(0，＋∞)上单调递减，在第一象限内，当 x 从右边趋向于原点时，

图象在 y 轴右方无限接近 y 轴，当 x 从原点趋向于＋∞时，图象在 x 轴上方无限接近 x 轴；

（4）在(1，＋∞)上，随幂指数的逐渐增大，图象越来越靠近 y 轴．

2、二次函数的图象和性质

函数 y＝ax2＋bx＋c(a>0) y＝ax2＋bx＋c(a＜0)

图象(抛物线)

定义域 R

值域 [4ac－b2

4a
，＋∞) (－∞，

4ac－b2

4a ]
对称轴 x＝－

b
2a

顶点坐标 (－ b
2a
，

4ac－b2

4a )
奇偶性 当 b＝0 时是偶函数，当 b≠0 时是非奇非偶函数

单调性

在(－∞，－
b
2a]上是减函数；

在[－ b
2a
，＋∞)上是增函数

在(－∞，－
b
2a]上是增函数；

在[－ b
2a
，＋∞)上是减函数

知识点 3 指数函数及其性质

1、指数函数的概念：一般地，函数
xy a （ 0a  且 1a  ）叫做指数函数，其中指数 x 是自变量，定义域是

R，a 是指数函数的底数．
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2、指数函数的图象与性质

1a 10  a

图象

在 x 轴的上方，过定点 (0,1)
图像特征

当 x 逐渐增大时，图象逐渐上升 当 x 逐渐增大时，图象逐渐下降

定义域 R

值域 ),0( 

单调性 在 R 上是增函数 在 R 上是减函数

奇偶性 非奇非偶函数
性质

范围
当 0x  时，0 1y  ；

当 0x  时， 1y  ；

当 0x  时， 1y  ；

当 0x  时，0 1y  ；

3、指数函数的常用技巧

（1）当底数大小不定时，必须分“ 1a  ”和“ 0 1a  ”两种情况讨论；

（2）指数函数的图象与底数大小的比较

如图是指数函数（1） xy a ；（2） xy b ；（3） xy c ；（4） xy d 的图象，

底数 , , ,a b c d 与 1 的之间的大小关系为 1c d a b    ；

规律：在 y 轴右（左）侧图象越高（低），其底数越大。

（3）指数函数 xy a 与 1 x

y
a

   
 

的图象关于 y 轴对称。

知识点 4  对数函数及其性质

1、对数函数的概念

（1）定义：函数 y  loga x（ 0a  ，且 1a  ）叫做对数函数，其中 x 是自变量，定义域为  0,  ．

（2）特殊的对数函数

①常用对数函数：以 10 为底的对数函数 xy lg .

②自然对数函数：以无理数 e 为底的对数函数 xy ln .

2、对数函数的图象与性质

图象 a＞1 0＜a＜1
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定义域：(0，＋∞)

值域：R

当 x＝1 时，y＝0，即过定点(1,0)

当 0＜x＜1 时，y＜0；

当 x＞1 时，y＞0

当 0＜x＜1 时，y＞0；

当 x＞1 时，y＜0

性质

在(0，＋∞)上为增函数 在(0，＋∞)上为减函数

3、对数函数图象的常用结论

（1）函数 y＝logax 与𝑦 = 𝑙𝑜𝑔1
𝑎
𝑥的图象 x 轴对称；

（2）对数函数的图象与底数大小的关系

如图，作直线 y＝1，则该直线与四个函数图象交点的横坐标为相应的底数，

故 0＜c＜d＜1＜a＜b.

由此我们可得到以下规律：在第一象限内从左到右底数逐渐增大．

知识点 5  函数零点与二分法

1、函数零点的定义

（1）函数零点的概念：对于函数 y＝f(x)(x∈D)，把使 f(x)＝0 的实数 x 叫做函数 y＝f(x)(x∈D)的零点．

（2）函数零点与方程实数解的关系

方程 f(x)＝0 有实数根⇔函数 y＝f(x)的图象与 x 轴有交点⇔函数 y＝f(x)有零点．

【注意】函数的零点不是函数 y＝f(x)的图象与 x 轴的交点，而是交点的横坐标，

也就是说函数的零点不是一个点，而是一个数．

2、函数零点存在定理

（1）定理：如果函数 y＝f(x)在区间[a，b]上的图象是连续不断的一条曲线，并且有 f(a)·f(b)＜0，

那么，函数 y＝f(x)在区间(a，b)内有零点，即存在 c∈(a，b)，使得 f(c)＝0，

这个 c 也就是方程 f(x)＝0 的根．

（2）两个重要推论

推论 1：函数  f x 在区间 ,a b 上的图象是一条连续不断的曲线，     0 f a f b ，且  f x 具有单调性，

则函数  f x 在区间  .a b 内只有一个零点.

推论 2：函数  f x 在区间 ,a b 上的图象是一条连续不断的曲线，函数  f x 在区间  .a b 内有零点，且函

数  f x 具有单调性，则     0 f a f b
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3、二分法

（1）二分法的定义：对于在区间[a，b]上连续不断且 f(a)f(b)＜0 的函数 y＝f(x)，通过不断地把函数 f(x)的零

点所在的区间一分为二，使区间的两个端点逐步逼近零点，进而得到零点近似值的方法叫做二分法．

（2）给定精确度 ，用二分法求函数  y f x 零点 0x 的近似值的步骤

①确定零点 0x 的初始区间 ,a b ，验证     0 f a f b

②求区间  ,a b 的中点 c

③计算  f c ，进一步确定零点所在的区间：

若   0f c （此时 0 x c ），则 c 就是函数的零点；

若     0 f a f c （此时  0 ,x a c ），则令 b c ；

若     0 f c f b （此时  0 ,x c b ），则令 a c .

④判断是否达到精确度 ：若  a b  ，则得到零点近似值 a （或b ）；否则重复（2）~（4）

【注意】初始区间的确定要包含函数的变号零点；

重难点 01  指数型复合函数的值域

1、形如 （ ，且 ）的函数求值域

换元法：令 ，将求原函数的值域转化为求 的值域，但要注意“新元 ”的范围

2、形如 （ ，且 ）的函数求值域

换元法：令 ，先求出 的值域，再利用 的单调性求出 的值域。

【典例 1】（2024·贵州·模拟预测）已知函数
2 2 3( ) 2 x xf x    ，则 ( )f x 的最大值是      .

【答案】16

【解析】由   2 2 32 x xf x    ，而 2 22 3 ( 1) 4 4t x x x         ，

因为 2ty  单调递增，所以 42 2ty   ，则 ( )f x 的最大值是 16.

【典例 2】（23-24 高三上·福建福州·期中）函数
3

3
e 2
e 2

x

xy 



的值域为        ．

【答案】  1,1

( ) xy f a 0a 1a

xa t ( )f t t

  f xy a 0a 1a

  f x   f x y a   f xy a
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【解析】因为
 33

3 3 3 2
2e 4e 2 41

e 2 e 2 e

xx

x x xy
 

   




 
，

又 3e 0x  ，所以 3e 2 2x   ，所以 3

1 10
2 2e x 


，所以 3

42 0
2e x


  


，

所以 3 1
e

41 1
2x


   


，所以函数

3

3
e 2
e 2

x

xy 



的值域为  1,1 .

【典例 3】（23-24 高三上·湖北·期中）已知   1 2x xf x a a   是定义域为R的奇函数.

（1）函数    2 2 2x xg x a a f x   ，  0,2x  ，求  g x 的最小值.

（2）是否存在 0  ，使得    2f x f x 对  2, 1x    恒成立，若存在，求 的取值范围；若不存在，说

明理由.

【答案】（1）  min
2g x   ；（2）存在，

50
2

 

【解析】（1）由  f x 为R 上的奇函数，知  0 2 0f a   ，得 2a  ；

代入函数得：    12 2 2 2 2 2x x x xf x        ，

由于      2 2 2x xf x f x     ，故 2a  时，  f x 为奇函数，满足条件，

         2 22 2 12 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2x x x x x x x xg x                 2
2 2 4 2 2 2x x x x      ，

令 2 2x xt   ，易知 2 2x xt   在  0,2x  上单调递增，

故当 0x  时， t取得最小值， min 1 1 0t    ，

当 2x  时， t取得最大值， max
1 154
4 4

t    .∴
150,
4

t     
，

则上式转化为    22 4 2 2 2h t t t t      ，

∴ 2t  时，  min
2g x   ，此时  2log 1 2x   ；

（2）    2 2 2x xf x   ，    2 22 2 2 2x xf x   ，

代入不等式得    2 22 2 2 2 2 2x x x x    ，

即得：     2 2 2 2 2 2 2 2x x x x x x      ，
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∵  2, 1x    时， 2 2 0x x  ，∴ 2 2x x   ，

又
1 12 ,
4 2

x     
Q ，当

12
2

x  ，即 = 1x  时， 2 2x x 取得最小值，

而  
min

52 2
2

x x  ，∴
50
2

  .

重难点 02  对数型复合函数的值域

1、形如 （ ，且 ）的函数求值域

换元法：令 ，先求出 的值域，再利用 的单调性，再求出 的值域。

2、形如 （ ，且 ）的函数的值域

换元法：令 ，先求出 的值域，再利用 的单调性，求出 的值

域。

【典例 1】（23-24 高三上·四川广安·月考）已知函数  2
3( ) log 2 3f x x x    ，则 ( )f x 的值域是        .

【答案】  3, log 4

【解析】  2 2
3 3 ,( ) log 2 3 , log 2 3,f x x x y xt t x       Q

 22 2 3 1 4 4x x xt         ,

3log ty Q 单调递增， 3 3log l 4ogty   ，

则 ( )f x 的值域是  3, log 4 。

【典例 2】（23-24 高三上·江苏常州·月考）已知函数    31 log 1,9f x x x  ， ，则函数    2 2y f x f x   

的值域为          ．

【答案】 2,7

【解析】由于    31 log 1,9f x x x  ， ，

由 2 2( ) ( )y f x f x  ，得 2

1 9
1 9

x
x

 
  

，解得1 3x  ，

即函数 2 2( ) ( )y f x f x  的定义域为[1 , 3]． 30 log 1x   ，

(log ) ay f x 0a 1a

log a x t log a x t  y f t  y f t

 log ay f x 0a 1a

  f x   f x log ay   log ay f x
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又 2 2 2 2 2 2
3 3 3 3 3( ) ( ) (1 log ) 1 log (log ) 4log 2 (2 log ) 2y f x f x x x x x x            ，

30 log 1x Q ， 2 7y   ，

故函数 2 2( ) ( )y f x f x  的值域为 2,7 .

重难点 03  嵌套函数的零点问题

处理复合函数 [ ( )]y f g x 的零点问题的方法：

①确定内层函数 ( )u g x 和外层函数 ( )y f u ；

②确定外层函数 ( )y f u 的零点 ( 1, 2,3, , )iu u i n  L ；

③确定直线 ( 1, 2,3, , )iu u i n  L 与内层函数 ( )u g x 图象的交点个数分别为 1a 、 2a 、 3a 、…、 na ，则

函数 [ ( )]y f g x 的零点个数为 1 2 3 na a a a   L .

【典例 1】（2024·浙江金华·三模）若函数   1f x x
x

  ，则方程   3f f x    的实数根个数为（    ）

A．2 B．3 C．4 D．5

【答案】D

【解析】  
1 , 0

1
1 , 0

x x
xf x x

x x x
x

     
  


，

当 0x  时，   1f x x
x

  ，则   2
11 0f x
x

   ，

此时   1f x x
x

  在  ,0 上单调递减，

当 0x  时，   1f x x
x

  ，则  
2

2 2
1 11 xf x
x x


   ，

故当 1x  时，   0f x  ，当0 1x  时，   0f x  ，

故   1f x x
x

  在  0,1 上单调递减，在  1,  上单调递增，

画出函数  f x 和 3y  的图象如下：

令
1 3x
x

  得， 2 3
3 5 3 5,

2 2
x x 

 

故      1 2 31,0 , 0,1 , 2,x x x      ，

令  f x t ，则   3f t  ，且      1 2 31,0 , 0,1 , 2,t t t      ，
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当    1 1,0f x t   时，结合图象可知，只有 1 个解 4x ，

当    2 0,1f x t  时，结合图象可知，只有 1 个解 5x ，

当    3 2,f x t    时，结合图象可知，由 3 个解 6 7 8, ,x x x ，

综上，方程   3f f x    的实数根的个数为 5.故选：D

【典例 2】（23-24 高三上·江西上饶·月考）设函数  
4

3 1, 0
log , 0

x x
f x

x x
    

，若关于 x 的函数

       2 1 1g x f x a f x    恰好有五个零点.则实数 a 的取值范围是      .

【答案】
31
2

a 

【解析】作出函数  
4

3 1, 0
log , 0

x x
f x

x x
    

的图象如图，

令  f x t ，函数        2 1 1g x f x a f x    恰好有五个零点．

则方程      2 1 1 0f x a f x    化为  2 1 1 0t a t    ，

则  2 1 1 0t a t    必有两个不同实根 1 2,t t ，则 1 2 1t t  ，

结合图形可知 1 2, 0t t  ，则 1 2,t t 必不为1，

故方程  2 1 1 0t a t    的一根在区间  0,1 内，另一根在区间  1,2 内，

令    2 1 1g t t a t    ，则

 
   
   

0 1 0
1 1 1 1 1 0
2 4 1 2 1 0

g
g a
g a

  
      
      

，解得：
31
2

a  ，

综上：实数 a的取值范围为
31
2

a  .
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【典例 3】（23-24 高三下·重庆·月考）已知函数  
2 , 0
2ln , 0

x x
f x x x

x

 
 



，   2 2 1 2 ,g x x x     R  ，若关于 x

的方程   f g x  有 6 个解，则 的取值范围为          .

【答案】
1 2,
2 e

 
 
 

【解析】由题可得，令  g x t ，则方程  f t  的解有 3 个，

当 0t  时，   2xf t  ，所以  f t 在  ,0 上单调递增，

当 0t  时，    
2

2 1 ln t
f t

t


  ，

则  f t 在  0,e 上单调递增，在  e,  上单调递减，

  2e
e

f  ，  1 0f  ，当 1x  时， ln 0x  ，所以   0f x  ，

画  y f t 的图象如下：

由图象可得
20
e

  ，

且方程  f t  的三个解分别为 1 2 3, ,t t t ，不妨设 1 2 3t t t  ，

则有 12t   ，即 1 2logt   ，

又    22 2 1 2 1 2g x x x x       

所以  g x 在  , 1  上单调递减，在  1,   上单调递增，且  min
2g x   ，

又因为  g x t ，所以 21 32 t tt   ，所以有 2log 2   ，即 22 log 0   ，

令    22 log , 0h       ，所以   12 0
ln 2

h 


    ，所以  h  在  0,  上单调递增，

又
1 0
2

h   
 

，所以 22 log 0   的解集为
1 ,
2

  
 

，
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