
第四章 力学量用算符表达与表象变换
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由ⅰ），ⅱ）得 







  FFFF , ，即 F 和 F 皆为厄米算符。

则由（1）式，不难解得     iFFF
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证： （1）先证     11 ,,,   nnmm pnipxxmixp �� 。
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4.3）定义反对易式   BAABBA , ，证明
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4.4）设 A， B ，C 为矢量算符， A和 B 的标积和矢积定义为
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zyx ,,,,  ，  为 Levi-civita 符号，试验证
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证：

（1）式左端        xyyxzzxxzyzyzyx CBCBACBCBACBCBACBA 
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（1）式右端也可以化成    


 CBACBA  。 （1）式得证。

（2）式左端        CBACBACBA   （ 3,2,1   ）

       CBABACBACBACBCBACBCBA  （ 2）式

右端      CBACBA   
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故（2）式成立。

（3）式验证可仿（2）式。

4.5）设 A与 B 为矢量算符， F 为标量算符，证明

     BFABAFBAF ,,,                                       （1）

     BFABAFBAF ,,,                                     （2）

证：（1）式右端    FBBFABFAAF 

FBABFABFABAF 

  BAFFBABAF , （1）式左端

（2）式右端     FBBFABFAAF    

             FBABFABFABAF     

   BAFFBABAF , （2）式左端

4.6）设 F 是由 r ， p 构成的标量算符，证明
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同理可证，  
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将式（3）、（4）、（5）代入式（2），于是（1）式得证。

4.7）证明          pipLLp �2

   pLpLLpi ,2�  。

证：      zyzyyzzyyzzyx pLLppLpLLpLppLLp ,, 

利用基本对易式           piLppL � ,,

即得           xx pipLLp �2  。
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（4）就此式的一个分量加以证明，由 4.4）（2），
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其中  yyzzxx epepiLppL  �
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类似地。可以得到 y 分量和 z 分量的公式，故（4）题得证。

4.9）定义径向动量算符 
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即 rp 为厄米算符。
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4.10)利用测不准关系估算谐振子的基态能量。
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谐振子（三维）基态能量 �
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4.11) 利用测不准关系估算类氢原子中电子的基态能量。

解：类氢原子中有关电子的讨论与氢原子的讨论十分相似，只是把氢原子中有关公式中的核电荷数 e 换成 ze

（ z 为氢原子系数）而 u 理解为相应的约化质量。故玻尔轨迹半径  2
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由此得 az
amzer  022� （ 0a ：玻尔半径； a ：类氢原子中的电子基态“轨迹”半径）。代入（1）式，

得

基态能量， azeemzE 22~ 2242  �

运算中做了一些不严格的代换，如 rr
1~1

，作为估算是允许的。

4.12)证明在分立的能量本征态下动量平均值为 0。

证：设定态波函数的空间部分为  ，则有  EH 

为求 p 的平均值，我们注意到坐标算符 ix 与 H 的对易关系：
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这里已用到最基本的对易关系   ijji ipx �, ，由此
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这里用到了 H 的厄米性。

  这一结果可作一般结果推广。如果厄米算符


C 可以表示为两个厄米算符


A和


B 的对易子 







BAiC , ，则在
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B 的本征态中，


C 的平均值必为 0。

4.13）证明在的本征态下， 0 yx LL 。

（提示：利用 xyzzy LiLLLL � ，求平均。）

证：设  是 zL 的本征态，本征值为 �m ，即  �mLz 
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同理有： 0yL 。

4.14) 设粒子处于   ,lmY 状态下，求  2
xL 和  2

yL

解：记本征态 lmY 为 lm ，满足本征方程

  lmlllmL 22 1 � ， lmmlmLz � ， lmmLlm z � ，

利用基本对易式   LiLL � ，
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