
第十九章    曲线积分与曲面积分 

定积分与重积分是讨论定义在直线段、平面图形或空间区域上函数的积分问题.本章则

研究定义在曲线段或曲面块上函数的积分. 

   第一节 第一型曲线积分与第一型曲面积分 

 

一、第一型曲线积分与第一型曲面积分的概念 

    设某物体 的密度函数 )(f 是定义在 上的连续函数，当物体 是直线段时，应用

定积分就能计算得 的质量。当物体 是一个平面图形或空间的一个立体时，应用二重积

分或三重积分就能计算得它的质量。 

    现在研究物体 是一个曲面段（平面的或空间的）或是一个曲面块时的质量的计算。

首先对 作分割，它把 分成n 个小曲线段或小曲面
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pf 。于是在整个 上的质量就近似的等于和式 
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当对 的分割越来越细密（即 d =
  0max 直径

i
）时，上述和式的极限就是所求物体 的

质量。 

    由上面看到，求具有某种物质的曲线段或曲面块的质量，与求直线段或平面块的质量一

样，也是通过“分割、近似求和、去极限”来得到的。 

    下面给出这类积分的定义. 

定义 19-1   设 是平面或空间的一个可度量的几何体. f 为定义在 上的函数。对

作分割 T ，它把 分成 n 个可度量的小几何体
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为分割 T 的细度，且在
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且 J 的值与分割 T 及介点
i

p 的取法无关，则称 f 在 上可积，极限 J 为 f 在 上的积分，

记作  
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   若 为平面曲线或空间曲线 L，则称(1)为 f 在 L上的第一型曲线积分，特别记作 
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这里ds为曲线L的弧微分。 

若 为空间曲面块 S，则称(1)为 f 在 S上的第一型曲面面积分，特别记作 
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不难看到，当 是直线段时，（1）式就是定积分；当 为平面区域时，（1）式就是二

重积分；当 是三维空间区域时，（1）式就是三重积分。 

当前面讲到的物体 为曲线段（曲面块）时，其质量可由第一型曲线积分（2）（第一

型曲面积分（3））求得。 

第一型曲线积分与第一型曲面积分也有和定积分类似的性质。可以证明：若 f 为可度

量几何体 上的连续函数，则 f 为 上的可积函数。此外，还有下述一些重要性质，其中

都是相应空间中可度量的几何体， f 是 上的可积函数。 
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2.设 可被划分成有限个相连接的可度量小段（块）
i
 （ i =1,2，…，k）。若 f 在 

上可积，则 f 也在
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 （ i =1,2，…， k）上可积，且 
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反之，若 f 在
i
 （ i =1,2，…， k）上都可积，则 f 在 上也可积，且成立（4）式。 

    3.若 f ，
g
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    4.若 f 在 上可积，则 f 也在 上可积，且  
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5.若 f 在 上可积，则存在常数
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二 、第一型曲线积分与第一型曲面积分的计算 

    第一型曲线积分与第一型曲面积分可分别将它们化为定积分与二重积分来计算。 

    定理 19-1  设有光滑曲线 
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函数 f 为定义在 L 上的连续函数，则  
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因为复合函数
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再从定积分定义得 
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所以当（6）式两边取极限后，即得所要证的（5）式。 

若曲线 L 由方程 
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若曲线 L 由方程 
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例 2   设 L 是 xy 42  从
 0,0O 到

 2,1A 一段（图 19-1），计算第一型曲线积分 
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      图 19-1 

    仿照定理 19-1，当曲线 L 由参量方程
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空间曲线积分的计算公司为 
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  例 3    计算 
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例 4    计算 dszyx
C

)( 222  ，其中C 是圆柱螺旋线： 
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对于第一型曲面积分的计算有下述定理。 

定理 19-2    设有光滑曲线 
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定理 19-2 的证法与定理 19-1 相仿，这里不再重复了。 

例 5     计算 
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所以由公式（10）求得 
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对于由参量形式表示的光滑曲面 
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这里要求雅克比行列式
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第二节   第二型曲线积分 

    首先讨论力场作功问题。我们知道，若质点在常力 F（大小与方向都不变）的作用下沿

直线运动，位移是 l （有向线段），则常力 F 所作的功 W 是 F 与 l 的内积， 

即  cos|||| lFLFW  ，其中是 F 与 l 之间的夹角. 

     设有一质点在平面力场 )),(),,(( yxQyxPF  的作用下，沿光滑的有向曲线 C 由点 A

运动到点 B，如图 19-4，求力场 F 所作的功. 
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     抽出（1）式的物理意义就得到第二型曲线积分。 

     设平面上有光滑有向曲线 C（A，B），二元函数 ),( yxf 在曲线 C上有定义。用任意

分法 T，将曲线 C依次分成 n个有向小弧： 
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分别称为二元函数 ),( yxf 在曲线 C（A，B）关于 x与 y的积分和. 

     令 },,,max{)(
21 n

sssT   .（
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s 是第 k个小弧
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的长。） 

     定义 19-2   设二元函数 ),( yxf 在有向光滑曲线 C（A，B）有定义。若 0)( T 时，

二元函数 ),( yxf 在曲线 C（A，B）关于 x（或 y）的积分和（9）存在极限
x

J （或
y

J ），
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称
x

J （或
y

J ）是 dxyxf ),( （或 dyyxf ),( ）在曲线 C（A，B）的第二型曲线积分，记为 
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     由（1）式不难看到，质点在平面力场 )),(),,(( yxQyxPF  的作用下，沿光滑的有

向曲线 C由点 A运动到点 B，力场 F所作的功W 是 dyyxQdxyxP ),(),( 与 在曲线C（A，

B）上的第二型曲线积分之和，即 
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通常上式简写为 
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     由弧长微分知，dx与 dy分别是弧长微分 ds在 x轴与 y轴上的投影。弧长微分dx的

方向就是曲线C（A，B）的方向，则弧长向量微元 ),( dydxds  .于是，功W 可写成向量

形式的积分 
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     注   第二型曲线积分与曲线C（A，B）的方向有关.因为
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在 x轴与 y轴上的投影，当改变曲线C的方向时，
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改变符号，所以第二型曲线积分也要改变符号，即 
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定理 19-3   如果二元函数 ),( yxf 在有向光滑曲线 C（A,B）：  txx  ，  ty  ，

  t 连续，且 ))(),((  yxA ， ))(),((  yxB ，则 dxyxf ),( 与 dyyxf ),( 在 C（A,B）
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证明   只给出等式（5）的证明，同法可证等式（6）. 
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另一方面，（5）式等号右端可改写成 
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（7）式与（8）式等号两端之差是 
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     因为函数 )](),([ tytxf 在闭区间 ],[  连续，所以它在 ],[  一致连续，即 0 ，
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     若光滑有向曲线 C(A，B)的方程是 

                     )(tyy  ， bxa  . 

)](,[ ayaA ， )](,[ bybB ，而 )(' ty 在 ],[ ba 连续，则 
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   例 4   计算 dyxdxy
C

22  ，其中曲线 C是上半椭圆 tax cos ， tby sin ，



 t0 ，取顺时针的方向。 

      解   tdtadx sin ， tdtbdy cos ，由公式（5）与（6）有 
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例 5   计算 dyxxydxI
C

  22 ，其中曲线 C分别是 1）直线 xy  ；  

2）抛物线 2xy  ； 3）立方抛物线 3xy  .都是由原点（0,0）到点（1,1）. 

     解   1）沿直线 xy  ， dxdy  ，有 
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. 

          2）沿抛物线 2xy  ， xdxdy 2 ，有 
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          3）沿立方抛物线 3xy  ， dxxdy 23 ，有 
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例 6   计算  
C

dyxyxydxJ )( ，其中曲线 C与例 5相同，并有与例 5相同的始 

点与终点. 

   解  1）沿直线 xy  ， dxdy  ，有 
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          2）沿抛物线 2xy  ， xdxdy 2 ，有 
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          3）沿立方抛物线 3xy  ， dxxdy 23 ，有 
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   例 7   有质量为 m的质点，在重力的作用下，沿铅垂面上曲线 C由点 A到点 B，计算

重力 F所作的功，如图 19-5. 



                 
                      图 19-5 

      解   设平面曲线 C 的参数方程是   ttyytxx ),(),( . 

        ))(),((  yxA ， ))(),((  yxB .已知 ),0( mgF  .于是，重力所作的功 
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此例说明，质点从点 A 移动到点 B，重力 F 所作的功只与 A 与 B 的位置有关，而与曲

线 C 无关。这是重力场的一个重要物理特性。 

从上述三例看到，当始点与终点相同，沿着不同的曲线，有的曲线积分相等；有的曲

线积分不相等。那么在什么条件之下，当始点与终点取定时，曲线积分与所沿的曲线无关呢？

后面我们将讨论这个问题。 

设三维空间中有有向光滑曲线 C(A,B)，函数 ),,( zyxf 在曲线 C 上有定义。可仿照平面

（二维空间）第二型曲线积分定义，给出 )),,(),,((),,( dzzyxfdyzyxfdxzyxf 与 在曲线
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其中dx（ dy 与dz）是有向弧长微元 ds在 x 轴（y 轴与 z 轴）上的投影。 

当曲线 C(A,B)改变方向时，有   dxzyxfdxzyxf
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不难写出，向量场 F=（  zyxP ,, ,Q( zyx ,, ),R( zyx ,, ）在有向光滑曲线 C（A，B）
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其 ds=( dzdydx ,, ). 

 如果三维空间的有向光滑曲线 C（A，B）是参数方程 
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    例 8   计算  
C

dxzyx )( ，其中曲线 C：  ttztytx 0,,sin,cos ，从 t=0

到 t  

        解   由公式（9）有 
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    第三节   格林公式.曲线积分与路线的无关性 

    一 、  格林公式 

本节要讨论的格林公式，它将建立起平面区域 D 上的二重积分与 D 的边界曲线 L 上

的第二型曲线积分之间的联系。 

设区域 D 的边界是由一条或几条光滑曲线所围成。边界曲线 L 的正方向规定为：当人

沿边界行走时，区域 D 总在它的左边，如图 19-6 所示。若沿与上述所规定的方向相反，则

成为负方向，并记为 .L  

                 

                             图 19-6 

定理 19-4   若函数 P ，Q 在闭区域 2RD  上连续，且有连续的一阶偏导数，则有 
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这里 L 为区域 D 的边界曲线，并取正方向。 

称公式（1）为格林公式。 



证明    根据区域 D 的不同形状，分三种情形来证明： 

1）若区域 D 既是 x 型区域又是 y 型区域，即平行于坐标轴的直线和 L 至多交于

两点（图 19-7）。这时区域 D 可表示为 
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同理可以证得 
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将上述两个结果相加即得（1）式。 

 

 
        图 19-7 

2）若区域 D 是由一条按段光滑的闭曲线围城（如图 19-8 所示），则先用几段光滑曲线

将 D 分成有限个既是 x 型又是 y 型的子区域，然后逐块按 1）方法推得它的格林



公式，再相加即得（1）式。其中相邻两小子区域的共同边界，则因取向相反，它们的

积分值正好互相抵消。 

 

                       
                                   图 19-8 

                                  

如图 19-8，可将 D 分成三个既是 x 型又是 y 型的区域 ,
2

D
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3）若区域 D 不止由一条闭曲线所围成，如图 19-9 所示，这时可适当添加直线段，把

区域转化为 2）的情形来处理。 

 

                
                        图 19-9 

在图 19-9 中连接了后，则 D 的边界曲线由构成。由 2）已知 

为便于记忆，格林公式（1）也可写成下述形式 
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格林公式沟通了沿闭曲线的积分与二重积分之间的联系，从而可应用它来简化某些曲线

积分或二重积分的计算。 

例 1   计算


AB

xdy
，其中曲线 AB 是半径为

r
的圆在第一象限部分（图 19-10）. 

           

 

                  图 19-10 

解    对半径为
r

的四分之一圆域 D ，应用格林公式有 
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例 2  计算
,
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其中 L 为任一不包含原点的闭区域的边界线。 

解    因为                    
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在上述区域上连续且相等.于是 
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所以由格林公式（1）立即可得
.0I
 

在格林公式中，令 ,, xQyP  可得到计算平面面积 D 的公式： 
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例 3  计算由星形线

 20sin,cos 22  ttbytax
所界面积。 

解    由公式（2）得 
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二、    曲线积分与路线的无关性 

下面将讨论曲线积分在什么条件下，它的值与所沿路线的无关性。 

首先，介绍单连通区域的概念。 

若对于平面区域 D 内任一封闭曲线，皆可不经过 D 以外的点而连续收缩于属于 D 的

某一点，则称此平面区域为单连通区域；否则称为复连通区域。如图 19-11 中
1

D 、
2

D 是

单连通区域，而图 19-12 中的
3

D 、
4

D 是复连通区域。单连通区域也可这样说： D 内任一

封闭曲线所围成的区域内只含有 D 中的点。更通俗地说，单连通区域是没有“洞”的区域，

复连通区域是有“洞”的区域。 

 

                     



         图 19-11                                    图 19-12 

 定理 19-5  设 2RD  是单连通闭区域。若函数 P ， Q 在闭区域 D 内连续，且有

一阶连续偏导数，则以下四个条件等价： 

（1）沿 D 中任一按段光滑的闭曲线 L ，有 
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（2）对 D 中任一按段光滑曲线 L ，曲线积分 

                     
 

L
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与路线无关，只与 L 起点终点有关； 

（3） QdyPdx  是 D 内某一函数
u

的全微分，即在 D 内有 

                        ;QdyPdxdu   

    （4）  在 D 内每一点处有
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证明  (1) (2) 设与 ASB 为联结点 BA , 的任意两条光滑曲线（图 19-13）.由

（1）推得  
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    图19-13 
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