
重难点突破 03 同构

三种基本模式：
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取对：

同右：

同左：
三种同构方式

说明：在对“积型”同构时，取对数是最快捷的，同构出的函数，单调性一看便知。
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③和差型：
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同左：两种同构方式

无中生有去同构，凑好形式是关键，凑常数或凑参数，如有必要凑变量. 

一．选择题（共 29 小题）

1．（2023 春•上犹县校级期末）若 ( 1)xe lnax a x … 在 (0x  ， 2]上恒成立，则实数 a的取值

范围是 (　　 )

A． ( ， ]e B． (0 ， ]e C．
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( , ]
2
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 D．
2
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【解答】解：已知 ( 1)xe lnax a x … 在 (0x  ， 2]上恒成立，
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无中生有去同构，凑好形式是关键，凑常数或凑参数，如有必要凑变量. 

一．选择题（共 29 小题）

1．（2023 春•上犹县校级期末）若 ( 1)xe lnax a x … 在 (0x  ， 2]上恒成立，则实数 a的取值

范围是 (　　 )

A． ( ， ]e B． (0 ， ]e C．
2
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 D．
2
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【解答】解：已知 ( 1)xe lnax a x … 在 (0x  ， 2]上恒成立，



即 x lnaxe x lnax ax e lnax   … 在 (0x  ， 2]上恒成立，

不妨设 ( ) xf x e x  ，函数定义域为 R ，

可得 ( ) 1 0xf x e    恒成立，

所以 ( ) xf x e x  在 R 上单调递增，

此时原不等式等价于 x lnax… 在 (0x  ， 2]上恒成立，

即 0
xea

x
 „ 在 (0x  ， 2]上恒成立，

不妨设 ( )
xeg x

x
 ，函数定义域为 (0 ， 2]，

可得 2

( 1)( )
xe xg x

x


  ，

当 0 1x  时， ( ) 0g x  ， ( )g x 单调递减；

当1 2x „ 时， ( ) 0g x  ， ( )g x 单调递增，

所以 ( )ming x g （1） e ，

此时 0 a e „ ，

则实数 a的取值范围为 (0 ， ]e ．

故选： B ．

2．（2022 春•柴桑区校级期中）设 0k  ，若存在正实数 x ，使得不等式 10 0kxlgx k  … 成立，

则 k 的最大值为 (　　 )

A．
1
10eln

B． 10ln
e

C．
10
e

ln
D．

10
10

ln

【解答】解：不等式 10log 10 0kxx k  … ，

即为 10log 10kxx k … ，

即有 10log 10kxx x kx … ，

所以 10
1010 log 10log x kxx kx … ，

设 ( ) 10xf x x  ，

所以 10(log ) ( )f x f kx… ，



( ) 10 10 10 0x xf x x ln      ，

所以 ( )f x 单调递增，

所以 10log x kx… ，

所以 10

10
log x lnxk

x xln
„ ，

令 ( )
10

lnxg x
xln

 ，

所以 2

1 1( )
1 10

lnxg x
n x


   ，

所以 x e 时，函数 y 递减， 0 x e  时，函数 y 递增，

( )maxg x g （e） 1
10eln

 ，

即 k 的最大值为 10log 1
10

e
e eln

 ．

故选： A．

3．（2023•酒泉模拟）已知函数 ( ) 3axf x e lnx  ，若 3( )f x x ax  恒成立，则实数 a的取值

范围为 (　　 )

A． (0,3 )e B． (3 , )e  C． 3(0, )
e

D．
3( , )
e



【解答】解： 3( )f x x ax  等价于 3 33 3ax lnxe ax x lnx e lnx     ，

令 ( ) xg x e x  ，

则 ( ) 1 0xg x e    ，

所以 ( )g x 是增函数，

所以 3 3ax lnxe ax e lnx   等价于 ( ) (3 )g ax g lnx ，

所以 3 ( 0)ax lnx x  ，

所以
3lnxa

x
 ，

令
3( ) lnxh x

x
 ，

2

3 3( ) lnxh x
x


  ，



所以在 (0, )e 上， ( ) 0h x  ， ( )g x 单调递增，

在 ( , )e  上， ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递减，

所以 ( )maxh x h （e） 3
e

 ，

所以实数 a的取值范围为
3(
e
， ) ．

故选： D ．

4．（2023•香坊区校级三模）设实数 0a  ，对任意的 3

1( , )x
e

  ，不等式
2

2 1
2

ax
ax lnx ee

a a ax
 …

恒成立，则实数 a的取值范围是 (　　 )

A．
1( , )
e

 B． 1[ , )
2e

 C． 1(0, )
e

D． 2

1[ , )
e



【解答】解：因为
2

2 1
2

ax
ax lnx ee

a a ax
 … ，

所以 2 22 2 2ax axaxe xlnx x e … ，

所以 2 22 2 2ax axaxe e xlnx x … ，

所以 2 2 22 2ax ax axe lne e xlnx x … ，

令 ( ) 2g x xlnx x  ，则 2( ) ( )axg e g x… ，

1( ) 2 3g x lnx x lnx
x

       ，

令 ( ) 0g x  ，得 3

1x
e

 ，

所以在 3

1(
e

， ) 上， ( ) 0g x  ， ( )g x 单调递增，

所以当 3

1(x
e

 ， ) 时， 2axe x… ，

因为对任意的 3

1( , )x
e

  ，不等式
2

2 1
2

ax
ax lnx ee

a a ax
 … 恒成立，

所以对任意的 3

1(x
e

 ， ) ，不等式 2axe x… 恒成立，

即对任意的 3

1(x
e

 ， ) ，不等式 2 lnxa
x

… 恒成立，

令 ( ) lnxh x
x

 ，

2 2

1
1( )

x lnx lnxxh x
x x

  
   ，



令 ( ) 0h x  得 x e ，

所以在 (0, )e 上 ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递增，

在 ( , )e  上 ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递减，

所以 ( )maxh x h （e） 1
e

 ，

所以
12a
e

… ，

所以
1
2

a
e

… ，

所以实数 a的取值范围为
1[
2e

， ) ，

故选： B ．

5．（2021 秋•周口月考）若不等式
1xe x ln mx lnm
x

  … 对任意 0x  恒成立，则正实数m 的

最大值为 (　　 )

A．2 B． e C．3 D． 2e

【解答】解：由题意得， ( )xe x mx ln mx … ，

即 ( )x xe lne mx ln mx … ，

令 ( )f x x lnx  ，

所以函数 ( )f x 在 (0, ) 上单调递增，

从而不等式转化为 ( ) ( )xf e f mx… ，

则 xe mx… ，

即
xe m

x
… ，

令 ( )
xeg x

x
 ，

则 2

( 1)( )
xe xg x

x


  ，

当 0 1x  时， ( ) 0g x  ， ( )g x 单调递减，

当 1x  时， ( ) 0g x  ， ( )g x 单调递增，

所以当 1x  时， ( )g x 有最小值，



即 ( )ming x g （1） e ，

则m 的最大值为 e ，

故选： B ．

6．（2021•沙坪坝区校级开学）设实数 0  ，若对任意的 (1, )x   ，不等式 3 0
3

x lnxe 


 … 恒

成立，则实数 的取值范围是 (　　 )

A．
1[ , )
e

 B． 1[ , )
3e

 C．[e， ) D．[3e， )

【解答】解：因为 0  ，不等式 3 0
3

x lnxe 


 … 成立，即 33 xe lnx … ，

转化为 33 x lnxxe xlnx e lnx  … 恒成立，

构造函数 ( ) ( 0)xg x xe x  ，

可得 ( ) ( 1)x x xg x e xe x e     ，

当 0x  时， ( ) 0g x  ， ( )g x 单调递增，

则不等式 3 0
3

x lnxe 


 … 恒成立等价于 (3 ) ( )g x g lnx … 恒成立，

即3 x lnx … 恒成立，进而转化为3 lnx
x

… 恒成立，

设 ( ) lnxh x
x

 ，可得 2

1( ) lnxh x
x


  ，

当 0 x e  时， ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递增，

当 x e 时， ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递减，

所以当 x e ，函数 ( )h x 取得最大值 h（e） 1
e

 ，

所以
13
e

… ，

所以实数 的取值范围为
1[
3e

， ) ，

故选： B ．

7．（2021 春•利通区校级月考）已知函数 ( ) 2x xf x e e x   ，若不等式 2( ) (1 2 ) 0f ax f ax  …

对 x R  恒成立，则实数 a的取值范围是 (　　 )

A． (0 ， ]e B．[0 ， ]e C．[0 ，1] D． (0 ，1]



【 解 答 】 解 ： 因 为 ( ) 2x xf x e e x   的 定 义 域 为 R 关 于 原 点 对 称 ， 且

( ) 2 ( )x xf x e e x f x      ，

所以 ( )f x 为 R 上的奇函数，

又因为
1( ) 2x

xf x e
e

    ，

而
1 12 2x x

x xe e
e e

  … ，当且仅当
1x

xe
e

 ，即 0x  时等号成立，

故
1( ) 2 0x

xf x e
e

    … 恒成立，

所以 ( )f x 为 R 上的增函数，

不等式 2( ) (1 2 ) 0f ax f ax  … 对 x R  恒成立，

即 2( ) (1 2 )f ax f ax … 对 x R  恒成立，

即 2( ) ( 1 2 )f ax f ax … 对 x R  恒成立，

即 2 2 1ax ax … 对 x R  恒成立，

即 2 2 1 0ax ax  … 对 x R  恒成立，

当 0a  时，不等式恒成立，

当 0a  时，则 2

0
( 2 ) 4 0

a
a a


   V „

，

解得 0 1a „ ，

综上所述， [0a  ，1]，

故选：C ．

8．（2023•辽宁一模）设 0k  ，若不等式 ( ) 0xkln kx e „ 在 0x  时恒成立，则 k 的最大值为 (　　

)

A． e B．1 C． 1e D． 2e

【解答】解：对于 ( ) 0xkln kx e „ ，即 ( )
xeln kx

k
„ ，

因为 ( )y ln kx 是
xey

k
 的反函数，

所以 ( )y ln kx 与
xey

k
 关于 y x 对称，原问题等价于

xe x
k

… 对一切 0x  恒成立，即
xek

x
„ ，



令 ( )
xef x

x
 ，则 2

( 1)( )
xx ef x

x
  ，

当 0 1x  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减；当 1x  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增，

所以 ( )minf x f （1） e ，

所以 k e„ ，

所以 k 的最大值为 e ．

故选： A．

9．（2022•秦皇岛开学）已知 0a  ，若对任意的 10, ax lnxx a e
e

  … 恒成立，则实数 a的最小

值为 (　　 )

A． e B． 1
e

C． 2e D． 2

1
e

【 解 答 】 解 ： 当 0x  时 ， 1ax lnxa e
e

 … 得 axae lnx… ， 即 ax lnxax e xlnx e lnx  … ． 设

( ) ( 0)xf x xe x  ，

则原不等式等价于 ( ) ( )f ax f lnx… ，因为 ( ) 0x xf x e x e     ，

故 ( )f x 在 (0, ) 上单调递增，故 ax lnx… 对任意的 0x  恒成立，即
lnxa
x

… 对任意的 0x  恒

成立，

设 2

1( ) , ( )lnx lnxg x g x
x x

  ，当 (0, )x e 时， ( ) 0g x  ，当 ( , )x e  时， ( ) 0g x  ，

( )g x 在 (0, )e 上单调递增，在 ( , )e  上单调递减，所以
1( ) ( )maxg x g e
e

  ，

1a
e

 … ，

故选： B ．

10．（2023 春•湖北期中）若存在正实数 x ，使得不等式
1 2 2( 0)axlnx ln a
a

 … 成立 (e 是自然

对数的底数），则 a的最大值为 (　　 )

A．
2

e
ln

B． 2ln
e

C． 1
2eln

D．
2

2
ln

【解答】解： 2
1 2 2 2 log 2

2
ax ax axlnxlnx ln a x x ax

a ln
     … … …

设 ( ) 2xf x x  ，则 ( ) 2 2 2 2 (1 2) 0x x xf x x ln x ln         ，



则 ( )f x 在 (0, ) 上单增，

则 2
2 2 2

loglog 2 (log ) ( ) logax xx x ax f x f ax x ax a
x

    … … … …

设 2log( ) xg x
x

 ，则
2

2 2

1 log 12( )
2

x x lnxx lng x
x x ln

    ，

当 (0, )x e 时， ( ) 0g x  ，当 ( , )x e  时， ( ) 0g x 

得 ( )g x 在 (0, )e 上单增，在 ( , )e  上单减，

则当 x e 时 ( )g x 取得最大值 2log 1( )
2

eg e
e eln

  ，故
1

2
a

eln
„ ，

a的最大值为
1

2eln
．

故选：C ．

11．（2023 春•渝中区校级期末）若 (1, )x   时，关于 x 的不等式 1 0a xax lnx e  „ 恒成立，

则 a的取值范围为 (　　 )

A．
1( , ]
e

 B． ( ， ]e C． 1(0, ]
e

D．
1( , ]e
e

【解答】解：由 1 0a xax lnx e  „ ，可得 a xax lnx xe„ ，即 a a xx lnx xe„ ，

即
aa lnx xlnx e xe„ ，

设 ( ) xf x xe ，则 ( ) ( )af lnx f x„ 在 (1, ) 上恒成立，

又 ( ) ( 1)x x xf x e xe x e     ，

则函数 ( )f x 在 ( , 1)  上单调递减，在 (1, ) 上单调递增，

且当 0x  时， ( ) 0f x  ，当 0x  时， ( ) 0f x  ，

当 0a„ 时，由于 (1, )x   ，则 0alnx„ ，

此时 ( ) 0f alnx „ ， ( ) 0f x  ，满足 ( ) ( )af lnx f x„ 在 (1, ) 上恒成立；

当 0a  时，由于 (1, )x   ，则 0alnx  ，

要使 ( ) ( )af lnx f x„ 在 (1, ) 上恒成立，

则需 alnx x„ ，即
xa

lnx
„ 在 (1, ) 上恒成立，
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