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专题 03  函数的概念与性质

（思维构建+知识盘点+重点突破+方法技巧）

知识点 1  函数的有关概念

1、函数的概念：一般地，设 ,A B 是非空的数集，如果对于集合 A中的任意一个数 x，按照某种确定的对应

关系 f ，在集合 B中都有唯一确定的 y 和它对应，那么就称 :f A B 为从集合 A到集合 B的一个函数，

记作 ( ),y f x x A  .

2、函数的三要素：

（1）在函数 ( ),y f x x A  中， x叫做自变量， x的取值范围 A叫做函数的定义域；

（2）与 x的值相对应的 y 值叫做函数值，函数值的集合{f(x)|x∈A}叫做函数的值域。显然，值域是集合 B

的子集．

（3）函数的对应关系： ( ),y f x x A  .

3、相等函数与分段函数

（1）相等函数：如果两个函数的定义域和对应关系完全一致，则这两个函数相等，这是判断两函数相等的

依据．
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（2）分段函数：在函数定义域内，对于自变量 x取值的不同区间，有着不同的对应关系，这样的函数称为

分段函数。分段函数的定义域是各段定义域的并集，值域是各段值域的并集。分段函数虽然是由几个部分

构成，但它表示的是一个函数，各部分函数定义域不可以相交。

知识点 2  函数的单调性

1、单调函数的定义

设函数 f(x)的定义域为 I.如果对于定义域 I 内某个区间 D 上的任意两个自变量的值 21 , xx ，

当 21 xx  时，都有 )()( 21 xfxf  ，那么就说函数 f(x)在区间 D 上是单调递增函数。

当 21 xx  时，都有 )()( 21 xfxf  ，那么就说函数 f(x)在区间 D 上是单调递减函数。

单调性的图形趋势（从左往右）

          
上升趋势                 下降趋势

2、函数的单调区间

若函数 y＝f(x)在区间 D 上是增函数或减函数，则称函数 y＝f(x)在这一区间上具有(严格的)单调性，区间 D

叫做 y＝f(x)的单调区间．

【注意】

（1）函数单调性关注的是整个区间上的性质，单独一点不存在单调性问题，

故单调区间的端点若属于定义域，则区间可开可闭，若区间端点不属于定义域则只能开．

（2）单调区间 D⊆定义域 I.

（3）遵循最简原则，单调区间应尽可能大；

（4）单调区间之间可用“，”分开，不能用“∪”，可以用“和”来表示；

3、函数单调性的性质

若函数 )(xf 与 )(xg 在区间 D 上具有单调性，则在区间 D 上具有以下性质：

（1） )(xf 与 Cxf )( （C 为常数）具有相同的单调性.

（2） )(xf 与 )(xf 的单调性相反.

（3）当 0a 时， )(xaf 与 )(xf 单调性相同；当 0a 时， )(xaf 与 )(xf 单调性相反.

（4）若 )(xf ≥0，则 )(xf 与 )(xf 具有相同的单调性.

（5）若 )(xf 恒为正值或恒为负值，则当 0a 时， )(xf 与
)(xf

a
具有相反的单调性；

当 0a 时， )(xf 与
)(xf

a
具有相同的单调性.
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（6） )(xf 与 )(xg 的和与差的单调性（相同区间上）:

简记为：↗ ↗↗;（2）↘ ↘↘;（3）↗﹣↘=↗;（4）↘﹣↗=↘.

（7）复合函数的单调性：对于复合函数 y＝f[g(x)]，

若 t＝g(x)在区间(a，b)上是单调函数，且 y＝f(t)在区间(g(a)，g(b))或(g(b)，g(a))上是单调函数

若 t＝g(x)与 y＝f(t)的单调性相同，则 y＝f[g(x)]为增函数

若 t＝g(x)与 y＝f(t)的单调性相反，则 y＝f[g(x)]为减函数．简称“同增异减”．

知识点 3  函数的奇偶性

1、函数的奇偶性

奇偶性 定义 图象特点

偶函数
如果对于函数 ( )f x 的定义域内任意一个 x，都

有 ( ) ( )f x f x  ，那么函数 f(x)是偶函数
关于 y 轴对称

奇函数
如果对于函数 f(x)的定义域内任意一个 x，都有

( ) ( )f x f x   ，那么函数 ( )f x 是奇函数
关于原点对称

2、函数奇偶性的几个重要结论

（1） ( )f x 为奇函数⇔ ( )f x 的图象关于原点对称； ( )f x 为偶函数⇔ ( )f x 的图象关于 y 轴对称．

（2）如果函数 ( )f x 是偶函数，那么 ( ) ( )f x f x ．

（3）既是奇函数又是偶函数的函数只有一种类型，即 ( ) 0f x  ，x∈D，其中定义域 D 是关于原点对称的非

空数集．

（4）奇函数在两个对称的区间上具有相同的单调性，偶函数在两个对称的区间上具有相反的单调性．

（5）偶函数在关于原点对称的区间上有相同的最大(小)值，取最值时的自变量互为相反数；奇函数在关于

原点对称的区间上的最值互为相反数，取最值时的自变量也互为相反数．

知识点 4  函数的周期性

1、周期函数的定义

对于函数 ( )y f x ，如果存在一个非零常数 T，使得当 x 取定义域内的任何值时，都有     f x T f x ，那

么就称函数 ( )f x 为周期函数，称 T 为这个函数的周期．

2、最小正周期：如果在周期函数 ( )f x 的所有周期中存在一个最小的正数，那么这个最小正数就叫做 ( )f x 的

最小正周期．

知识点 5  函数的对称性

1、关于线对称

若函数 ( )y f x 满足 ( ) ( )f a x f b x   ，则函数 ( )y f x 关于直线
2

a bx 
 对称，特别地，当 a＝b＝0 时，

函数 ( )y f x 关于 y 轴对称，此时函数 ( )y f x 是偶函数．

2、关于点对称
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若函数 ( )y f x 满足 ，则函数 ( )y f x 关于点(a，b)对称，特别地，当 a＝0，b＝0 时，

( ) ( )f x f x   ，则函数 ( )y f x 关于原点对称，此时函数 ( )f x 是奇函数．

重难点 01 求函数值域的七种方法

法一、单调性法：如果一个函数为单调函数，则由定义域结合单调性可快速求出函数的最值(值域)．

（1）若函数 y＝f(x)在区间[a，b]上单调递增，则 ymax＝f(b)，ymin＝f(a)．

（2）若函数 y＝f(x)在区间[a，b]上单调递减，则 ymax＝f(a)，ymin＝f(b)．

（3）若函数 y＝f(x)有多个单调区间，那就先求出各区间上的最值，再从各区间的最值中决定出最大(小)

值．函数的最大(小)值是整个值域范围内的最大(小)值．

【典例 1】（23-24 高三·全国·专题）函数   2
2

1
f x

x



（  2,6x  ）的最大值为（    ）

A．2 B．
2
3

C．
2
5

D．
2

35

【答案】B

【解析】因为函数 2 1y x  在 2,6 上单调递增，

所以根据单调性的性质知：函数   2
2

1
f x

x



在 2,6 上单调递减，

所以当 2x  时，函数   2
2

1
f x

x



取到最大值为   2

2 22
2 1 3

f  


.故选：B

【典例 2】（23-24 高三·全国·专题）函数   lgf x x x  的定义域为
1 ,10

10
 
  

，则值域为（    ）

A．
9 ,11

10
   

B．
9 ,11

10
 
  

C．
99,

10
   

D． 9,11

【答案】A

【解析】因为函数   lgf x x x  的定义域为
1 ,10

10
 
  

，

且 lg ,y x y x  在
1 ,10

10
 
  

内单调递增，可知  f x 在
1 ,10

10
 
  

内单调递增，

可知  f x 在
1 ,10

10
 
  

内的最小值为
1 9

10 10
f     

 
，最大值为  10 11f  ，

所以值域为
9 ,11

10
   

.故选：A.

   2 2  f a x b f x
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法二、图象法：作出函数的图象，通过观察曲线所覆盖函数值的区域确定值域，以下函数常会考虑进行数

形结合．

（1）分段函数：尽管分段函数可以通过求出每段解析式的范围再取并集的方式解得值域，但对于一些便于

作图的分段函数，数形结合也可很方便的计算值域．

（2） 的函数值为多个函数中函数值的最大值或最小值，此时需将多个函数作于同一坐标系中，然后确

定靠下(或靠上)的部分为该 函数的图象，从而利用图象求得函数的值域．

【典例 1】（23-24 高三上·河南新乡·月考）对 Rx  ，用  M x 表示  f x ，  g x 中的较大者，记为

      max ,M x f x g x ，若函数     2max 3, 1M x x x    ，则  M x 的最小值为           .

【答案】1

【解析】当  23 1x x    ，即 2 2 0x x   ，即 1 2x   时，   3M x x   ，

当  23 1x x    ， 2 2 0x x   ，即 2x  或 1x   时，    21M x x  ，

所以  
 

     2

3, 1,2

1 , , 1 2,

x x
M x

x x  

    
     

，

函数图象如图所示：

由图可得，函数  M x 在  , 1  ，  1, 2 上递减，在  2, 上递增，

所以    min
2 2 3 1M x M     .

【典例 2】（23-24 高三上·重庆北碚·月考）高斯是德国著名的数学家，近代数学奠基者之一，用其名字命名

的“高斯函数”为：对于实数 x ，符号[ ]x 表示不超过 x 的最大整数，例如[ e] 3   ，[2.1] 2 ，定义函数

( ) [ ]f x x x  ，则函数 ( )f x 的值域为      .

【答案】[0,1)

【解析】由高斯函数的定义可得：

当0 1x  时，[ ] 0x  ，则 [ ]x x x  ，

 f x

 f x
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当1 2x  时，[ ] 1x  ，则 [ ] 1x x x   ，

当2 3x  时，[ ] 2x  ，则 [ ] 2x x x   ，

当3 4x  时，[ ] 3x  ，则 [ ] 3x x x   ，

易见该函数具有周期性，绘制函数图象如图所示，

由图象知 ( )f x 的值域为[0,1) .

法三、配方法：主要用于二次函数或可化为二次函数的函数，要特别注意自变量的取值范围.

【典例 1】（23-24 高三上·全国·专题）函数   2 2 3f x x x    的值域是（    ）

A． 0,2 B． 0,  C． 2, D．    0,2 2,U

【答案】A

【解析】令 2 2 3 0x x    得， 3 1x   ，故定义域为 3,1 ，

     22 2 3 1 4 0,2f x x x x         .故选：A

【典例 2】（2023 高三·江西萍乡·开学考）函数 2
1

2
y

x x


  
的值域为        .

【答案】
4( ,0) [ , )
9

 U

【解析】由题得 2 2 0, 1x x x       且 2x  .

因为
2 21 9 92 ( )

2 4 4
x x x        , 且 2 2 0x x    .

所以原函数的值域为
4( ,0) [ , )
9

 U .

法四、换元法：换元法是将函数解析式中关于 x 的部分表达式视为一个整体，并用新元 t 代替，将解析式化

归为熟悉的函数，进而解出最值(值域)．

（1）在换元的过程中，因为最后是要用新元解决值域，所以一旦换元，后面紧跟新元的取值范围．

（2）换元的作用有两个：

①通过换元可将函数解析式简化，例如当解析式中含有根式时，通过将根式视为一个整体，换元后即
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可“消灭”根式，达到简化解析式的目的．

②可将不熟悉的函数转化为会求值域的函数进行处理

【典例 1】（2023 高三上·广东河源·开学考试）函数   2 1f x x x   的最大值为      .

【答案】
17
8

【解析】令  1 0x t t   ，则 21x t  ，所以  
2

2 1 172 2 2 0
4 8

y t t t t          
 

，

由二次函数的性质知，对称轴为
1
4

t  ，开口向下，

所以函数
21 172

4 8
y t     

 
在

10,
4

 
  

单调递增，在
1 ,
4

  
 

上单调递减.

所以当
1 1
4

t x   ，即
15
16

x  时，

( )f x 取得最大值为 max
15 15 15 17( ) ( ) 1
16 8 16 8

f x f     .

【典例 2】（23-24 高三·全国·专题）函数 1 1 2y x x    的值域为（    ）

A．
1,
2

   
B． 0 +， C．

1 ,
2

   
D．

1 ,
2

  
 

【答案】C

【解析】令 1 2x t  ，  0t  ，则
21

2
tx 

 ，

所以函数
 22 2 11 11

2 22 2
tt ty t t


       ，函数在 0,+ 上单调递增，

0t 时， y 有最小值
1
2 ，

所以函数 1 1 2y x x    的值域为
1 ,
2

   
.故选：C

法五、分离常数法：主要用于含有一次的分式函数，

形如 或 （ ， 至少有一个不为零）的函数，求其值域可用此法

以 为例，解题步骤如下：





ax by
cx d

2  



ax bx ey

cx d
a c





ax by
cx d
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第一步，用分子配凑出分母的形式，将函数变形成 的形式，

第二步，求出函数 在定义域范围内的值域，进而求出 的值域。

【典例 1】（2024 高三·全国·专题练习）函数
1
2 5

xy
x





的值域为        ．

【答案】{ | Ry y  且
1}
2

y  

【解析】函数的定义域为
5{ | }
2

y y   ，

 1 5 52 51 1 12 2 2
2 5 2 5 2 2 5 2

xxy
x x x

  
      

  
，

故函数的值域为{ |y y  R 且
1}
2

y   .

【典例 2】（2024 高三下·北京怀柔·模拟预测）已知函数  
2

2
4

2 1
xf x

x



，则对任意实数 x，函数  f x 的值域

是（    ）

A．  0,2 B．  0,2 C． 0,2 D． 0,2

【答案】C

【解析】依题意，  
2

2 2
2(2 22

2 1 2 1
1) 2xf x

x x





 
 

，

显然 22 1 1x   ，则 2

20
2

2
1x




 ，于是 2

20 2 2
2 1x

 


 ，

所以函数  f x 的值域是 0,2 .故选：C

法六、判别式法：主要用于含有二次的分式函数，形如：

将函数式化成关于 x 的方程，且方程有解，用根的判别式求出参数 y 的取值范围，即得函数的值域。应

用判别式法时必须考虑原函数的定义域，并且注意变形过程中的等价性。

另外，此种形式还可使用分离常数法解法。

【典例 1】（23-24 高三·全国·专题练习）求函数
2

2

2 2
1

x xy
x x

 


 
的值域.

【答案】[1,5]

 


a ey
c cx d



ey

cx d





ax by
cx d

fexdx
cbxaxy





2

2
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【解析】显然 2 1 0x x   恒成立，即原函数定义域为R ，

由
2

2

2 2
1

x xy
x x

 


 
，得 2( 2) ( 1) 2 0y x y x y      ，

当 2y  时， 0x  ，符合题意；

当 2y  时，由 x R，得 2( 2) ( 1) 2 0y x y x y      恒有实数根，

因此 2 2( 1) 4( 2) 0y y      ，解得1 5y  且 2y  ，

所以函数
2

2

2 2
1

x xy
x x

 


 
的值域为[1,5] .

【典例 2】（23-24 高三上·全国·专题练习）函数 2

1
6 7

xy
x x




 
， 0x  的值域为              ．

【答案】
2 2 1, ,
4 7

 
             

【解析】因为 2

1
6 7

xy
x x




 
，整理得  2 6 1 7 1 0    yx y x y ，

可知关于 x 的方程  2 6 1 7 1 0    yx y x y 有正根，

若 0y  ，则 1 0x   ，解得 1x  ，符合题意；

若 0y  ，则
2 1 16 7 0 

     
 

x x
y y

，

可得

16
0

2
17 0

y

y

 





 


或
2

16
0

2
1 1Δ 6 4 7 0

y

y y

 



    
        
    

，解得
1 7 
y 或

1 2 2 4 
y 且

1 0
y ，

则
1 0
7

  y 或 0y  或
2 2
4

y 
  ；

综上所述：
1
7

 y 或
2 2
4

y 
  ，

即函数 2

1
6 7

xy
x x




 
， 0x  的值域为

2 2 1, ,
4 7

 
             

.

法七、导数法：对可导函数 ( )f x 求导，令 ( ) 0f x  ，求出极值点，判断函数的单调性：

如果定义域时闭区间，额函数的最值一定取在极值点处或区间端点处；

如果定义域是开区间且函数存在最值，则函数最值一定取在极值点处。



                                                                          高中数学精编资源                                                                                                       

 10 / 10

以上内容仅为本文档的试下载部分，为可阅读页数的一半内容。如要下载

或阅读全文，请访问：https://d.book118.com/118062050124006123

https://d.book118.com/118062050124006123

