
重难点 08 导数常考经典压轴小题全归类【十大题型】

【新高考专用】

导数是高考数学的重要内容，是高考必考的重点、热点内容，主要涉及导数的运算及几何意义，利用

导数研究函数的单调性、极值和最值，函数零点问题、不等式恒（能）成立问题等，考查分类讨论、数形

结合、转化与化归等思想.

从近几年的高考情况来看，导数的运算和几何意义是高考命题的热点，多以选择题、填空题形式考查，

难度较小；利用导数研究函数的单调性、极值、最值多在选择题、填空题靠后的位置考查，难度中等偏上，

属综合性问题，解题时要灵活求解．



【知识点 1  导数的运算的方法技巧】

1．导数的运算的方法技巧

(1)求函数的导数要准确地把函数拆分成基本初等函数的和、差、积、商，再利用运算法则求导.

(2)抽象函数求导，恰当赋值是关键，然后活用方程思想求解.

(3)复合函数求导，应由外到内逐层求导，必要时要进行换元.

【知识点 2  切线方程的求法】

1．求曲线“在”某点的切线方程的解题策略：

①求出函数 y=f(x)在 x=x0处的导数，即曲线 y=f(x)在点(x0,f(x0))处切线的斜率；

②在已知切点坐标和切线斜率的条件下，求得切线方程为 y=y0+f'(x0)(x-x0).

2．求曲线“过”某点的切线方程的解题通法：

①设出切点坐标 T(x0,f(x0))(不出现 y0)；

②利用切点坐标写出切线方程：y=f(x0)+f'(x0)(x-x0)；

③将已知条件代入②中的切线方程求解.

【知识点 3  导数中函数单调性问题的解题策略】

1．确定函数单调区间的步骤；

(1)确定函数 f(x)的定义域；

(2)求 f'(x)；

(3)解不等式 f'(x)>0，解集在定义域内的部分为单调递增区间；

(4)解不等式 f'(x)<0，解集在定义域内的部分为单调递减区间.

2．含参函数的单调性的解题策略：

(1)研究含参数的函数的单调性，要依据参数对不等式解集的影响进行分类讨论.

(2)若导函数为二次函数式，首先看能否因式分解，再讨论二次项系数的正负及两根的大小；若不能因

式分解，则需讨论判别式△的正负，二次项系数的正负，两根的大小及根是否在定义域内.

3．根据函数单调性求参数的一般思路：

(1)利用集合间的包含关系处理：y=f(x)在(a,b)上单调，则区间(a,b)是相应单调区间的子集.

(2)f(x)为增(减)函数的充要条件是对任意的 x∈(a,b)都有 f'(x)≥0(f'(x)≤0)，且在(a,b)内的任一非空子区间上，

f'(x)不恒为零，应注意此时式子中的等号不能省略，否则会漏解.

(3)函数在某个区间上存在单调区间可转化为不等式有解问题.

【知识点 4  函数的极值与最值问题的解题思路】

1．运用导数求函数 f(x)极值的一般步骤：

(1)确定函数 f(x)的定义域；

(2)求导数 f'(x)；

(3)解方程 f'(x)=0，求出函数定义域内的所有根；

(4)列表检验 f'(x)在 f'(x)=0 的根 x0左右两侧值的符号；

(5)求出极值.

2．根据函数极值求参数的一般思路：

已知函数极值，确定函数解析式中的参数时，要注意：根据极值点的导数为 0 和极值这两个条件列方



程组，利用待定系数法求解.

3．利用导数求函数最值的解题策略：

(1)利用导数求函数 f(x)在[a,b]上的最值的一般步骤：

①求函数在(a,b)内的极值；

②求函数在区间端点处的函数值 f(a)，f(b)；

③将函数 f(x)的各极值与 f(a)，f(b)比较，其中最大的一个为最大值，最小的一个为最小值.

(2)求函数在无穷区间(或开区间)上的最值的一般步骤：

求函数在无穷区间(或开区间)上的最值，不仅要研究其极值情况，还要研究其单调性，并通过单调性和

极值情况，画出函数的大致图象，然后借助图象观察得到函数的最值.

【知识点 5  导数的综合应用】

1．导数中函数的零点（方程的根）的求解策略

(1)利用导数研究方程根（函数零点）的技巧

①研究方程根的情况，可以通过导数研究函数的单调性、最大值、最小值、变化趋势等．

②根据题目要求，画出函数图象的走势规律，标明函数极（最）值的位置．

③利用数形结合的思想去分析问题，可以使问题的求解有一个清晰、直观的整体展现．

(2)已知函数零点个数求参数的常用方法

①分离参数法：首先分离出参数，然后利用求导的方法求出构造的新函数的最值，根据题设条件构建

关于参数的不等式，再通过解不等式确定参数范围．

②分类讨论法：结合单调性，先确定参数分类的标准，在每个小范围内研究零点的个数是否符合题意，

将满足题意的参数的各小范围并在一起，即为所求参数范围．

2．导数中恒成立、存在性问题的求解策略

恒成立（或存在性）问题常常运用分离参数法，转化为求具体函数的最值问题．

如果无法分离参数，可以考虑对参数或自变量进行分类讨论，利用函数性质求解，常见的是利用函数

单调性求解函数的最大、最小值；当不能用分离参数法或借助于分类讨论解决问题时，还可以考虑利用函

数图象来求解，即利用数形结合思想解决恒成立（或存在性）问题，此时应先构造函数，结合函数图象，

利用导数来求解．

3．导数中的双变量问题

导数中的双变量问题往往以双参数不等式的形式呈现，要想解决双变量问题，就需要掌握破解双参数

不等式的方法：

一是转化，即由已知条件入手，寻找双参数满足的关系式，并把含双参数的不等式转化为含单参数的

不等式；

二是巧构函数，再借用导数，判断函数的单调性，从而求其最值；

三是回归双参的不等式的证明，把所求的最值应用到双参不等式，即可证得结果．



【题型 1  导数的运算】

【例 1】（2024·湖北·一模）已知函数𝑓(𝑥) = e𝑥−𝑓′(1)𝑥，则（    ）

A．𝑓(1) = −
e
2 B．𝑓′(1) = −

e
2

C．𝑓(2) = e2−e D．𝑓′(2) = e2−e

【解题思路】求导，通过赋值逐项判断即可.

【解答过程】因为𝑓(𝑥) = e𝑥−𝑓′(1)𝑥，所以𝑓′(𝑥) = e𝑥−𝑓′(1)，

则𝑓′(1) = e−𝑓′(1)，所以𝑓′(1) =
e
2，

则𝑓(𝑥) = e𝑥−
e
2𝑥，所以𝑓(1) =

e
2,𝑓′(2) = e2−

e
2,𝑓(2) = e2−e.

故选：C.

【变式 1-1】（2024·全国·模拟预测）已知函数𝑓(𝑥)的定义域为R，若𝑓(2𝑥−1) +3，𝑓′(𝑥−2)都是奇函数，且

𝑓′(1) = −2𝑓(−1)，则
2025

𝑘=1
𝑓′(𝑘) = （    ）

A．6 B．−9 C．3 D．−12

【解题思路】利用奇函数的性质得到𝑓(2𝑥−1) +3 = −𝑓(−2𝑥−1)−3，然后通过求导得到𝑓′(2𝑥−1) = 𝑓′

(−2𝑥−1)，再结合𝑓′(𝑥−2)为奇函数得到𝑓′(𝑥)的周期，根据𝑓(2𝑥−1) +3为奇函数和𝑓′(1) = −2𝑓(−1)得到𝑓′

(1)，最后利用周期性计算即可.

【解答过程】由𝑓(2𝑥−1) +3为奇函数可得𝑓(2𝑥−1) +3 = −𝑓(−2𝑥−1)−3，

两边分别求导可得2𝑓′(2𝑥−1) = 2𝑓′(−2𝑥−1)， 

即𝑓′(2𝑥−1) = 𝑓′(−2𝑥−1)，故𝑓′(𝑥−1) = 𝑓′(−𝑥−1)，所以𝑓′(𝑥−2) = 𝑓′(−𝑥)，

又𝑓′(𝑥−2)为奇函数，所以𝑓′(𝑥−2) = −𝑓′(−𝑥−2)，可得𝑓′(−𝑥) = −𝑓′(−𝑥−2)，

故𝑓′(𝑥 + 2) = −𝑓′(𝑥)，从而𝑓′(𝑥 + 4) = 𝑓′(𝑥)，

故4是𝑓′(𝑥)的一个周期，

在𝑓′(𝑥 + 2) = −𝑓′(𝑥)中，分别令𝑥 = 1和2可得：𝑓′(3) = −𝑓′(1)，𝑓′(4) = −𝑓′(2)，

所以𝑓′(1) + 𝑓′(2) + 𝑓′(3) + 𝑓′(4) = 0． 

由𝑓(2𝑥−1) +3为奇函数可得𝑓(−1) +3 = 0， 

故𝑓′(1) = −2𝑓(−1) = 6，所以
2025

𝑘=1
𝑓′(𝑘) = 506 × 0 + 𝑓′(1) = 6．

故选：A.



【变式 1-2】（2024·山东·二模）已知𝑓(𝑥)为定义在𝑅上的奇函数，设𝑓′(𝑥)为𝑓(𝑥)的导函数，若𝑓(𝑥) = 𝑓(2−𝑥)

+4𝑥−4，则𝑓′(2023) = （    ）

A．1 B．−2023 C．2 D．2023

【解题思路】根据𝑓(𝑥) = 𝑓(2−𝑥) +4𝑥−4进行𝑓′(𝑥)奇偶性和周期性的推导，得到𝑓′(𝑥)是周期为 4 的偶函数，

从而算出𝑓′(2023)的值.

【解答过程】因为𝑓(𝑥) = 𝑓(2−𝑥) +4𝑥−4，所以两边求导，得𝑓′(𝑥) = −𝑓′(2−𝑥) + 4，

即𝑓′(𝑥) + 𝑓′(2−𝑥) = 4①

因为𝑓(𝑥)为定义在𝑅上的奇函数，则𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥)，

所以两边求导，得𝑓′(𝑥) = 𝑓′(−𝑥)，所以𝑓′(𝑥)是定义在𝑅上的偶函数，

所以𝑓′(2−𝑥) = 𝑓′(𝑥−2)，结合①式可得，𝑓′(𝑥) + 𝑓′(𝑥−2) = 4，

所以𝑓′(𝑥−2) + 𝑓′(𝑥−4) = 4，两式相减得，𝑓′(𝑥) = 𝑓′(𝑥−4)，

所以𝑓′(𝑥)是周期为 4 的偶函数，

所以𝑓′(2023) = 𝑓′(−1) = 𝑓′(1).

由①式，令𝑥 = 1，得𝑓′(1) = 2，所以𝑓′(2023) = 𝑓′(1)=2.

故选：C.

【变式 1-3】（2024·山西晋中·模拟预测）已知函数𝑓(𝑥) = 2𝑥(𝑥−2)(𝑥−22)(𝑥−23)(𝑥−24)(𝑥−25)(𝑥−26)，则

𝑓′(0) = （    ）

A．220 B．221 C．222 D．223

【解题思路】观察𝑓(𝑥)，构造函数𝜑(𝑥) = (𝑥−2)(𝑥−22)(𝑥−23)(𝑥−24)(𝑥−25)(𝑥−26)，利用导数的四则运算

得到𝑓′(𝑥) = 2𝜑(𝑥) + 2𝑥𝜑′(𝑥)，代入𝑥 = 0即可得解.

【解答过程】设𝜑(𝑥) = (𝑥−2)(𝑥−22)(𝑥−23)(𝑥−24)(𝑥−25)(𝑥−26)，

则𝑓(𝑥) = 2𝑥𝜑(𝑥)，故𝑓′(𝑥) = 2𝜑(𝑥) + 2𝑥𝜑′(𝑥)，

所以𝑓′(0) = 2𝜑(0) = 2(0−2)(0−22)(0−23)(0−24)(0−25)(0−26)

= 21+1+2+3+4+5+6 = 222.

故选：C.

【题型 2  函数的切线问题】

【例 2】（2024·江西景德镇·一模）过点𝐴(0,1)且与曲线𝑓(𝑥) = 𝑥3 +2𝑥−1相切的直线方程是（   ）

A．𝑦 = 5𝑥 + 1 B．𝑦 = 2𝑥 + 1

C．𝑦 = 𝑥 + 1 D．𝑦 = −2𝑥 + 1



【解题思路】根据导数几何意义以及斜率公式，计算可得切点坐标，即可求得切线方程.

【解答过程】𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 +2，点A不在曲线上，

设切点为(𝑥0,𝑥3
0 +2𝑥0−1)，则𝑓′(𝑥0) = 3𝑥0

2 +2 = 𝑥3
0+2𝑥0−1−1

𝑥0
，

解得：𝑥0 = −1，得切点(−1,−4)，则𝑘 = 𝑓′(−1) = 5

切线方程为：𝑦 = 5𝑥 + 1，

故选：A．

【变式 2-1】（2024·山东·模拟预测）若过点(1,𝑚)可以作𝑦 = (𝑥 + 1)e𝑥的三条切线，则实数𝑚的取值范围是

（    ）

A．(−4e−2,0) B．(−6e−3,0) C．(−6e−3,2e) D．(e,2e)

【解题思路】设出切点坐标(𝑡,(𝑡 + 1)e𝑡)，求导并利用导数的几何意义求出切线方程，用𝑡表示出𝑚，再构造

函数，利用导数探讨函数图象性质，进而求出𝑚的范围.

【解答过程】依题意，设切点坐标为(𝑡,(𝑡 + 1)e𝑡)，由𝑦 = (𝑥 + 1)e𝑥，求导得𝑦′ = (𝑥 + 2)e𝑥，

则函数𝑦 = (𝑥 + 1)e𝑥的图象在点(𝑡,(𝑡 + 1)e𝑡)处的切线方程为𝑦−(𝑡 + 1)e𝑡 = (𝑡 + 2)e𝑡(𝑥−𝑡)，

由切线过点(1,𝑚)，得𝑚 = (𝑡 + 1)e𝑡 +(𝑡 + 2)e𝑡(1−𝑡) = (−𝑡2 +3)e𝑡，

令𝑔(𝑡) = (−𝑡2 +3)e𝑡，依题意，直线𝑦 = 𝑚与函数𝑦 = 𝑔(𝑡)的图象有 3 个公共点，

𝑔′(𝑡) = (−𝑡2−2𝑡 + 3)e𝑡 = −(𝑡 + 3)(𝑡−1)e𝑡，当𝑡 < −3或𝑡 > 1时，𝑔′(𝑡) < 0，当−3 < 𝑡 < 1时，𝑔′(𝑡) > 0，

则函数𝑔(𝑡)在(−∞,−3),(1, + ∞)上单调递减，在(−3,1)上单调递增，

当𝑡 = −3时，函数𝑔(𝑡)取得极小值𝑔(−3) = −6e−3，而当𝑡 < − 3时，恒有𝑔(𝑡) < 𝑔(− 3) = 0，

又𝑔(2) = −e2 < −6e−3，因此当−6e−3 < 𝑚 < 0时，直线𝑦 = 𝑚与函数𝑦 = 𝑔(𝑡)的图象有 3 个公共点，

所以实数𝑚的取值范围是(−6e−3,0).

故选：B.

【变式 2-2】（2024·广东佛山·一模）若直线𝑦 = 𝑘𝑥与曲线𝑦 = ln𝑥 + 1
2𝑥相切，则𝑘 =   1

2  ．

【解题思路】设出切点坐标𝑃(𝑥0,𝑦0)，求导并利用导数的几何意义与两点间的斜率公式计算可得𝑘 = 1
2.

【解答过程】设直线𝑦 = 𝑘𝑥与曲线𝑦 = ln𝑥 + 1
2𝑥相切于点𝑃(𝑥0,𝑦0)，

求导可得𝑦′ = 1
𝑥− 1

2𝑥2，因此切线斜率𝑘 =
1
𝑥0

−
1

2𝑥2
0

=
2𝑥0−1

2𝑥2
0
，

又切线过原点𝑂(0,0)，可得𝑘𝑃𝑂 =
ln𝑥0+ 1

2𝑥0
−0

𝑥0−0
=

2𝑥0−1
2𝑥2

0
，化简可得𝑥0ln𝑥0−𝑥0 +1 = 0，

令𝑔(𝑥) = 𝑥ln𝑥−𝑥 + 1，则𝑔′(𝑥) = ln𝑥 + 1−1 = ln𝑥，



当𝑥 ∈ (0,1)时，𝑔′(𝑥) < 0，即𝑔(𝑥)在(0,1)上单调递减，

当𝑥 ∈ (1, + ∞)时，𝑔′(𝑥) > 0，即𝑔(𝑥)在(1, + ∞)上单调递增，

所以𝑔(𝑥)在𝑥 = 1处取得极小值，也是最小值，𝑔(1) = 0，即可得𝑔(𝑥) = 𝑥ln𝑥−𝑥 + 1 ≥ 0，

因此可得𝑥0 = 1，即可得𝑘 =
2𝑥0−1

2𝑥2
0

= 1
2.

故答案为：
1
2.

【变式 2-3】（2024·四川成都·模拟预测）已知函数𝑦 = 𝑥的图象与函数𝑦 = 𝑎ln𝑥的图象在公共点处有相同的

切线，则公共点坐标为  (e2,e)  .

【解题思路】设公共点为(𝑥0,𝑦0)，由
1

2 𝑥0
=

𝑎
𝑥0
，可得𝑥0 = 4𝑎2(𝑎 > 0)，进而利用导数可得

𝑥0 = 4𝑎2

𝑎ln𝑥0 = 𝑥0

 
，求

解即可.

【解答过程】函数𝑦 = 𝑎ln𝑥的定义域为(0, + ∞)，可得𝑓′(𝑥) =
𝑎
𝑥，由𝑔′(𝑥) =

1
2 𝑥，

设曲线𝑓(𝑥) = 𝑎ln𝑥与曲线𝑔(𝑥) = 𝑥的公共点为(𝑥0,𝑦0)，

由于在公共点处有共同的切线，所以
1

2 𝑥0
=

𝑎
𝑥0
，所以𝑥0 = 4𝑎2(𝑎 > 0)，

由𝑓(𝑥0) = 𝑔(𝑥0)，可得𝑎ln𝑥0 = 𝑥0，联立可得
𝑥0 = 4𝑎2

𝑎ln𝑥0 = 𝑥0

 
，

解得𝑥0 = e2，所以𝑦0 = e，所以公共点坐标为(e2,e).

故答案为：(e2,e).

【题型 3  导数中函数的单调性问题】

【例 3】（2024·黑龙江佳木斯·模拟预测）若函数𝑓(𝑥) = 1
2𝑥2−3𝑥−4ln𝑥，则函数𝑓(𝑥)的单调递减区间为（   ）

A．(4, + ∞) B．(0,1) C．(0,4) D．(1,4)

【解题思路】求函数𝑓(𝑥)的导数，利用导数小于零并结合定义域得出结果.

【解答过程】函数𝑓(𝑥) = 1
2𝑥2−3𝑥−4ln𝑥，定义域为(0, + ∞)，

由𝑓′(𝑥) = 𝑥−3−4
𝑥 = 𝑥2−3𝑥−4

𝑥 = (𝑥−4)(𝑥+1)
𝑥 ，令𝑓′(𝑥) < 0，解得0 < 𝑥 < 4，

则函数𝑓(𝑥)的单调递减区间为(0,4).

故选：C.

【变式 3-1】（2024·湖北·一模）已知函数𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2−ln𝑥 + 2𝑥是减函数，则𝑎的取值范围为（    ）

A．(−∞,0] B．(−∞,−1] C．(−∞,1] D． −∞,− 1
2



【解题思路】求导得𝑓′(𝑥) = 2𝑎𝑥−1
𝑥 +2，根据题意可得2𝑎 ≤ 1

𝑥2−2
𝑥对𝑥 ∈ (0, + ∞)恒成立，求得

1
𝑥2−2

𝑥的最小值

即可.

【解答过程】由𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2−ln𝑥 + 2𝑥，可得𝑓′(𝑥) = 2𝑎𝑥−1
𝑥 +2，

因为函数𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2−ln𝑥 + 2𝑥是减函数，所以𝑓′(𝑥) ≤ 0对𝑥 ∈ (0, + ∞)恒成立，

即2𝑎𝑥−1
𝑥 +2 ≤ 0对𝑥 ∈ (0, + ∞)恒成立，所以2𝑎 ≤ 1

𝑥2−2
𝑥对𝑥 ∈ (0, + ∞)恒成立，

所以2𝑎 ≤ 1
𝑥2 − 2

𝑥 min
，又

1
𝑥2−2

𝑥 = 1
𝑥

−1
2

−1 ≥ −1，当且仅当𝑥 = 1时等号成立，

所以2𝑎 ≤ −1，所以𝑎 ≤ −1
2，所以𝑎的取值范围为 −∞,− 1

2
.

故选：D.

【变式 3-2】（2024·吉林长春·模拟预测）已知𝑎 = sin1
3,𝑏 = ln3

2,𝑐 = 3−1
2，则（    ）

A．𝑐 < 𝑏 < 𝑎 B．𝑎 < 𝑐 < 𝑏

C．𝑎 < 𝑏 < 𝑐 D．𝑏 < 𝑎 < 𝑐

【解题思路】先构造函数𝑓(𝑥) = 𝑥−sin𝑥,𝑥 ∈ [0,1)，再应用函数单调性得出sin1
3 < 1

3，再根据
3
2

2
< e < 3

2

3
，

取对数判断得出
1
3 < ln3

2<1
2，最后比较可得选项；

【解答过程】设𝑓(𝑥) = 𝑥−sin𝑥,𝑥 ∈ [0,1)，则𝑓′(𝑥) = 1−cos𝑥 ≥ 0，所以𝑓(𝑥)在[0,1)上单调递增，

所以𝑓 1
3

> 𝑓(0) = 0，即
1
3−sin1

3 > 0，所以𝑎 = sin1
3 < 1

3；

因为
3
2

2
< e < 3

2

3
，所以2ln3

2 < 1 < 3ln3
2，即

1
3 < 𝑏 = ln3

2 < 1
2；

又𝑐 = 3−1
2 > 4−1

2 = 1
2，所以𝑎 < 𝑏 < 𝑐．

故选：C．

【变式 3-3】（2024·河南·模拟预测）若函数𝑓(𝑥) =
e𝑥− 𝑎

2
𝑥2 + 3𝑎,0 < 𝑥 < 2,

e𝑥 + 𝑎
2

𝑥2−2𝑎,𝑥 ≥ 2

 

在(0, + ∞)上单调递增，则实数

𝑎的取值范围是（    ）

A． − e2

2
,e B． − e

2
,0 C． − e2

2
,0 D． − e

2
, e

2

【解题思路】根据分段函数的单调性判断方法进行分析，在每一段上通过分离参数求最值得到𝑎的取值范围.

【解答过程】当0 < 𝑥 < 2时，𝑓(𝑥)=e𝑥−
𝑎
2𝑥2 +3𝑎，𝑓′(𝑥)=e𝑥−𝑎𝑥 ≥ 0，

𝑎 ≤ e𝑥

𝑥，令𝑔(𝑥) = e𝑥

𝑥，𝑔′(𝑥) = e𝑥𝑥−e𝑥

𝑥2 = e𝑥(𝑥−1)
𝑥2 ，



令𝑔′(𝑥) > 0，可得1 < 𝑥 < 2，令𝑔′(𝑥) < 0，可得0 < 𝑥 < 1，

故𝑔(𝑥)在(0,1)上单调递减，(1,2)上单调递增，𝑎 ≤ 𝑔(𝑥)min = 𝑔(1) = e；

当𝑥 ≥ 2时，𝑓(𝑥) = e𝑥 +
𝑎
2𝑥2−2𝑎，𝑓′(𝑥) = e𝑥 +𝑎𝑥 ≥ 0，𝑎 ≥ −e𝑥

𝑥，

令ℎ(𝑥) = −e𝑥

𝑥，ℎ′(𝑥) = −e𝑥𝑥−e𝑥

𝑥2 = e𝑥(1−𝑥)
𝑥2 < 0，

故ℎ(𝑥)在[2, + ∞)上单调递减，𝑎 ≥ ℎ(𝑥)max = ℎ(2) = −e2

2，

同时还需满足e2−
𝑎
2 ⋅ 22 +3𝑎 ≤ e2 +

𝑎
2 ⋅ 22−2𝑎，解得𝑎 ≤ 0.

综上，𝑎的取值范围是 − e2

2
,0 .

故选：C.

【题型 4  导数中函数的极值问题】

【例 4】（2024·辽宁·模拟预测）已知函数𝑓(𝑥) = 𝑥 ⋅ (𝑥−𝑐)2在𝑥 = 1处有极大值，则𝑐 = （   ）

A．1 B．2 C．3 D．4

【解题思路】首先根据𝑓′(1) = 0，求𝑐，再代入验证，即可求解.

【解答过程】𝑓′(𝑥) = (𝑥−𝑐)2 +2𝑥(𝑥−𝑐) = (𝑥−𝑐)(3𝑥−𝑐)，

由题意可知，𝑓′(1) = 0，得𝑐 = 1或𝑐 = 3，

当𝑐 = 1时，𝑓′(𝑥) = (𝑥−1)(3𝑥−1) = 0，得𝑥 = 1或𝑥 = 1
3，

当𝑓′(𝑥) > 0，得𝑥 < 1
3或𝑥 > 1，𝑓′(𝑥) < 0，得

1
3 < 𝑥 < 1，

所以函数的单调递增区间是 −∞, 1
3
和(1, + ∞)，单调递减区间是

1
3

,1 ，

所以𝑥 = 1是极小值，故𝑐 ≠ 1，

𝑐 = 3时，𝑓′(𝑥) = (𝑥−3)(3𝑥−3) = 0，得𝑥 = 1或𝑥 = 3，

当𝑓′(𝑥) > 0，得𝑥 < 1或𝑥 > 3，𝑓′(𝑥) < 0，得1 < 𝑥 < 3，

所以函数的单调递增区间是(−∞,1)和(3, + ∞)，单调递减区间是(1,3)，

所以𝑥 = 1是极大值，故𝑐 = 3.

故选：C.

【变式 4-1】（2024·吉林·模拟预测）若函数𝑓(𝑥) = 𝑎ln𝑥 + 3
𝑥−𝑥既有极大值也有极小值，则实数𝑎的取值范围

为（    ）

A．(0,2 3) B．(−∞,−2 3) ∪ (2 3, + ∞)



C．(−∞,−2 3) D．(2 3, + ∞)

【解题思路】求导，分析可知𝑥2−𝑎𝑥 + 3 = 0有 2 个不相等的正根𝑥1,𝑥2，结合二次方程的根的分布列式求解

即可.

【解答过程】由题意可知：𝑓(𝑥)的定义域为(0, + ∞)，且𝑓′(𝑥) =
𝑎
𝑥− 3

𝑥2−1 = −𝑥2−𝑎𝑥+3
𝑥2 ，

若函数𝑓(𝑥)既有极大值也有极小值，则𝑥2−𝑎𝑥 + 3 = 0有 2 个不相等的正根𝑥1,𝑥2，

则
Δ = 𝑎2−12 > 0
𝑥1 + 𝑥2 = 𝑎 > 0

𝑥1𝑥2 = 3 > 0

 

，解得𝑎 > 2 3，

所以实数𝑎的取值范围为(2 3, + ∞).

故选：D.

【变式 4-2】（2024·陕西铜川·模拟预测）已知函数𝑓(𝑥) = e𝑥−1
2𝑥2−𝑎𝑥−𝑎2恰有两个极值点，则 a 的取值范

围是（    ）

A．[0,1] B．(0,1) C．[1, + ∞) D．(1, + ∞)

【解题思路】对函数求导后，令ℎ(𝑥) = 𝑓′(𝑥) = e𝑥−𝑥−𝑎，则只需要ℎ(𝑥)有两个不同的零点，利用导数求得ℎ(𝑥)

在(−∞,0)上单调递减，在(0, + ∞)上单调递增，则ℎ(0) < 0，得𝑎 > 1，再结合零点存在性定理可判断出ℎ(𝑥)

在(−∞,0)和(0, + ∞)上各有一个零点，从而可求得结果.

【解答过程】𝑓(𝑥)的定义域是R，𝑓′(𝑥) = e𝑥−𝑥−𝑎，令ℎ(𝑥) = e𝑥−𝑥−𝑎，

所以ℎ′(𝑥) = e𝑥−1，令ℎ′(𝑥) < 0，解得𝑥 < 0；令ℎ′(𝑥) > 0，解得𝑥 > 0，

所以ℎ(𝑥)在(−∞,0)上单调递减，在(0, + ∞)上单调递增．

要使𝑓(𝑥)恰有两个极值点，则𝑓′(0) = ℎ(0) = 1−𝑎 < 0，解得𝑎 > 1，

此时𝑓′(−𝑎) = e−𝑎−(−𝑎)−𝑎 = e−𝑎 > 0，

所以𝑓′(𝑥)在(−∞,0)上有唯一的零点，

令𝑔(𝑥) = 𝑥−ln𝑥−ln2(𝑥 > 1)，所以𝑔′(𝑥) = 1−1
𝑥 = 𝑥−1

𝑥 ，

所以𝑔(𝑥)在(1, + ∞)上单调递增，所以𝑔(𝑥) > 1−ln2 > 0，

所以𝑥−ln𝑥−ln2 > 0(𝑥 > 1)，

所以𝑓′(ln2𝑎) = eln2𝑎−ln2𝑎−𝑎 = 𝑎−ln𝑎−ln2 > 0，

所以𝑓′(𝑥)在(0, + ∞)上有唯一的零点，

综上，当𝑎 > 1时，𝑓′(𝑥)在R上有两个不同的零点，且零点两侧的函数异号，

所以 a 的取值范围是(1, + ∞)．



故选：D．

【变式 4-3】（2024·江西宜春·模拟预测）已知函数𝑓(𝑥) = e𝑥 + e2−𝑥 +𝑎(𝑥−1)2有 3 个极值点𝑥1,𝑥2,𝑥3，则𝑥1 +

𝑥2 + 𝑥3 = （    ）

A．2𝑎 B．3𝑎 C．2 D．3

【解题思路】将函数有三个极值点转化为导函数有三个变号零点，再根据导函数的对称性即可得出答案.

【解答过程】由题意知𝑓′(𝑥)有三个变号零点，

且三个零点为𝑥1,𝑥2,𝑥3，不妨设𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3，

𝑓′(𝑥) = e𝑥−e2−𝑥−2𝑎(𝑥−1)，

因为𝑓′(1−𝑥) + 𝑓′(1 + 𝑥) = e1−𝑥−e1+𝑥−2𝑎𝑥 + e1+𝑥−e1−𝑥 +2𝑎𝑥 = 0，

所以函数𝑓′(𝑥)关于(1,0)对称， 

又𝑓′(1) = 0，所以𝑥2 = 1,𝑥1 + 𝑥3 = 2，

所以𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 3.

故选：D.

【题型 5  导数中函数的最值问题】

【例 5】（2024·陕西西安·二模）函数𝑓(𝑥) =
𝑥

𝑥2+1在[−3,3]上的最大值和最小值分别是（   ）

A．
6

13,− 6
13 B．2

5,−2
5 C． 3

10,− 3
10 D．

1
2,−1

2

【解题思路】求导，判断导数正负得函数𝑓(𝑥)在[−3,3]上的单调性求得结果.

【解答过程】𝑓′(𝑥) = 1−𝑥2

(𝑥2+1)2，𝑥 ∈ [−3,3]，

令𝑓′(𝑥) > 0，解得−1 < 𝑥 < 1，即𝑓(𝑥)在(−1,1)上单调递增，

令𝑓′(𝑥) < 0，解得𝑥 ∈ [−3,−1) ∪ (1,3]，所以𝑓(𝑥)在[−3,−1)和(1,3]上单调递减，

又𝑓(−3) = − 3
10，𝑓(−1) = −1

2，𝑓(1) = 1
2，𝑓(3) = 3

10，

所以函数𝑓(𝑥)在[−3,3]上的最大值为
1
2，最小值为−1

2.

故选：D.

【变式 5-1】（2024·陕西渭南·模拟预测）已知函数𝑓(𝑥) = 𝑥e𝑥 +𝑎在区间[0,1]上的最小值为 1，则实数 a 的

值为（    ）

A．-2 B．2 C．-1 D．1

【解题思路】先利用导函数研究函数的单调性及最值计算即可.



【解答过程】由题意可知：𝑓′(𝑥) = (𝑥 + 1)e𝑥，

所以当𝑥 ∈ [0,1]时𝑓′(𝑥) > 0，则𝑓(𝑥)在[0,1]上单调递增，

所以𝑓(𝑥)min = 𝑓(0) = 𝑎 = 1.

故选：D.

【变式 5-2】（2024·宁夏固原·一模）函数𝑓(𝑥) = sin𝑥−(𝑥 + 2)cos𝑥−1在区间[0,2π]上的最小值、最大值分别

为（    ）

A．−2π−3,π +1 B．−2π−3,−3 C．−3,π +1 D．−3,2

【解题思路】利用导数求得𝑓(𝑥)的单调区间，从而判断出𝑓(𝑥)在区间[0,2π]上的最小值和最大值.

【解答过程】𝑓′(𝑥) = cos𝑥−cos𝑥 + (𝑥 + 2)sin𝑥 = (𝑥 + 2)sin𝑥，

所以𝑓(𝑥)在区间(0,π)上𝑓′(𝑥) > 0，即𝑓(𝑥)单调递增；

在区间(π,2π)上𝑓′(𝑥) < 0，即𝑓(𝑥)单调递减，

又𝑓(0) = −3,𝑓(2π) = −2π−3，𝑓(π) = π +1，

所以𝑓(𝑥)在区间[0,2π]上的最小值为−2π−3，最大值为π +1.

故选：A.

【变式 5-3】（2024·福建·三模）函数𝑓(𝑥)的定义域为(0, + ∞)，𝑓′(𝑥)为𝑓(𝑥)的导函数，满足2 𝑓(𝑥) + 𝑥2 = 𝑥

𝑓′(𝑥) + 𝑥 ，𝑓(1) = −3
2，则𝑓(𝑥)的最小值为（    ）

A．−e B．e C．−e2 D．−e2

2

【解题思路】根据题设有
𝑥𝑓′(𝑥)−2𝑓(𝑥)

𝑥3 = 1
𝑥，构造𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)

𝑥2 ，易得𝑔′(𝑥) = 1
𝑥，结合已知进一步得到𝑓(𝑥) = 𝑥2ln𝑥−

3
2𝑥2，根据其导数求其最小值.

【解答过程】由题设，可得
𝑥𝑓′(𝑥)−2𝑓(𝑥)

𝑥3 = 𝑥2𝑓′(𝑥)−2𝑥𝑓(𝑥)
𝑥4 = 1

𝑥，

令𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)
𝑥2 ，则𝑔′(𝑥) = 𝑥2𝑓′(𝑥)−2𝑥𝑓(𝑥)

𝑥4 ，故𝑔′(𝑥) = 1
𝑥，

所以𝑔(𝑥) = ln𝑥 + 𝐶，其中𝐶为常数，又𝑓(1) = −3
2，则𝑔(1) = −3

2，

所以𝐶 = −3
2，故𝑔(𝑥) = ln𝑥−3

2 = 𝑓(𝑥)
𝑥2 ，则𝑓(𝑥) = 𝑥2ln𝑥−3

2𝑥2，

而𝑓′(𝑥) = 2𝑓(𝑥)
𝑥 +𝑥 = 2𝑥(ln𝑥−1)，定义域为(0, + ∞)，

当0 < 𝑥 < e时，𝑓′(𝑥) < 0，故𝑓(𝑥)在(0,e)上递减，

当𝑥 > e时，𝑓′(𝑥) > 0，故𝑓(𝑥)在(e, + ∞)上递增，



所以𝑓(𝑥)的极小值，也是最小值为𝑓(e) = −e2

2 .

故选：D.

【题型 6  利用导数解不等式】

【例 6】（2024·四川泸州·一模）已知函数𝑓(𝑥) = e𝑥 +𝑥，则满足𝑓(𝑥) > 𝑓(2𝑥−1)的𝑥的取值范围是（   ）

A．(−∞,−1) B．(−∞,1) C．(−1, + ∞) D．(1, + ∞)

【解题思路】求导分析函数单调性，利用函数单调性解不等式可得结果.

【解答过程】∵𝑓(𝑥) = e𝑥 +𝑥，

∴𝑓′(𝑥) = e𝑥 +1 > 0，

∴𝑓(𝑥)在𝐑上为增函数，

由𝑓(𝑥) > 𝑓(2𝑥−1)得，𝑥 > 2𝑥−1，解得𝑥 < 1，故𝑥的取值范围是(−∞,1).

故选：B.

【变式 6-1】（2024·吉林长春·一模）已知定义在(0, + ∞)上的函数𝑓(𝑥),𝑓′(𝑥)是𝑓(𝑥)的导函数，满足𝑥𝑓′

(𝑥)−2𝑓(𝑥) < 0，且𝑓(2) = 4，则不等式𝑓(2𝑥)−4𝑥 > 0的解集是（    ）

A．(0,1) B．(0,2) C．(1, + ∞) D．(−∞,1)

【解题思路】构造函数𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)
𝑥2 ，由导数确定𝑔(𝑥)单调性，将已知不等式转化为关于𝑔(𝑥)不等式，然后利

用单调性即可求解．

【解答过程】设𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)
𝑥2 ，则 𝑔′(𝑥) = 𝑥𝑓′(𝑥)−2𝑓(𝑥)

𝑥3 ，

因为𝑥 > 0，𝑥𝑓′(𝑥)−2𝑓(𝑥) < 0，所以𝑔′(𝑥) < 0，可得𝑔(𝑥)在(0, + ∞)上单调递减，

不等式𝑓(2𝑥) > 4𝑥，即
𝑓(2𝑥)

4𝑥 > 1 = 𝑓(2)
4 ，即

𝑓(2𝑥)
(2𝑥)2 > 𝑓(2)

22 ，所以𝑔(2𝑥) > 𝑔(2)，

因为𝑔(𝑥)在(0, + ∞)上单调递减，所以2𝑥 < 2，解得：𝑥 < 1，

所以不等式的解集为：(−∞,1)，

故选：D.

【变式 6-2】（2024·广东佛山·一模）设𝑓′(𝑥)是函数𝑓(𝑥)的导数，𝑓(1−𝑥) +𝑓(1 + 𝑥) = 0，𝑓(2) = 0，当𝑥 > 1

时，(𝑥−1)𝑓′(𝑥)−𝑓(𝑥) > 0，则使得𝑓(𝑥) < 0成立的𝑥的取值范围是（    ）

A．(0,1) ∪ (1,2) B．(0,1) ∪ (2, + ∞) C．(−∞,0) ∪ (1,2) D．(−∞,0) ∪ (2, + ∞)

【解题思路】令𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)
𝑥−1，求导，得到𝑔(𝑥)在(1, + ∞)上单调递增，且𝑔(2) = 0，由𝑓(1−𝑥) +𝑓(1 + 𝑥) = 0

得到𝑔(1−𝑥) = 𝑔(1 + 𝑥)，得到𝑔(𝑥)的对称性，故𝑔(𝑥)在(−∞,1)上单调递减，且𝑔(0) = 𝑔(2) = 0，得到当𝑥 < 0



时，𝑔(𝑥) > 0，则𝑓(𝑥) < 0，当1 < 𝑥 < 2时，𝑔(𝑥) < 0，则𝑓(𝑥) < 0，求出𝑓(𝑥) < 0成立的𝑥的取值范围.

【解答过程】令𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)
𝑥−1，则𝑔′(𝑥) = 𝑓′(𝑥)(𝑥−1)−𝑓(𝑥)

(𝑥−1)2 ，

因为𝑥 > 1时，(𝑥−1)𝑓′(𝑥)−𝑓(𝑥) > 0，故当𝑥 > 1时，𝑔′(𝑥) > 0，

故𝑔(𝑥)在(1, + ∞)上单调递增，且𝑔(2) = 𝑓(2) = 0．

因为𝑓(1−𝑥) +𝑓(1 + 𝑥) = 0，故(1−𝑥−1)𝑔(1−𝑥) + (1 + 𝑥−1)𝑔(1 + 𝑥) = 0，

即−𝑥 ⋅ 𝑔(1−𝑥) +𝑥 ⋅ 𝑔(1 + 𝑥) = 0，所以𝑔(1−𝑥) = 𝑔(1 + 𝑥)，

故𝑔(𝑥)关于直线𝑥 = 1对称，故𝑔(𝑥)在(−∞,1)上单调递减，且𝑔(0) = 𝑔(2) = 0，

当𝑥 < 0时，𝑔(𝑥) > 0，则𝑓(𝑥) < 0；

当1 < 𝑥 < 2时，𝑔(𝑥) < 0，则𝑓(𝑥) < 0；

所以使得𝑓(𝑥) < 0成立的𝑥的取值范围是(−∞,0) ∪ (1,2).

故选：C．

【变式 6-3】（2024·海南海口·模拟预测）已知定义在[−3,3]上的函数𝑓(𝑥) = e𝑥−e−𝑥−2𝑥 + 1，若𝑓(𝑚2) +𝑓

(𝑚−2) ≤ 2，则𝑚的取值范围是（    ）

A．[−2,1] B．[−1,2]

C．[−1, 3] D．[−1,1]

【解题思路】根据𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)−1的奇偶性以及单调性，即可将问题转化为𝑔(𝑚2) ≤ 𝑔(2−𝑚)，即可求解.

【解答过程】记𝑔(𝑥) = e𝑥−e−𝑥−2𝑥, 𝑥 ∈ [−3,3]，则𝑔(−𝑥) = e−𝑥−e𝑥 +2𝑥 = −𝑔(𝑥)，

故𝑔(𝑥)为[−3,3]的奇函数，

又𝑔′(𝑥) = e𝑥 + e−𝑥−2 ≥ 2 e𝑥e−𝑥−2 = 0，

因此𝑔(𝑥)为[−3,3]上的单调递增函数，

因为𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) +1，

由𝑓(𝑚2) +𝑓(𝑚−2) ≤ 2可得𝑔(𝑚2) +𝑔(𝑚−2) +2 ≤ 2，进而𝑔(𝑚2) ≤ 𝑔(2−𝑚)，

故−3 ≤ 𝑚2 ≤ 2−𝑚 ≤ 3，解得−1 ≤ 𝑚 ≤ 1，

故选：D.

【题型 7  导数中的函数零点（方程根）问题】

【例 7】（2024·黑龙江大庆·三模）已知函数𝑓(𝑥) = |ln𝑥|−𝑘𝑥−2有 2 个零点，则实数𝑘的取值范围是（    ）

A． −e, 1
e3

B． 0, 1
e3

C．(−1,0] ∪ 1
e3

D．(−e,0] ∪ 1
e3

【解题思路】由函数𝑓(𝑥) = |ln𝑥|−𝑘𝑥−2有 2 个零点，得到方程|ln𝑥| = 𝑘𝑥 + 2有两个根，转化成函数𝑦 = |ln𝑥|



与𝑦 = 𝑘𝑥 + 2的图象有两个公共点的问题.对于𝑦 = |ln𝑥|，分0 < 𝑥 < 1和𝑥 > 1两种情况讨论，去掉绝对值得到

图象.当0 < 𝑥 < 1时，相切作为临界点，求得相切时𝑘 = −e；当𝑥 > 1时，由相切得到𝑘 = 1
e3，结合图象得到𝑘

的取值范围.

【解答过程】已知函数𝑓(𝑥) = |ln𝑥|−𝑘𝑥−2有 2 个零点，所以方程|ln𝑥| = 𝑘𝑥 + 2有两个根，

即函数𝑦 = |ln𝑥|与𝑦 = 𝑘𝑥 + 2的图象有两个公共点.

（1）当0 < 𝑥 < 1时，𝑓(𝑥) = |ln𝑥| = −ln𝑥,𝑓′(𝑥) = −1
𝑥.

若直线𝑦 = 𝑘𝑥 + 2与曲线𝑓(𝑥) = |ln𝑥|相切，设切点坐标为𝑃(𝑥1,−ln𝑥1)，则曲线在点𝑃处的切线方程为𝑦 + ln𝑥1

= − 1
𝑥1

(𝑥−𝑥1).

又因为切线过点(0,2)，所以2 + ln𝑥1 = − 1
𝑥1

(0−𝑥1)，解得𝑥1 = 1
e，即𝑘 = 𝑓′ 1

e
= −e.

（2）当𝑥 > 1时，𝑓(𝑥) = |ln𝑥| = ln𝑥,𝑓′(𝑥) = 1
𝑥.

若直线𝑦 = 𝑘𝑥 + 2与曲线𝑓(𝑥) = |ln𝑥|相切，设切点坐标为𝑄(𝑥2,ln𝑥2)，则曲线在点𝑄处的切线方程为𝑦−ln𝑥2 =

1
𝑥2

(𝑥−𝑥2).

又因为切线过点(0,2)，所以2−ln𝑥2 =
1
𝑥2

(0−𝑥2)，解得𝑥2 = e3，即𝑘 = 𝑓′(e3) = 1
e3.

综上，结合函数𝑦 = |ln𝑥|与函数𝑦 = 𝑘𝑥 + 2的图象及增长速度可知，当两个函数的图象有两公共点时𝑘 ∈

(−e,0] ∪ 1
e3

.

故选：D.

【变式 7-1】（2024·河北衡水·模拟预测）已知函数𝑓(𝑥) = ln𝑥 + 1−𝑎𝑥有两个零点𝑥1,𝑥2，且𝑥1 < 𝑥2，则下列

命题正确的是（    ）

A．𝑎 > 1 B．𝑥1 + 𝑥2 < 2
𝑎

C．𝑥1 ⋅ 𝑥2 < 1 D．𝑥2−𝑥1 > 1
𝑎−1

【解题思路】根据零点可将问题转化为𝑎 = ln𝑥+1
𝑥 ，构造𝑔(𝑥) = ln𝑥+1

𝑥 ，求导即可根据函数的单调性得函数的大



致图象，即可根据图象求解 A，根据极值点偏移，构造函数ℎ(𝑥) = 𝑓 2
𝑎

−𝑥 −𝑓(𝑥)，结合函数的单调性即可

求解 B，根据𝑥1 + 𝑥2 > 2
𝑎可得ln(𝑥1𝑥2) > 0，即可求解 C，根据不等式的性质即可求解 D.

【解答过程】由𝑓(𝑥) = 0可得𝑎 = ln𝑥+1
𝑥 ，令𝑔(𝑥) = ln𝑥+1

𝑥 ，其中𝑥 > 0，

则直线𝑦 = 𝑎与函数𝑔(𝑥)的图象有两个交点，𝑔′(𝑥) = −ln𝑥
𝑥2 ，

由𝑔′(𝑥) > 0可得0 < 𝑥 < 1，即函数𝑔(𝑥)的单调递增区间为(0,1)，

由𝑔′(𝑥) < 0可得𝑥 > 1，即函数𝑔(𝑥)的单调递减区间为(1, + ∞)，

且当0 < 𝑥 < 1
e时，𝑔(𝑥) = ln𝑥+1

𝑥 < 0，当𝑥 > 1
e时，𝑔(𝑥) = ln𝑥+1

𝑥 > 0，𝑔(1) = 1，

如下图所示：

由图可知，当0 < 𝑎 < 1时，直线𝑦 = 𝑎与函数𝑔(𝑥)的图象有两个交点，故 A 错误；

由图可知，
1
e < 𝑥1 < 1 < 𝑥2，

因为𝑓′(𝑥) = 1
𝑥−𝑎 = 1−𝑎𝑥

𝑥 ，由𝑓′(𝑥) > 0可得0 < 𝑥 < 1
𝑎，由𝑓′(𝑥) < 0可得𝑥 > 1

𝑎，

所以，函数𝑓(𝑥)的增区间为 0, 1
𝑎
，减区间为

1
𝑎

, + ∞ ，则必有0 < 𝑥1 < 1
𝑎 < 𝑥2，

所以，0 < 𝑥1 < 1
𝑎，则

2
𝑎−𝑥1 > 1

𝑎，

令ℎ(𝑥) = 𝑓 2
𝑎

−𝑥 −𝑓(𝑥) = ln 2
𝑎

−𝑥 −𝑎 2
𝑎

−𝑥 −ln𝑥 + 𝑎𝑥，其中0 < 𝑥 < 1
𝑎，

则ℎ′(𝑥) =
1

𝑥− 2
𝑎
−1

𝑥 +2𝑎 = 2𝑎 𝑥− 1
𝑎

2

𝑥 𝑥− 2
𝑎

< 0，则函数ℎ(𝑥)在 0, 1
𝑎
上单调递减，

所以，ℎ(𝑥1) > ℎ 1
𝑎

= 0，即𝑓 2
𝑎

−𝑥1 −𝑓(𝑥1) > 0，即𝑓(𝑥1) < 𝑓 2
𝑎

−𝑥1 ，

又𝑓(𝑥2) = 𝑓(𝑥1) = 0，可得𝑓(𝑥2) < 𝑓 2
𝑎

−𝑥1 ，

因为函数𝑓(𝑥)的单调递减区间为
1
𝑎

, + ∞ ，则𝑥2 > 2
𝑎−𝑥1，即𝑥1 + 𝑥2 > 2

𝑎，故 B 错误；

由
𝑎𝑥1 = ln𝑥1 + 1
𝑎𝑥2 = ln𝑥2 + 1

 
，两式相加整理可得𝑥1 + 𝑥2 = ln(𝑥1𝑥2)+2

𝑎 > 2
𝑎，



所以，ln(𝑥1𝑥2) > 0，可得𝑥1 ⋅ 𝑥2 > 1，故 C 错误；

由图可知
1
e < 𝑥1 < 1 < 𝑥2，则−𝑥1 > −1，又因为𝑥2 > 1

𝑎，所以，𝑥2−𝑥1 > 1
𝑎−1，故 D 正确.

故选：D.

【变式 7-2】（2024·四川·模拟预测）已知函数𝑓(𝑥) =
|3−2𝑥| + 1,𝑥 > 0,

(𝑥+2)2

e𝑥 ,𝑥 ≤ 0.

 
若函数𝑦 = [𝑓(𝑥)]2−𝑎𝑓(𝑥)有 5 个不

同的零点，则𝑎的取值范围是（    ）

A．(0,1] B．(1,4] C．(1,4) D．(1, + ∞)

【解题思路】求得𝑓′(𝑥) = −𝑥(𝑥+2)
e𝑥 ，得到函数𝑓(𝑥)的单调性和极值，作出函数𝑓(𝑥)的图象，根据题意，转化

为𝑓(𝑥) = 0和𝑓(𝑥)−𝑎 = 0共有 5 个不相等实数根，结合图象，即可求解.

【解答过程】当𝑥 ≤ 0时，𝑓(𝑥) = (𝑥+2)2

e𝑥 ，此时𝑓′(𝑥) = −𝑥(𝑥+2)
e𝑥 ，

则𝑥<−2时，𝑓′(𝑥) < 0,𝑓(𝑥)单调递减；−2 < 𝑥 < 0时，𝑓′(𝑥) > 0,𝑓(𝑥)单调递增，

所以，当𝑥 = −2是𝑓(𝑥)的极小值点，作出如图所示的函数𝑓(𝑥)的图象，

函数𝑦 = [𝑓(𝑥)]2−𝑎𝑓(𝑥)有 5 个不同的零点，则方程[𝑓(𝑥)]2−𝑎𝑓(𝑥) = 0，

即𝑓(𝑥)[𝑓(𝑥)−𝑎] = 0有 5 个不相等实数根，

也即是𝑓(𝑥) = 0和𝑓(𝑥)−𝑎 = 0共有 5 个不相等实数根，

其中𝑓(𝑥) = 0有唯一实数根𝑥 = −2，

只需𝑓(𝑥)−𝑎 = 0有 4 个且均不为-2 的不相等实数根，由图可知1 < 𝑎 < 4，

即实数𝑎的取值范围为(1,4).

故选：C.

【变式 7-3】（2024·四川南充·一模）已知函数𝑓(𝑥) = |ln𝑥− 2
𝑥

+ 2|−𝑚（0 < 𝑚 < 3）有两个不同的零点𝑥1，𝑥2

（𝑥1 < 𝑥2），下列关于𝑥1，𝑥2的说法正确的有（    ）个

①
𝑥2

𝑥1
< e2𝑚    ②𝑥1 > 2

𝑚+2    ③e
𝑚
3 < 𝑥2 < 3

3−𝑚    ④𝑥1𝑥2 > 1

A．1 B．2 C．3 D．4



【解题思路】

函数𝑓(𝑥) = |ln𝑥− 2
𝑥

+ 2|−𝑚(0 < 𝑚 < 3)有两个不同零点𝑥1,𝑥2(𝑥1 < 𝑥2)，转化为|ln𝑥− 2
𝑥

+ 2| = 𝑚有两个交点，

构造函数𝑔(𝑥) = |ln𝑥− 2
𝑥

+ 2|，判断单调性，利用数形结合，判断①，再根据①判断②，再根据零点,构造

函数，判断选项③,根据零点判断④.

【解答过程】由函数𝑓(𝑥) = |ln𝑥− 2
𝑥

+ 2|−𝑚(0 < 𝑚 < 3)有两个不同零点𝑥1,𝑥2(𝑥1 < 𝑥2)，

转化为|ln𝑥− 2
𝑥

+ 2| = 𝑚(0 < 𝑚 < 3)有两个交点𝑥1,𝑥2(𝑥1 < 𝑥2)，

构造函数𝑔(𝑥) = ln𝑥−2
𝑥 +2，ℎ(𝑥) = |ln𝑥− 2

𝑥
+ 2| ，则𝑔′(𝑥) = 1

𝑥 + 2
𝑥2，故𝑔′(𝑥) > 0，所以𝑔(𝑥)在(0, + ∞)单调

递增，而𝑔(1) = 0，可得ℎ(𝑥)图象如图所示

故ℎ(𝑥)在(0,1)单调递减，在(1, + ∞)单调递增，

所以0 < 𝑥1 < 1 < 𝑥2，

对于①，𝑚 = −ln𝑥1 +
2
𝑥1

−2 = ln𝑥2−
2
𝑥2

+2，

所以2𝑚 = −ln𝑥1 + ln𝑥2 +
2
𝑥1

−
2
𝑥2

> ln 𝑥2

𝑥1
，

所以
𝑥2

𝑥1
< 𝑒2𝑚，故①正确；

对于②，由①可知𝑚 = −ln𝑥1 +
2
𝑥1

−2，故𝑚𝑥1 +2𝑥1−2 = −𝑥1ln𝑥1 > 0，

因此 𝑥1 > 2
𝑚+2，故②正确；

对于③，因为0 < 𝑚 < 3，所以0 <
𝑚
3 < 1，故1 < 𝑒

𝑚
3 < 𝑒, 3

3−𝑚 > 1，

所以𝑔 3
3−𝑚

= ln 3
3−𝑚−2(3−𝑚)

3 +2 = ln 3
3−𝑚 + 2𝑚

3 ，

则𝑔 3
3−𝑚

−𝑚 = −ln(3−𝑚)−
𝑚
3 + ln3，

构造函数𝑄(𝑥) = −ln(3−𝑚)−
𝑚
3 + ln3，



则𝑄′(𝑥) = 1
3−𝑚−1

3 =
𝑚

3(3−𝑚) > 0，而𝑄(0) = 0，

所以𝑔 3
3−𝑚

> 𝑚 = 𝑔(𝑥2)，

所以𝑥2 < 3
3−𝑚，

因为𝑔 𝑒
𝑚
3 =

𝑚
3 −

2

𝑒
𝑚
3

+2，所以𝑚−𝑔 𝑒
𝑚
3 = 2 𝑚

3
− 1

𝑒
𝑚
3

+ 1 ，

令
𝑚
3 = 𝑡(0 < 𝑡 < 1)，构造𝐼(𝑡) = 𝑡− 1

𝑒𝑡 +1，显然𝐼(𝑡)单调递增，且𝐼(0) = 0，

所以𝑚 = 𝑔(𝑥2) > 𝑔 𝑒
𝑚
3

所以𝑒
𝑚
3 < 𝑥2 < 3

3−𝑚，故③正确；

对于④，由①可知，ln𝑥1𝑥2 =
2
𝑥1

+
2
𝑥2

−4 >
4

𝑥1𝑥2
−4，

所以ln𝑥1𝑥2−
4

𝑥1𝑥2
+4 > 0，

令 𝑥1𝑥2 = 𝑛，𝑊(𝑛) = 2ln𝑛−4
𝑛 +4，显然𝑊(𝑛)单调递增，且𝑊(1) = 0，

所以𝑥1𝑥2 > 1，故④正确.

故选：D.

【题型 8  导数中的不等式恒成立问题】

【例 8】（2024·陕西铜川·模拟预测）已知函数𝑓(𝑥) = e𝑥

𝑎 −ln(𝑥−1)−ln𝑎 + 1，若𝑓(𝑥) ≥ 0对任意的𝑥 ∈ (1, + ∞)

恒成立，则𝑎的取值范围是（    ）

A．(0, e] B．(0,e] C． 0,e
3
2 D．(0,e2]

【解题思路】依题意可得e𝑥−ln𝑎 +𝑥−ln𝑎 ≥ eln(𝑥−1) + ln(𝑥−1)对任意的𝑥 ∈ (1, + ∞)恒成立，即可得到𝑥−ln𝑎 ≥

ln(𝑥−1)对任意的𝑥 ∈ (1, + ∞)恒成立，参变分离可得𝑥−ln(𝑥−1) ≥ ln𝑎，令ℎ(𝑥) = 𝑥−ln(𝑥−1)，𝑥 ∈ (1, + ∞)，

利用导数求出ℎ(𝑥)min，即可求出参数的取值范围.

【解答过程】因为𝑓(𝑥) ≥ 0对任意的𝑥 ∈ (1, + ∞)恒成立，

即
e𝑥

𝑎 −ln(𝑥−1)−ln𝑎 + 1 ≥ 0对任意的𝑥 ∈ (1, + ∞)恒成立，

即e𝑥−ln𝑎 +𝑥−ln𝑎 ≥ ln(𝑥−1) +𝑥−1 = eln(𝑥−1) + ln(𝑥−1)对任意的𝑥 ∈ (1, + ∞)恒成立，

令𝑔(𝑥) = e𝑥 +𝑥，则𝑔′(𝑥) = e𝑥 +1 > 0，所以𝑔(𝑥) = e𝑥 +𝑥在R上单调递增，

又𝑔(𝑥−ln𝑎) ≥ 𝑔[ln(𝑥−1)]对任意的𝑥 ∈ (1, + ∞)恒成立，，

所以𝑥−ln𝑎 ≥ ln(𝑥−1)对任意的𝑥 ∈ (1, + ∞)恒成立，



所以𝑥−ln(𝑥−1) ≥ ln𝑎对任意的𝑥 ∈ (1, + ∞)恒成立，

令ℎ(𝑥) = 𝑥−ln(𝑥−1)，𝑥 ∈ (1, + ∞)，

则ℎ′(𝑥) = 1− 1
𝑥−1 = 𝑥−2

𝑥−1，所以当1 < 𝑥 < 2时ℎ′(𝑥) < 0，当𝑥 > 2时ℎ′(𝑥) > 0，

所以ℎ(𝑥)在(1,2)上单调递减，在(2, + ∞)上单调递增，

所以ℎ(𝑥)min = ℎ(2) = 2，

所以ln𝑎 ≤ 2，则0 < 𝑎 ≤ e2，即𝑎的取值范围为(0,e2].

故选：D.

【变式 8-1】（2024·河南·模拟预测）已知𝜆 > 0，对任意的𝑥 > 1，不等式e2𝜆𝑥− lne
1

2𝜆 ln𝑥 ≥ 0恒成立，则实

数𝜆的取值范围为（    ）

A．
1
e

, + ∞ B． 1
2e

, + ∞

C．[2e, + ∞) D．[e, + ∞)

【解题思路】根据题意，转化为2𝜆𝑥e2𝜆𝑥 ≥ eln𝑥ln𝑥恒成立，令ℎ(𝑢) = 𝑢e𝑢，利用导数求得ℎ(𝑢)为单调递增函

数，得到ℎ(2𝜆𝑥) ≥ ℎ(ln𝑥)恒成立，进而转化为2𝜆 ≥ ln𝑥
𝑥 恒成立，构造函数𝑚(𝑡) = ln𝑡

𝑡 ，利用导数求得𝑚(𝑡)单调

性和最小值，即可求解.

【解答过程】因为𝜆 > 0，所以整理不等式e2𝜆𝑥− lne
1

2𝜆 ln𝑥 ≥ 0，

可得2𝜆e2𝜆𝑥 ≥ ln𝑥，转化为2𝜆𝑥e2𝜆𝑥 ≥ eln𝑥ln𝑥恒成立，

令ℎ(𝑢) = 𝑢e𝑢,𝑢 > 0，则ℎ′(𝑢) = (𝑢 + 1)e𝑢,𝑢 > 0，

因为ℎ′(𝑢) > 0，所以ℎ(𝑢)在 0， + ∞ 上单调递增，所以ℎ(2𝜆𝑥) ≥ ℎ(ln𝑥)恒成立，

又因为𝜆 > 0,𝑥 > 1，所以2𝜆𝑥 > 0,ln𝑥 > 0，

所以2𝜆𝑥 ≥ ln𝑥对任意的𝑥 > 1恒成立，即2𝜆 ≥ ln𝑥
𝑥 恒成立，

构造函数𝑚(𝑡) = ln𝑡
𝑡 (𝑡 > 1)，则𝑚′(𝑡) = 1−ln𝑡

𝑡2 (𝑡 > 1)，

当1 < 𝑡 < e时，𝑚′(𝑡) > 0，𝑚(𝑡)单调递增；当𝑡 > e时，𝑚′(𝑡) < 0，𝑚(𝑡)单调递减，

所以，当𝑡 = e时，𝑚(𝑡)max = 1
e，所以2𝜆 ≥ 1

e，即𝜆 ≥ 1
2e．

故选：B．

【变式 8-2】（2024·陕西商洛·三模）已知𝜆 > 0，对任意的𝑥 > 1，不等式e2𝜆𝑥−ln𝑥
2𝜆 ≥ 0恒成立，则𝜆的取值范

围为（    ）
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