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一、选填（新定义题）

1．（23-24 高一下·安徽黄山·期末）定义域在 ,a b 的函数  y f x 图象的两个端点为A 、

B ，向量  1ON OA OB   
uuur uuur uuur

，设  ,M x y 是  f x 图象上任意一点，其中

 1x a b    ，  0,1  ，若不等式 MN k 恒成立，则称函数  f x 是定义在 ,a b 上的“ k

级线性近似函数”，其中最小的正实数 k称为该函数的线性近似系数，现给出下列两个定义

在  1,2 上的函数：（1）
πsin
3

y x ；（2）
1y x
x

  则这两个函数的线性近似系数的和为

（    ）

A． 8 4 2 3
4

  B． 8 4 2 3
4

  C． 5 2 2 3
2

  D． 5 2 2 3
2

 

2．（23-24 高一下·四川达州·期末）已知

     
3 5 2 1

1sin 1 ,
3! 5! 2 1 !

k
kx x xx x x k

k


          


R NL L ，其中

   ! 1 2 3 2 1n n n n        L ．若函数   πcos
6

f x x   
 

，
1 0.008333
5!

 ，

1 0.000198
7!

 ，结果精确到小数点后 4 位，则
π 1
3

f    
 

（    ）．

A．0.5394 B．0.8419 C．0.8415 D．0.5398

3．（多选）（23-24 高一上·重庆·阶段练习）若存在两个不相等的实数 1x 、 2x ，使 1x 、 2x 、

1 2

2
x x

均在函数  f x 的定义域内，且满足
   1 21 2

2 2
f x f xx xf

   
 

，则称函数  f x 具有

性质w ，下列函数具有性质w 的有（    ）

A．   2xf x  B．   2 2f x x x 

C．   lgf x x D．   sinf x x x 



4．（23-24 高一下·江西·阶段练习）已知函数  y f x 的定义域为C ，值域为D，若存在整

数m C ， n D ，且  n f m ，则mn 为函数  y f x 的“子母数”.已知集合

 3π π 3sin tan , 8π,8π
3 24 3 2

xA x x
             

，函数    cosg x x ， x A （ x 表示不超

过 x的最大整数，例如 1.2 1 ），当   0xg x  时，函数  y g x 的所有“子母数”之和为        .

5．（23-24 高一下·江西·阶段练习）定义：对于非常数函数  f x ，若 m  R ， x  R ，

   4mf x f x m  ，则称  f x 是“米函数”．已知函数     4cos 0g x x     是“米函

数”，则 ω 的最小值为      ．

6．（23-24 高二上·北京·期末）在平面直角坐标系中，定义   1 2 1 2,d A B x x y y    为点

 1 1,A x y 到点  2 2,B x y 的“折线距离”．点O是坐标原点，点 P 在圆 2 2 1x y  上，点Q 在直

线 2 2 5 0x y   上．在这个定义下，给出下列结论：

①若点 P 的横坐标为
3
5

- ，则   7,
5

d O P  ；　②  ,d O P 的最大值是 2 ；

③  ,d O Q 的最小值是 2；　④  ,d P Q 的最小值是
5

2
．

其中，所有正确结论的序号是      ．

二、解答题（新定义题）

1．（23-24 高一上·湖南长沙·期末）若函数  y f x 满足   3π
2

f x f x   
 

且

 π π R
4 4

f x f x x         
   

，则称函数  y f x 为“M 函数”．

(1)试判断
4sin
3

y x 是否为“M 函数”，并说明理由；

(2)函数  g x 为“M 函数”，其在
π π,
2 4

x     
的图象落在直线6 8 3π 0x y   上，在函数  g x

图象上任取一点 P，对于定点  2024π,0A ，求线段 AP 的最小值；

(3)函数  f x 为“M 函数”，且当
π ,π
4

x     
时， siny x ，求  f x 的解析式；若当

π 5π,
2 2

x     
，关于 x 的方程  f x a （a 为常数）有解，记该方程所有解的和为 S，求

S．



2．（23-24 高一下·江西南昌·期末）对于平面向量  1,2, , , 3ix i m m m   N
ur

L 且 ，记

 1 2 1 2Ω , , , ,m m m mx x x S x x x    
ur uur uur uur ur uur uur

L L ，若存在   1,2, ,px p m
uur

L ，使得

,p m px S k x k   Z
uur uur uur

，则称 px
uur

是Ωm的“ k向量”．

(1)设   *, ,nx n l n n   N
uur

，若 3x
uur

是 3Ω 的“ 3 向量”，求实数 l的取值范围；

(2)若 *2 π 2 πcos ,sin ,
3 3n
n nx n   

 
N

uur
，则  *

3 1Ω i i  N 是否存在“1 向量”?若存在，求出“1 向

量”；若不存在，请说明理由；

(3)已知 1 2 3, ,x x x
ur uur uur

均为 3Ω 的“ 1 向量”，其中    1 2cos , 5sin , 2cos ,sinx x x x x x  
ur uur

．设平面直角

坐标系 xOy 中的点列  *
1 2, , , , 3ıP P P t t NL 满足 1 2 3PP x

uuuuur ru
（ 1P 与原点O重合），且 2kP 与

 *
2 1kP k  N 关于点 1P 对称， 2 1kP  与 2 2kP  关于点 2P 对称．求 99 100P P

uuuuuur
的取值范围．

3．（23-24 高一下·贵州遵义·期末）若函数  f x 在定义域区间 ,a b 上连续，对任意 1x ，

 2 ,x a b 恒有
   1 21 2

2 2
f x f xx xf

   
 

，则称函数  f x 是区间 ,a b 上的上凸函数，若恒

有
   1 21 2

2 2
f x f xx xf

   
 

，则称函数  f x 是区间 ,a b 上的下凸函数，当且仅当 1 2x x

时等号成立，这个性质称为函数的凹凸性．上述不等式可以推广到取函数定义域中的任意 n

个点，即若  f x 是上凸函数，则对任意 1x ， 2x ，…，  ,nx a b 恒有

     1 21 2 nn f x f x f xx x xf
n n

       
 

LL
，若  f x 是下凸函数，则对任意 1x ，

2x ，…，  ,nx a b 恒有
     1 21 2 nn f x f x f xx x xf

n n
       

 

LL
，当且仅当

1 2 nx x x  L 时等号成立．应用以上知识解决下列问题：

(1)判断函数    2 1 Rf x x x   在定义域上是上凸函数还是下凸函数（说明理由）；

(2)证明   sinh x x ，  0, πx  上是上凸函数；

(3)若 A、B、C、  0, πD  ，且 πA B C D    ，求 sin sin sin sinA B C D   的最大值．



6．（23-24 高一下·辽宁辽阳·期中）行列式是线性代数的一个重要研究对象，本质上，行列

式描述的是 n 维空间中，一个线性变换所形成的平行多面体的体积，它被广泛应用于解线性

方程组，矩阵运算，计算微积分等．在数学中，我们把形如
1
3

 
 
 

，
4 4
2 7

 
 
 

，
2 3 1

3 5 3
 

  
这

样的矩形数字（或字母）阵列称作矩阵．我们将二阶矩阵
a b
c d

 
 
 

两边的“[   ]”改为“ ”，得

到二阶行列式
a b
c d ，它的运算结果是一个数值（或多项式），记为

a b
ad bc

c d
  ．

(1)求二阶行列式
3 5
2 1 

的值；

(2)求不等式
1 3 1

cos sinx x


 的解集；

(3)若存在  0, πx  ，使得
sin

sin 2 2
cos

x m
x

x m


  ，求 m 的取值范围．

7．（23-24 高一下·江苏盐城·期末）若对于实数m ，n，关于 x的方程

     f x m f x m nf x    在函数  y f x 的定义域D上有实数解 0x x ，则称 0x 为函数

 f x 的“  m n， 可消点”.又若存在实数m ，n，对任意实数 x D ， x都为函数  f x 的“  m n，

可消点”，则称函数  f x 为“可消函数”，此时，有序数对  m n， 称为函数  f x 的“可消数

对”.

(1)若   2 xf x x  是“可消函数”，求函数  f x 的“可消数对”；

(2)若  1m，为函数   sin cosf x x x 的“可消数对”，求m 的值；

(3)若函数   2sinf x x 的定义域为R ，存在实数 0
π0,
4

x    
，使得 0x 同时为该函数的“ 1

π ,
2

n 
 
 

可消点”与“ 2
π ,
4

n 
 
 

可消点”，求
2 2
1 2n n 的取值范围.



8．（23-24 高一下·江西·阶段练习）已知向量  1 1,a x y
r

，  2 2,b x y
r

，定义运算

 1 2 1 2,a b x x y y 
rr

，同时定义[( , )] | 2 |x y x y  .

(1)若
3(sin ,cos ) (3,4) , 2 3
2

x x     
 

，求实数 x的取值集合；

(2)已知
4tan
3

x  ，求[(sin ,cos ) ( 2, 2)]x x  ；

(3)已知定义域为 R 的函数 ( )h x 满足
5
2

h x  
 

为奇函数， ( 5)h x  为偶函数，且
50,
2

x     
时，

5( )
2

h x x  ，是否存在实数 x，使[(2sin π 1,7cos 2π 1) ( ( ), ( ))] 30x x h x h x    ？若存在，求

出 x的值；若不存在，请说明理由.

9．（23-24 高一下·辽宁大连·阶段练习）若函数  f x 满足  3π
4

f x f x    
 

且

  π
2

f x f x x     
 

R ，则称函数  f x 为“ M 函数”.

(1)试判断   4sin
3
xf x  是否为“ M 函数”，并说明理由；

(2)函数  f x 为“ M 函数”，且当
π , π
4

x     
时，   sinf x x ，求  y f x 的解析式，并写出

在
3π0,
2

 
  

上的单调递增区间；

(3)在（2）的条件下，当  π 3 π, π
2 2

kx k      
N 时，关于 x的方程  f x a （ a为常数）有

解，记该方程所有解的和为  S k ，求  3S .



10．（23-24 高一下·广东广州·阶段练习）已知函数 ( )f x 的定义域为D，若存在实数 a，使得

对于任意 1x D 都存在 2x D 满足
 1 2

2
x f x

a


 ，则称函数 ( )f x 为“自均值函数”，其中 a称

为 ( )f x 的“自均值数”．

(1)判断定义域为 0,  的三个函数 y x ， y x  ， 1y x  是否为“自均值函数”，给出判

断即可，不需说明理由；

(2)判断函数 ( ) 2xf x  是否为“自均值函数”，并说明理由；

(3)若函数
π( ) sin ( 0), [0,1]
6

g x x x      
 

为”自均值函数”，求 的取值范围．
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一、选填（新定义题）

1．（23-24 高一下·安徽黄山·期末）定义域在 ,a b 的函数  y f x 图象的两个端点为A 、

B ，向量  1ON OA OB   
uuur uuur uuur

，设  ,M x y 是  f x 图象上任意一点，其中

 1x a b    ，  0,1  ，若不等式 MN k 恒成立，则称函数  f x 是定义在 ,a b 上的“ k

级线性近似函数”，其中最小的正实数 k称为该函数的线性近似系数，现给出下列两个定义

在  1,2 上的函数：（1）
πsin
3

y x ；（2）
1y x
x

  则这两个函数的线性近似系数的和为

（    ）

A． 8 4 2 3
4

  B． 8 4 2 3
4

  C． 5 2 2 3
2

  D． 5 2 2 3
2

 

【答案】C

【优尖升-分析】由题意可得点 ,M N 的横坐标相等，点 N 在线段 AB 上，然后可得

M NMN y y  ，然后对每个函数逐一求解即可.

【详解】因为      1 1 0,1ON OA OB x a b          
uuur uuur uuur

， ， ，

所以点 ,M N 的横坐标相等，点 N 在线段 AB 上，所以 M NMN y y  ，

对于  1 , 1,2y x x
x

   ，由函数
1y x
x

  ，得 (1,0)A ，
3(2, )
2

B ，

直线 AB 方程为
3 ( 1)
2

y x  ，

而
1

2
xy

x
  在  1,2 上的值域是

32,
2

 
  

，

 1 3 3 1 31 2
2 2 2 2

xMN x x
x x

           
 

，线性近似系数为
3 2
2

 ．



对于  πsin , 1,2
3

y x x  ，由函数
πsin
3

y x 可得
3(1, )

2
A ，

3(2, )
2

B ， AB 方程为
3

2
y  ，

由三角函数图象与性质可知
31

2
MN   ，线性近似系数为

31
2

 ，

故所求为
3 3 5 2 2 32 1
2 2 2

 
    .

故选：C.

【点睛】关键点点睛：解决问题的关键在于充分理解新定义，并得到 M NMN y y  ，由此

即可顺利得解.

2．（23-24 高一下·四川达州·期末）已知

     
3 5 2 1

1sin 1 ,
3! 5! 2 1 !

k
kx x xx x x k

k


          


R NL L ，其中

   ! 1 2 3 2 1n n n n        L ．若函数   πcos
6

f x x   
 

，
1 0.008333
5!

 ，

1 0.000198
7!

 ，结果精确到小数点后 4 位，则
π 1
3

f    
 

（    ）．

A．0.5394 B．0.8419 C．0.8415 D．0.5398

【答案】C

【优尖升-分析】本题先由已知结合诱导公式求出
π π1 cos 1 sin1
3 2

f          
   

，再由已知条

件给定的公式代入计算，同时作估算分析即可得出结果.

【详解】因为
π π π π1 cos 1 cos 1 sin1
3 3 6 2

f                 
     

，

所以    
1π 1 1 1 1 11 sin1 1 1

3 3! 5! 7! 9! 2 1 !
kf

k
              

L ，

又因为    ! 1 2 3 2 1n n n n        L ，

所以    
1π 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 sin1 1 1 1 1 1 0.008333 0.000198 1 0.166667 0.008333 0.000198 0.841468 0.8415

3 3! 5! 7! 9! 2 1 ! 3! 5! 7! 9! 3! 5! 7! 6
kf

k
                                  

L L

故选：C.

【点睛】关键点点睛：（1）利用诱导公式转化所求的值
π 1 sin1
3

f    
 

；（2）理解公式

   ! 1 2 3 2 1n n n n        L 的含义，并在条件式中的运用，分析估算所求的函数值.

3．（多选）（23-24 高一上·重庆·阶段练习）若存在两个不相等的实数 1x 、 2x ，使 1x 、 2x 、

1 2

2
x x

均在函数  f x 的定义域内，且满足
   1 21 2

2 2
f x f xx xf

   
 

，则称函数  f x 具有

性质w ，下列函数具有性质w 的有（    ）



A．   2xf x  B．   2 2f x x x 

C．   lgf x x D．   sinf x x x 

【答案】BCD

【优尖升-分析】根据题中性质w 的定义，逐项判断，即可得出结果.

【详解】对于 A，函数   2xf x  的定义域为R ，且   2 0xf x   ，

所以
    1 21 2

1 21 2 1 222 2 2 2 2
2 2 2

x xx x
x xf x f x x xf

         
 

，

由于 1 2x x ，所以
   1 2 1 2

2 2
f x f x x xf

    
 

恒成立，故 A 错误；

对于 B，因为函数   2 2f x x x  的定义域为R ，

取 1 1 2x   ， 2 1 2x   ，则 1 2 1
2

x x
 ，

则     1 2
1 2 1

2
x xf x f x f     

 
，

所以
   1 21 2

2 2
f x f xx xf

   
 

成立，故 B 正确；

对于 C，假设   lgf x x 具有性质w ，

则存在    1 2, ,0 0,x x   U ，使得 1 2
21

lg lg
lg

2
x x

x x


  ，

则
2

2 21 1x x x x  ，即
2 2
1 2 2 21 12x x x x x x   ，

若 1 2,x x 同号，则
2 2
1 2 2 21 12x x x x x x   ，即

2 2
1 2 21 0x x x x   ，

所以
2

2
2 21

1 3 0
2 4

x x x    
 

，得 1 2 0x x  ，显然不成立；

若 1 2,x x 异号，则
2 2
1 2 2 21 12x x x x x x    ，即

2 2
1 21 23 0x x x x   ，

将上述方程看作关于 1x 的二次方程，解得 21
3 5

2
x x 

 ，

此时满足 21
2

2
3 5 0

2
x x x 

  ，故 C 正确；

对于 D，因为函数   sinf x x x  的定义域为R ，

又          sin sinf x x x x x f x          ，故  f x 为奇函数，

取 2 1 0x x   ，则 1 2 0
2

x x
 ，所以    2 1 0f x f x  ， 1 2 (0) 0

2
x xf f    

 
，

所以
   1 21 2

2 2
f x f xx xf

   
 

成立，故 D 正确.



故选：BCD.

【点睛】关键点睛：本题解决的关键是充分理解性质w 的定义，结合函数的性质即可得解.

4．（23-24 高一下·江西·阶段练习）已知函数  y f x 的定义域为C ，值域为D，若存在整

数m C ， n D ，且  n f m ，则mn 为函数  y f x 的“子母数”.已知集合

 3π π 3sin tan , 8π,8π
3 24 3 2

xA x x
             

，函数    cosg x x ， x A （ x 表示不超

过 x的最大整数，例如 1.2 1 ），当   0xg x  时，函数  y g x 的所有“子母数”之和为        .

【答案】 36

【优尖升-分析】解不等式
3π π 3sin tan
3 24 3 2

x 
   

 
，得集合 [0, 4π]A  ，画出 ( )g x 的图象，

根据图象得到 g(x)<0 的部分，求出 x∈Z 且在定义域内的 x 之和即可求解.

【详解】因为   π π8π,8π , [ , ]
24 3 3
xx     , tan [ 3, 3]

24
x

  ，
3π π 2π 4πtan [ , ]
3 24 3 3 3

x
   ，

所以由
3π π 3sin tan
3 24 3 2

x 
   

 
，

可得
3π π π 2πtan [ , ]
3 24 3 3 3

x
  ，解得  0,4πx  ，即 [0, 4π]A  ，

如图为 ( ) [cos ]g x x 的图象，

由 ( )g x 的周期性，所以只需讨论一个周期内的情况即可，

当 0x  时， cos 1x  ， ( ) [cos ] 1g x x  ，

当
π0
2

x  时，0 cos 1x  ， ( ) [cos ] 0g x x  ，

当
π 3π
2 2

x  时， 1 cos 0x   ， ( ) [cos ] 1g x x   ，

当
3π 2π
2

x  时，0 cos 1x  ， ( ) [cos ] 0g x x  ，

所以 [0, 4π]x  ，即在一个周期内   0xg x  的部分，

由图得
π 3π,
2 2

x   
 

时， ( ) 1 0g x    ，



5π 7π( , )
2 2

x  ， ( ) 1 0g x    ，

所以 Zx 且在定义域内的 x为 2,3,4,8,9,10，

所以数  y g x 的所有“子母数”之和为 (2 3 4 8 9 10) ( 1) 36         .

故答案为： 36 .

【点睛】关键点点睛：本题关键在于画出 ( )g x 的图象，根据图象得到 ( ) 0g x  的部分，求出

Zx 且在定义域内的 x之和.

5．（23-24 高一下·江西·阶段练习）定义：对于非常数函数  f x ，若 m  R ， x  R ，

   4mf x f x m  ，则称  f x 是“米函数”．已知函数     4cos 0g x x     是“米函

数”，则 ω 的最小值为      ．

【答案】
π
4

【优尖升-分析】由函数新定义可得 ( ) 4 ( )mg x g x m  ，即 cos 4cos( )m t t m  （令 x t   ），

结合三角函数的性质分类讨论 4m  、0 4m  、 4 0m   、 4m   不符合题意，故 4m 

或 4m   .再结合三角函数的性质分类讨论 4m  、 4m   的情况，求出对应的 即可.

【详解】由题意知， ,m x   R R ，使得 ( ) 4 ( )mg x g x m  ，

又 ( ) 4 cos( ), 4 ( ) 16cos( )mg x m x g x m x m          ，

所以 cos( ) 4cos( )m x x m        ，

令 x t   ，则 cos 4cos( )m t t m  .

若 4m  ，取 0t ，则 4cos 4m m  ，所以 cos 1m  ，与 cos 1m  矛盾；

若0 4m  ，取 t m  ，则 cos( ) 4m m  ，所以
4cos( ) 1m
m

   ，与 cos( ) 1m  矛盾；

若 4 0m   ，取 t m  ，则 cos( ) 4m m  ，所以
4cos( ) 1m
m

    ，与 cos( ) 1m   矛盾；

若 4m   ，取 0t ，则 4cos 4m m   ，所以 cos 1m   ，与 cos 1m   矛盾；

综上， 4m  或 4m   .

当 4m  时， 4cos 4cos( 4 )t t   ，即 cos cos( 4 )t t   ，

得 4 2 π,k k   Z，解得
π ,
2
k k   Z，又 0  ，

所以 min
π
2

  ；

当 4m   时， 4cos 4cos( 4 )t t    ，即 cos cos( 4 ) cos( 4 π)t t t       ，

得 4 π 2 π,k k    Z，解得
2 π+π ,

4
k k    Z，又 0  ，

所以 min
π
4

  ；



综上， 的最小值为
π
4

.

故答案为：
π
4

【点睛】方法点睛：

学生在理解相关新概念、新法则(公式)之后，运用学过的知识，结合已掌握的技能，通过推

理、运算等解决问题.在新环境下研究“旧”性质.主要是将新性质应用在“旧”性质上，创造性

地证明更新的性质，落脚点仍然是三角函数的性质.

6．（23-24 高二上·北京·期末）在平面直角坐标系中，定义   1 2 1 2,d A B x x y y    为点

 1 1,A x y 到点  2 2,B x y 的“折线距离”．点O是坐标原点，点 P 在圆 2 2 1x y  上，点Q 在直

线 2 2 5 0x y   上．在这个定义下，给出下列结论：

①若点 P 的横坐标为
3
5

- ，则   7,
5

d O P  ；　②  ,d O P 的最大值是 2 ；

③  ,d O Q 的最小值是 2；　④  ,d P Q 的最小值是
5

2
．

其中，所有正确结论的序号是      ．

【答案】①②④

【优尖升-分析】对于①,求出 P 的坐标即可判定为正确；对于②，利用圆的参数方程和辅

助角公式即可判定正确；对于③④，利用绝对值放缩和绝对值不等式即可判定③错④对.

【详解】对于①，由题得出 P 的纵坐标为
4
5

 ，所以   3 4 7, 0 0
5 5 5

d O P        ，故①

正确；

对于②，设 (cos ,sin )P   ，  0,2π  ，则  , cos sind O P    ，结合对称性，取 
π0,
2

     

分析即可，

此时   π, cos sin 2 sin( )
4

d O P       ，显然当
π
4

  时，  ,d O P 取最大值 2 ，故②正

确；

对于③，设 ( ,2 5 2 )Q a a ，则

 , 2 5 2 2 5 5 5 5d O Q a a a a a a a a             ，

当 5a  的时候等号成立，所以  ,d O Q 的最小值是 5 ，故③错误；

对于④，设 (cos ,sin )P   ，  0,2π  ， ( ,2 5 2 )Q a a ，则

  sin sin, cos sin 2 5 2 cos 2 5 cos 5
2 2

d P Q a a a a a a                  



sin sin 5cos 5 5 cos 5 sin( )
2 2 2

a a                
 

，其中

1 2cos ,sin
5 5

   ，

所以当
1 2sin ,cos
5 5

   时，  ,d P Q 取最小值
5

2
，此时

9 5
10

a  ，故④正确；

故答案为：①②④.

二、解答题（新定义题）

1．（23-24 高一上·湖南长沙·期末）若函数  y f x 满足   3π
2

f x f x   
 

且

 π π R
4 4

f x f x x         
   

，则称函数  y f x 为“M 函数”．

(1)试判断
4sin
3

y x 是否为“M 函数”，并说明理由；

(2)函数  g x 为“M 函数”，其在
π π,
2 4

x     
的图象落在直线6 8 3π 0x y   上，在函数  g x

图象上任取一点 P，对于定点  2024π,0A ，求线段 AP 的最小值；

(3)函数  f x 为“M 函数”，且当
π ,π
4

x     
时， siny x ，求  f x 的解析式；若当

π 5π,
2 2

x     
，关于 x 的方程  f x a （a 为常数）有解，记该方程所有解的和为 S，求

S．

【答案】(1)
4sin
3

y x 不是“M 函数”，理由见解析

(2)
3π
10

(3)

3π, 0

24π,0 1
2

26π,
2

28π, 1
2

a

a a

S
a

a



   
 





 

或

【优尖升-分析】（1）由“ M 函数”的定义，即可判断；

（2）结合函数的周期性和对称性，画出函数的图象，利用数形结合转化为点到直线的距离，

即可求解；



（3）首先结合“ M 函数”的定义，利用周期性和对称性求函数的解析式，再画出函数

π 5π,
2 2

x     
的图象，讨论 a得到取值，利用对称性求和.

【详解】（1）
4sin
3

y x 的周期为

2π 3π
4 2
3

T  
，满足   3π

2
f x f x   

 
，

π 4 π π 4sin sin
4 3 4 3 3

xf x x              
     

，
π 4 π π 4sin sin
4 3 4 3 3

xf x x              
     

，

π π
4 4

f x f x        
   

，所以函数
4sin
3

y x 不是“ M 函数”；

（2）若  g x 为“M 函数”， 满足   3π
2

f x f x   
 

且  π π R
4 4

f x f x x         
   

，

所以函数的周期为
3π
2

，且函数关于
π
4

x  对称，

根据
π π,
2 4

x     
，函数  g x 的图象落在直线6 8 3π 0x y   上，利用对称性和周期性画出

函数  g x 的图象，

设
π , π
4

x     
，

π π π,
2 2 4

x      
，

所以   π 3 π 3π 3π 3
2 4 2 8 4 4

xf x f x x              
   

，

根据周期可知，
12023π, 2024 π
2

x     
的图象，如上图所示，

线段 AP 的最小值就是如图点A 到直线的距离，根据周期转化为
π ,0
2

 
 
 

到直线
3π 3
4 4

xy   

的距离，

即

3π 3π 3π2
5 10

d


  ，

所以 AP 的最小值为
3π
10

.

（3）设 ,
2 4

    
π πx ，则

π π , π
2 4

x      



所以   π πsin cos
2 2

f x f x x x          
   

，

设
π 3 π 3 π, π
4 2 2

k kx      
，则

3 π π , π
2 4
kx      

，

  3 π 3 πsin
2 2
k kf x f x x         

   
，

设
π 3 π π 3 π,
2 2 4 2

k kx       
，则

3 π π π,
2 2 4
kx      

，

  3 π 3 πcos
2 2
k kf x f x x         

   
，

所以  

3 π π 3 π 3 πsin , , π
2 4 2 2

3 π π 3 π π 3 πcos , ,
2 2 2 4 2

k k kx x
f x

k k kx x

               
               

；

所以  

π πcos ,
2 4

πsin , π
4

7πsin , π
4

7π 5πcos ,
4 2

x x

x x
f x

x x

x x

   

  

 
  


  


作出函数  f x 的图象，如图所示，

关于 x的方程  f x a （ a为常数）有解等价于函数  y f x 与 y a 的图象有交点，

由图可知，当 0a  时，方程  f x a （ a为常数）有 3 个解，

则方程所有的解的和为
π 5ππ 3π
2 2

S      ,

当
20

2
a  或 1a  时，方程  f x a （ a为常数）有 4 个解，其方程所有解的和

2π 14π 4π
4 4

S    ,

当
2

2
a  时，方程  f x a （ a为常数）有 6 个解，其方程所有解的和

π 2π 7π 14π 6π
4 4 4 4

S      ，



当
2 1

2
a  时，方程  f x a （ a为常数）有 8 个解，其方程所有解的和

2π 2π 14π 14π 8π
4 4 4 4

S     

综上所述，当
π 5π,
2 2

x     
，关于 x的方程  f x a （ a为常数）所有解的和为S，

则

3π, 0

24π,0 1
2

26π,
2

28π, 1
2

a

a a

S
a

a



   
 





 

或

.

【点睛】关键点点睛：本题的关键是理解“ M 函数”的定义，确定函数的周期和对称性，利

用周期性和对称性求函数的解析式，以及画出函数的图象.

2．（23-24 高一下·江西南昌·期末）对于平面向量  1,2, , , 3ix i m m m   N
ur

L 且 ，记

 1 2 1 2Ω , , , ,m m m mx x x S x x x    
ur uur uur uur ur uur uur

L L ，若存在   1,2, ,px p m
uur

L ，使得

,p m px S k x k   Z
uur uur uur

，则称 px
uur

是Ωm的“ k向量”．

(1)设   *, ,nx n l n n   N
uur

，若 3x
uur

是 3Ω 的“ 3 向量”，求实数 l的取值范围；

(2)若 *2 π 2 πcos ,sin ,
3 3n
n nx n   

 
N

uur
，则  *

3 1Ω i i  N 是否存在“1 向量”?若存在，求出“1 向

量”；若不存在，请说明理由；

(3)已知 1 2 3, ,x x x
ur uur uur

均为 3Ω 的“ 1 向量”，其中    1 2cos , 5sin , 2cos ,sinx x x x x x  
ur uur

．设平面直角

坐标系 xOy 中的点列  *
1 2, , , , 3ıP P P t t NL 满足 1 2 3PP x

uuuuur ru
（ 1P 与原点O重合），且 2kP 与

 *
2 1kP k  N 关于点 1P 对称， 2 1kP  与 2 2kP  关于点 2P 对称．求 99 100P P

uuuuuur
的取值范围．

【答案】(1) 6l  或 0l  ，

(2)存在“1 向量”， “1 向量”为  1,0 ,px 
uur

，
1 3, ,
2 2px

 
    

 

uur

(3)  99 100 588,784P P 
uuuuuur

【优尖升-分析】（1）根据“ 3 向量”的定义，即可由模长公式求解；

（2）利用三角函数的周期性可得 3 1 1 2 3 1
2π 2π 1 3cos ,sin ,
3 3 2 2i iS x x x 

               

uuuur ur uur uuu
L

u r
，即

可由定义求解， 

（3）由定义，结合模长公式可得 1 2 3 0x x x  
uur uur uur r

，设 3 ( , )x u v
uur

，由条件列式，变形为
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