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 (
一、不定积分
（一）不定积分概念，第一换元积分法
)
 (
原函数与不定积分概念
设函数 
F 
x
与 
f 
x
在区间
a
, 
b
内有定义，对任意的 
x
 
a
,
b
，有
F
 
' 
x
 
f 
x
或 
dF
 
x
 
f 
x
dx
 
， 
就称 
F 
x
是 
f 
x
在
a
, 
b
内的一个原函数。
如果 
F 
x
是函数 
f 
x
的一个原函数
,
称 
f 
x
的原函数全体为 
f 
x
的不定
积分
,
记作
 
f 
x
 
dx 
 
F 
x
 
 
C
,
不定积分得基本性质
1
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3
）基本不定积分公式表一
)
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3
）第一换元积分法（凑微分法）
设 
f 
u 
具有原函数
, 
u 
 
 
x
可导
,
则有换元公式
 
f
 
x
'
 
x dx 
f
u
 
du
 
.
u
x
（二）第二换元积分法，分部积分法
)
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（1） [image: ]第二换元积分法

设 x  t 是单调的、可导的函数,并且
则有换元公式


' t  0 .又设 f


 t  ' t 具有原函数,
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 f xdx   f   t  ' t dt 	,
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其中 1 x是 x  t 的反函数.

t 1 x
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（2） 分部积分法
设函数u  u x及v  v x具有连续导数,那么,
uv '   u 'v  uv ' ,
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移项,得	uv'
对这个等式两边求不定积分,得

 uv '   u'v.
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 uv'dx  uv   u'vdx.
这个公式称为分部积分公式.它也可以写成以下形式:
 udv  uv   vdu.
（3） 基本积分公式表二
(17) tan xdx  ln cos x  C，
（18)cot xdx  ln sin x  C,
（19） sec xdx  ln sec tan x  C,
(20)  csc xdx  ln csc x  cot x  C,

(21) 	dx	 1 arctan x  C,
a2  x2	a	a
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(22)

dx	dx 

1 ln

x  a
· 
C,
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x2  a2	2a	x  a
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(23)
(24) (25)

dx
a2  x2
dx
x2  a2
dx
x2  a2

 arcsin x  C,

 (
a
) ln	x 	x2  a2	 C,

 ln x 	x2  a2  C.
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（3）有理函数的积分，三角函数有理式的积分，某些简单无理式的积分一、有理函数的积分
 (
 
)两个多项式的商 P x 称为有理函数，又称为有理分式.我们总假定分子多项式 P x
Q x
与分母多项式 Q x之间是没有公因式的 .当分子多项式 P x的次数小于分母多项式
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Q x的次数时,称这有理函数为真分式,否则称为假分式.
利用多项式的除法,总可以将一个假分式化成一个多项式与一个真分式之和的形式 ,由于多项式的积分容易求,故我们将重点讨论真分式的积分方法.
P x	 
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对于真分式	n
Q	x
m

,首先将Q
m

x	在实数范围内进行因式分解,分解的结果不外乎两种
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类型:一种是x  a k  ,另外一种是 x2   px  q l  ,其中 k , l 是正整数且 p2   4q  0 ;其次,根据因式分解的结果,将真分式拆成若干个分式之和.
具体的做法是:
若Q	x分解后含有因式x  a k  ,则和式中对应地含有以下k  个分式之和:
m
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A
)x  a

2	
 (
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) (
A
)x  a
· 
k	,
 (
k
) (
A
)x  a
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其中: A ,
1

, A 为待定常数.
k
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若Q	x分解后含有因式x2   px  q l  ,则和式中对应地含有以下l 个分式之和:
m
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M x  N
1	1
x	px 

 

M x  N
2	2  
· 
 Ml

x  N
l  ,
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2 	q

x2  px  q 2

x2  px  q l

 (
第 
30
 
页 共 
30 
页
)


 (
第 
30
 
页 共 
30 
页
)
其中: M , N i  1,2,
i	i

,l 为待定常数.
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以上这些常数可通过待定系数法来确定 .上述步骤称为把真分式化为部分分式之和 ,所以,有理函数的积分最终归结为部分分式的积分.
二、可化为有理函数的积分举例
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例 4	求

1 sin x
sin x 1 cos x


dx.
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解	由三角函数知道, sin x 与cos x 都可以用tan

x
2 的有理式表示,即
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2 tan x	2 tan x
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sin x  2sin

x cos x 

2 	2	,
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2	2	sec2 x	1 tan2 x
2	2
x	x
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 (
x
x
)cos x  cos2	 sin2	

1 tan2
2

1 tan2
	2 .
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2	2

如果作变换u  tan x   x   ,那么
2

x	x
sec2	1	tan2
2	2
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[image: ]sin x 	2u	,cos x  1 u2 ,
1 u2	1 u2

而 x  2arctan u, 从而
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dx 
于是

2	du. 1  u 2
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1 sin x
sin x 1 cos xdx
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1
  

2u	 2du 1 u2  1 u2
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2u	1 1 u2 
	
1 u2 	1 u2 
 1  u  2  1  du
 (
u
)	
2		
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 1  u2
· 
2u  ln u

  C
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 (
2
) (
2
)	
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例 5	求	x 1 dx.
x

1	x	x	1	x
	tan2	 tan		ln tan	 C.
4	2	2	2	2
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解	设	x 1  u ,于是 x  u2 1, dx  2udu, 从而所求积分为
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	x 1 dx   x

u u2 1

2udu  2

u2	du u2 1
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 21	1	 du  2 u  arctan u  C
	1 u2 	
 2	x 1  arctan	x 1  C.
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例 6	求

dx
.
1 3 x  2
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解	设 3 x  2  u ,于是 x  u3  2, dx  3u2du, 从而所求积分为
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[image: ]	dx
1 3 x  2

  3u2 du
1 u

 (
第 
50
 
页 共 
30 
页
)
 3 u 1

1	 du
1 u 
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 3 u2  u  ln 1 u   C  3


3  x  22


 33 x  2  3ln 1 3 x  2  C.
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 2		2
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例 7	求 

dx 	.
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1 3  x	x


解	设 x  t6 ,于是dx  6t5dt, 从而所求积分为
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 	dx 

  

6t5 

dt  6	t 2	dt
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1 3  x	x

1 t 2

t3	1 t 2
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 61	1	 dt  6 t  arctan t  C
	1 t 2  	
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例 8	求

 6

1 1 xdx.
x	x

6   x  arctan 6  x	 C.
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·  (
1
1
)x	x
解	设	 t ,于是	 t 2 , x 

1	, dx    2tdt


, 从而所求积分为
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x	x	t 2 1

t 2 1 2
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1	1 x

		2t	t 2
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	dx  
x	x

t 2 1

t 	dt  2
t 2 1 2

dt
t 2 1
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 21

1	 dt  2t  ln

t 1  C
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	t 2 1 	t 1
 2t  2ln t 1 ln t 2 1  C
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 2

1 x  2ln 	1 x

1  ln x  C.
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x		x	
	

二、定积分

（一）定积分概念，微积分基本定理，定积分得基本性质

 (
（
1
）
定积分的概念
1
。
定积分的定义
)
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定义(定积分)	设函数 f x在区间a,b上有定义.用分点


 (
第 
70
 
页 共 
30 
页
)
a  x
0

 x   x	
1	2

 x	 x
n1	n

 b,
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将区间a,b任意分成n 个小区间,小区间的长度为
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x  x
i	i
· 
x
i1

i  1,2,

, n,
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记  maxx . 在每个小区间x

, x 上任取一点 x

   x

,作乘积
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1in	i

i1	i

i	i1	i	i
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将这些乘积相加,得到和式

f 
i

x
i

i  1,2,	, n.
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	 n
n
i1

f 
i

 x ,
i
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这个和称为函数 f x在区间a,b上的积分和.令   0 ,若积分和	有极限 I (这个值 I
n
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不依赖于a,b的分法以及中间点 的取法i  1,2,
i

上的定积分,记作

, n),则称此极限值为 f x在a,b
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I  lim n
0
i 1

f 
i

 x
i

 b
a

f xdx,
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其中a 和b 分别称为定积分的下限与上限， a,b称为积分区间.
函数的可积性

定理 1	若 f x在a,b上连续,则 f x在a,b上可积.
定理 2	若 f x在a,b上只有有限个间断点,并且有界,则 f x在a,b上可积.
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（二）定积分的几何定义

在 a,b上 f x 0 时, 我们已经知道, 定积分 b
a



f xdx 在几何上表示由曲线
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y  f x、两条直线x  a, x  b 与 x 轴所围成的曲边梯形的面积;在a,b上 f x 0 时, 由曲线 y  f x、两条直线 x  a, x  b 与 x 轴所围成的曲边梯形位于 x 轴的下方,定积分
b  f xdx 在几何上表示上述曲边梯形面积的负值 ;在a,b上 f x既取得正值又取得负
a
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值时, 函数 f x的图形某些部分在	x 轴的上方 , 而其它部分在	x 轴下方 . 此时 定积分

 b f  x dx表示 x 轴上方图形面积减去 x 轴下方图形面积所得之差(图 4-2).
a






















（三）定积分的基本性质

为了以后计算及应用方便起见,对定积分做以下两点补充规定:
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(1) 当 a  b 时, b
a
(2) 当 a  b 时, b

f xdx  0;
f xdx  a


f xdx.
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性质 1

a	b
b1dx  b  a.
a
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性质 2 (线性性质)

b k  f x k g x  dx  k b  f x dx  k  b g x dx.
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a	1	2	1  a	2   a
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推论 1

推论 2

b  f x g x dx  b  f xdx  b g xdx.
a	a	a
b kf xdx  k b  f xdx.
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性质 3

a
b  f xdx  c

a
f xdx  b

f xdx.
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a	a	c

 (
第 
30
 
页 共 
30 
页
)
性质 4	若a  b, f x g x,则b
a

f xdx  b g xdx.
a
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推论 3	若a  b, f x 0 ,则b
a

f xdx  0.
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推论 4	若a  b, m   f x M ,则 m b  a b
a

f xdx  M b  a.
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推论 5

b  f x dx   b
a	a

f x  dx a  b .
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性质 5(定积分中值定理)（图 4-6）	若 f x在a,b上连续,则至少有一点 a,b,使得

b  f xdx  f  b  a .
a
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积分上限的函数及其导数
定理 1	如果函数 f x在区间a,b上连续,则积分上限的函数
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在a,b上可导,并且它的导数

x x
a

f t dt
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' x d
dx

 x f t dt  f x a  x  b.
a
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定理 2	如果函数 f x在区间a,b上连续,则函数
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就是 f x在a,b上的一个原函数.
一、牛顿---莱布尼茨公式

x x
a

f t dt
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定理 3	如果函数 F x是连续函数 f x在区间a,b上的一个原函数,则

b  f xdx  F b F a.
a
通常也把牛顿	莱布尼茨公式叫做微积分基本公式.
（2）	定积分的换元积分法与分部积分法
f x在a,b上连续,作变换 x   t ,其中 t 满足
(1)   a, b, 且当t , 时, t a,b;
(2)  t 在, 上具有连续导数,则
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b  f xdx  
a	

f  t ' t dt.
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定积分的分部积分法：

b u xv' xdx  u xv xb
a
a
· 
b v xu' xdx
a
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例 28	证明:
1. 
若 f x在a, a上是连续的偶函数,则
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[image: ]
a	f xdx  2a  f xdx.
a	0
2. 若 f x在a, a上是连续的奇函数,则
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例 29	若 f x在0,1上连续,证明:

 a	f xdx  0.
a
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(1)

  f sin x dx  
 (
2
) (
2
)0	0

f cos x dx;
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(2)

  xf sin xdx       f sin xdx.
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0	2	0

例 31	设 f x是连续的周期函数，周期为T ，证明:
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(1) aT
a

f xdx  T
0

f xdx;
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(2) 

anT
a

f xdx  nT
0

f xdx n  N .
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例 9	证明:


I	  sinn xdx    cosn  xdx
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2	2
n	0	0
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 n 1  n  3	3  1  
 	n	n  2	4	2	2

, n为正偶数；
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n-1


n  3	4 
1 
, n为正奇数.
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证:令 x  
2



· t, 则

  n	n  2	5	3
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当 n  2 时,

 sinn
 (
2
)0

xdx  0 cosn tdt    cosn  xdx.
 (
2
)
0
2
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 (
2
)I	  sinn
n	0

xdx   sinn1 xd cos x
 (
2
)0

 (
第 
30
 
页 共 
30 
页
)
 cos x sinn1 x 2
· 
 n 1sinn2  x cos2  xdx
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 (
2
)0	0
 n 1 sinn2  xdx  n 1 sinn  xdx
2	2
 	 0			0
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这样,我们得递推公式:

n 1

I	
n2

n 1 I .
n
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n 1
I	
n	n

I	.
n2
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当 n 为正偶数时, I
n

当 n 为正奇数时, I
n
又

 n 1  n  3 n	n  2
 n 1  n  3 n	n  2

3  1 I ;
4	2	0
3  2 I .
4	3	1
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 (
2
)I	   sin xdx  1,
1	0
 (
2
)I	   dx    .
0	0	2
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故
 n 1  n  3	3  1  
I	 	n	n  2	4	2	2



, n为正偶数；
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n	n-1  n  3	4  2 , n为正奇数.
  n	n  2	5	3

在一些实际问题中,常会遇到积分区间为无穷区间,或者被积函数为无界函数的积分,它

三、反常积分

（一）无穷限的反常积分

定义 1	设函数 f x在区间a, 上连续,取t  a ,如果极限

lim t  f xdx
t a
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存在,则称此极限为函数 f x在无穷区间a, 上的反常积分,记作 
a

f x dx, 即
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  f xdx  lim t  f xdx,
a	t 	a
这时也称 反常积分   f  x dx收敛; 如果上述极限不存在	, 则函数 f x在无穷区间
a
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a, 上的反常积分 
a

f xdx 就没有意义,习惯上称为反常积分 
a

f xdx 发散,这时
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记号
a

f xdx 不再表示数值了.
类似地, 设函数 f x在区间, b上连续,取t  b ,如果极限
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lim b  f xdx
t  t
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存在,则称此极限为函数 f x在无穷区间, b上的反常积分,记作 b


f xdx, 即



以上内容仅为本文档的试下载部分，为可阅读页数的一半内容。如要下载或阅读全文，请访问：https://d.book118.com/146000224051010043

 (
第 
30
 
页 共 
30 
页
)
image21.png




image22.png




image23.png




image4.png




image24.png




image25.png




image26.png




image5.png




image27.png




image28.jpeg




image29.png




image6.png




image30.png




image7.png




image31.png




image32.png




image33.png




image34.png




image35.png




image36.png




image37.png




image38.png




image39.png




image40.png




image8.png
1. L
LLL





image1.jpeg




image9.png




image10.png




image11.png




image2.png




image12.png




image13.png




image14.png




image15.png




image16.png




image17.png




image18.png




image3.png




image19.png




image20.png




