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2024-2025 学年物理竞赛能力培优精练

专题 09 刚体动力学

1．（2023·北京强基计划）一根质量均匀的细杆一端铰接于地面，初始时竖直方向。收到微扰后在竖直平

面内倒下，在这个过程中，杆内部（　　）

A．切向力最大离上端
1
3
处

B．切向力最大离下端
1
3
处

C．无切向力

D．内部传递力矩最大离上端
1
3
处

E．内部传递力矩最大离下端
1
3
处

【答案】E

【详解】ABC．记杆长为 L，当杆倒下 角时，以铰接点为参考，重力的力矩提供角加速度  ，由转动

定律可得

21sin
2 3
Lmg mL   

解得

3 sin
2

g
L

 

将距离铰接点 x 的部分杆作为研究对象，该部分质量

L xm m
L
 

质心加速度

 3
sin

2 4
L xL xa g

L
 


  

加速度由切向力和重力提供（切向力 T 以垂直杆向下为正）

sinT m g m a  

解得
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  
2

3
sin

4
L x x L

T mg
L


 



因此，最小值出现在
3
Lx  处，最大值出现在 0x  处。故 ABC 错误；

DE．考虑转动定律，角加速度由切向力 T 和切向力矩 M 提供

 21
2 12

L xM T m L x     

解得

 2

2 sin
4

x L x
M mg

L





可得最小值出现在两端，最大值出现在
3
Lx  处。故 D 错误，E 正确。

故选 E。

2．（2022·全国强基计划）劲度系数为 60 N mk  的弹性绳牵着一个质量 0.2kgm  的匀质圆柱体（圆柱体

转动惯量
21

2
I mR ），该柱体可以在倾角 30  的斜面上做纯滚动，在圆柱体的平衡位置附近，圆柱体

受到微扰的振动周期（　　）

A．0.314s

B．0.555s

C．0.689s

D．0.666s

E．0.444s

【答案】A

【详解】以刚体与平面接触位置为瞬时转动中心，在平衡位置附近的微扰仅有弹性绳中的弹力会对瞬心

产生偏离平衡位置后的回复力矩。

由平行轴定理

2
cI I md 
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得

23
2

I mR

由转动定理

M I

得

232 2
2

k x R mR   

圆柱体做纯滚动时，沿斜面方向加速度 和角加速度  满足

R 

化简后可得

4 0
3

k x
m

  

圆柱体做简谐运动，周期满足

2 32
4 10
mT
k

 


  

结果与 A 选项相符。

故选 A。

3．（2023·郑州竞赛）一根长为 l，质量为 m 的均匀细棒在地上竖立着。如果让竖立着的棒以下端与地面接

触处为轴倒下，则上端到达地面时速率应为（　　）

A． 6gl B． 3gl C． 2gl D．
3
2
g
l

【答案】B

【详解】杆对过杆的一端且与杆垂直的轴的转动惯量为

21
3

J ml

由能量守恒定律可知

21
2 2
lmg J

解得

3g
l

 

故上端到达地面时速率应为

3v l gl  

故选 B。
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4．（2022·全国竞赛）竹蜻蜓由同材质的两个旋翼叶片与一根垂直杆组成，旋翼叶片为两片长为 a，宽为

b ，面密度为 的匀质长方形板，与水平面夹角皆为 ，杆子质量 1m ab 。 0t  时，以角速度 0 ，数

值速度 0 0v  起飞，与密度为  的空气发生弹性碰撞， 在发生碰撞前，空气保持静止。求：

（1）竹蜻蜓绕杆的转动惯量；

（2）速度为 v，角速度为 时竹蜻蜓受到的力与力矩情况；

（3）这个竹蜻蜓能够起飞至少要多大的 0 ？并求 多大时竹蜻蜓最容易起飞。

【答案】（1） 2 2 24 cos
6
ab a b （ ）；（2）见解析；（3）

3
2 sin cos

g
a


  

，
1cos
3

 

【详解】（1）对单块板如图建系

质量微元

dd d
cos

ym x




单块板绕杆的转动惯量为

2 2 2
1d d d d

cos
I mr x y x y


  （ ）

积分

cos
2

2 2 2 2 2
1

0cos
2

d d 4 cos
cos 12

b
a

b

abI x y x y a b




  




     （ ） （ ）

考虑两个叶片
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2 2 2
12 4 cos

6
abI I a b   （ ）

（2）仍然对 x y（ ， ） 处的微元分析（角速度逆时针方向为正），转动速度

v r y i x j  
 

    
uur r r
转

平动速度

v v k



uur
平

故其速度

v v v y i x j v k 
  

     
uur uurr

平转

由板的法向量

cos sine k j 
  

  

微元的速度在板法向投影为

cos sinv v e v x 


     
r

v为正时表示板下表面撞击空气； v为负时表示板上撞击空气。讨论：

当 0v  ，若 tanv a ，板上每一处的风力向下；

若 tanv a ，板上 0
tan

v


（ ， ）风力向下，
tan

v a


（ ， ）风力向上   

当 0v  ，若 nv ta a ，板上每一处的风力向上；

若 tanv a ，板上 0
tan

v


（ ， ）风力向上，
tan

v a


（ ， ）风力向下   

之后我们会发现，这个讨论非常重要

计算dm受力

2 dd 2 d
cos

yF v x


在竖直方向投影

2d 2 d dzF v x y 

我们知道 v与dF 的方向应该是相反的，但发现这个dF 的式子关于 v没有体现出方向性，因此我们在后

续的积分时要手动地加上正负号。

竹蜻蜓受力与力矩的大小（由于对称性，我们只需算力的竖直分量）：若板上处处受力方向一致

受力大小
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cos cos
2 2

2 2 2 2 2 2 2

0 0cos cos
2 2

12 2 d d 2 2 cos sin d d 4 sin cos sin cos
3

b b
a a

b b

Fz v x y v x x y ab a av v
 

 

        

 

          （ ） （ ）

受力矩大小

cos cos
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

0 0cos cos
2 2

1 2 12 2 d d 2 2 cos sin d d 4 sin cos sin cos
4 3 2

b b
a a

b b

M x v x y v x x x y a b a av v
 

 

        

 

         
     （ ）

若板上处处受力方向一致，为表示方便，我们令

tan
v




     

cos γ2
2 2

0 γcos
2

2 2 3 3 2 2 2 2

2 2 d 2 d d

14 cos sin 2γ cos sin 2γ cos 2γ
3

b
a

b

Fz v x v x y

b a v a v a





 

     

 



 
    

 

       

  

     

cos
2

2 2

0cos
2

2 2 4 4 3 3 2 2 2 2

2 tan 2 d 2 d d

1 2 14 sin sin 2 cos sin 2 cos 2
4 3 2

b
a

b

M v x x v x x y

b a v a v a

 



  

        

 



 
    

 

       

  

当然，还要考虑力和力矩的方向与重力，于是最后的答案如下

𝐼𝜔

=

4𝜌𝑎2𝑏 sin 𝜃
1
4 sin

2

𝜃 𝜔2𝑎2 −
2
3 cos 𝜃 sin 𝜃 𝜔𝑎𝑣 +

1
2cos2 𝜃 𝑣2 ，当𝑣 < 0，𝑣 < tan θ 𝜔𝑎

4𝜌𝑏 sin 𝜃
1
4 sin

2

𝜃 𝜔2(2γ4−𝑎4)−
2
3 cos 𝜃 sin 𝜃 𝜔𝑣(2γ3−𝑎3) +

1
2cos2 𝜃 𝑣2(2γ2−𝑎2) ，当 tan θ 𝜔𝑎 < 𝑣 < 0

−4𝜌𝑎2𝑏 sin 𝜃
1
4 sin

2

𝜃 𝜔2𝑎2 −
2
3 cos 𝜃 sin 𝜃 𝜔𝑎𝑣 +

1
2cos2 𝜃 𝑣2 ，当𝑣 > 0，𝑣 > tan θ 𝜔𝑎

−4𝜌𝑏 sin 𝜃
1
4 sin

2

𝜃 𝜔2(2γ4−𝑎4)−
2
3 cos 𝜃 sin 𝜃 𝜔𝑣(2γ3−𝑎3) +

1
2cos2 𝜃 𝑣2(2γ2−𝑎2) ，当 tan 𝜃 𝜔𝑎 > 𝑣 > 0

𝑀
⋅
𝑣 =

−𝑀𝑔 + 4𝜌𝑎𝑏cos𝜃(
1
3sin2𝜃𝜔2𝑎2−cos𝜃sin𝜃𝜔𝑎𝑣 + cos2𝜃𝑣2当𝑣 < 0,𝑣 < tan𝜃𝜔𝑎

−𝑀𝑔 + 4𝜌𝑎𝑏cos𝜃[
1
3sin2𝜃𝜔2(2𝛾3−𝑎3)−cos𝜃sin𝜃𝜔𝑣(2𝛾2−𝑎2) + cos2𝜃𝑣2(2𝛾−𝑎)]当 tan𝜃𝜔𝑎 < 𝑣 < 0

−𝑀𝑔−4𝜌𝑎𝑏cos𝜃(
1
3sin2𝜃𝜔2𝑎2−cos𝜃sin𝜃𝜔𝑎𝑣 + cos2𝜃𝑣2当𝑣 > 0,𝑣 > tan𝜃𝜔𝑎

−𝑀𝑔−4𝜌𝑎𝑏cos𝜃[
1
3sin2𝜃𝜔2(2𝛾3−𝑎3)−cos𝜃sin𝜃𝜔𝑣(2𝛾2−𝑎2) + cos2𝜃𝑣2(2𝛾−𝑎)]当 tan𝜃𝜔𝑎 > 𝑣 > 0
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其中

 2 2 2
13 2 4 cos

6 tan
ab vM ab I I a b  


    ， ，

（3）只要初始 0v & ，并带入 0v  ，有

2 2 24 cos sin 0
3

Mg ab a    

因此只要

0 2 2
2 2

9 3
4 4 cos sin 2 sin coscos sin
3

Mg g g
a aab a

 
       

  

就能起飞。易知，当

1cos
3

 

上式的分母最大，最容易起飞。

5．（2020·攀枝花竞赛）如图所示。

（1）试（a）写出质量为 M 和边长为 a 的均匀正 N 边形（ 3,4,6,8,12,16N  . . .）空心棱柱（薄壁厚

t a ），绕中心轴 O 的转动惯量 OI 。

（b）使用问题（a）结果，或其它方法，（1）求正方形空心棱柱绕 O 轴的转动惯量 OI ；以及使用以上

空心棱柱结果，或其它方法，（2）求正方形实心棱柱绕 O 轴的转动惯量 OI 。（c）分别求出正方形（1）

空心棱柱和（2）实心棱柱，绕棱边角点 P 轴的转动惯量 PI 。

（2）设有（1）空心棱柱和（2）实心棱柱的均匀正方形，最初静止在倾角为 的斜面上，其中心轴线是

水平的。现在令棱柱沿斜面不均匀地自由滚动下来，而且在滚下过程中，摩擦力足以阻止该棱柱的任何

滑动，使得其棱边在 P 处与斜面保持良好的接触。

（a）设棱边 P 撞击斜面之前和之后的瞬时角速度分别为 i 和 f 。若 f ik  ，试求系数 k

（b）设棱边 P 撞击斜面之前和之后的动能分别为 iE 和 fE 。若 f iE kE ，试求系数 k。

（c）为使棱柱能够进行接下来的碰撞， iE 必须超过一个最小值
min

miniE k Mga 。试以参量 k 和 表示系

数 mink 。

（d）如题（c）条件满足时，动能 iE 将接近一个固定值
max

maxiE k Mga ，使得薄壁棱柱能够滚下斜面。

试以参量 k 和 表示系数 maxk 。

（e）试求出斜面的最小倾斜角度 0
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，使得棱柱的不均匀滚动一旦启动，将无限地继续下去。若有需要，可使用积分方程
1

1

n
n xx dx

n




 。

【答案】见解析

【详解】（1）解答

（a）解法 1 平行移轴法

棱柱一条边的质量 
Mm
N

 ，中心点 O  到该边的距离

2tan

ad

N



 
 
 

绕 O  点的转动惯量

2

2
2 2

2

1 1
12 122tan 4tan

O C
ma aI I md m ma

N N
 

   
   
        

      
            

则正 N  边形棱柱绕其中心轴线 O  的转动惯量 

2 21 1 cot
12 4OI NI Ma

N
     

 

解法 2 微积分法

 
/2 /2 3 22

2 2 2 2

2 20 0 0

2 12 2
13 12 12 cot
4

a
a a M M x aI N dI N d x dx d x M d

Na a Ma
N


   
                  

 

 

（b） 解法 1 使用问题（a）结果

当 4N   时，棱柱绕 O  轴的转动惯量

2 2

2

1 1 1
12 34tan

OI NI Ma Ma

N


 
 
    

  
    

解法 2 微积分法

 
/2 /2 3 22

2 2 2 2 2

0 0 0

2 14 2 4 2
4 3 12 3

a
a a M M x aI dI h x dx h x M h Ma

a a
       

                
      

 
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（c） 解法 1 微积分法

正方形实心棱柱的面密度 2
M
a

  . 对于边长为 0 x a   的薄壁棱柱

        2 2 2 3
2 2

1 1 1 32(2 ) 4 4 4 2
3 3 3 3

M MdI dm x x dA x x dx x dx
a a

       

则实体棱柱绕其中心轴线 O  的转动惯量

/2/2 /2 /2 4
3 3 2

2 2 2
0 0 0 0

32 32 32 1
3 3 3 4 6

aa a aM M M xI dI x dx x dx Ma
a a a

          
     

解法 2 垂直轴法

对于质量为 m  和边长为 a  的正方形薄板

2 21 1,
12 6x y O x yI I ma I I I ma    

则对于质量为 M  和边长为 a  的正方形厚板 （实体棱柱） 21
6OI Ma

（d）如下

 
2 2

2

22P O PO O O
a aI I M d I M I M       

 

（i）空心棱柱

2 2 21 1 1 5,
3 3 2 6O PI Ma I Ma Ma     

 

（ii） 实心棱柱

2 2 21 1 1 2,
6 6 2 3O PI Ma I Ma Ma     

 

（2） 解答如下

（a） 某一棱边撞击斜面之前关于 P  点的角动量为

刚体关于质心 O  的转动角动量与质心 O  的平动角动量之和，即

   210
6i O i i iL I Mv Ma   

该棱边撞击斜面之后关于 P  点的角动量

22
3f P f fL I Ma  

角动量守恒

2 21 2 1 1 1
6 3 4 4 4i f i f f i f iL L Ma Ma k            
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（b） 某一棱边撞击斜面之前和之后的动能

21
2i P iE I 

2 2
2 f1 1 1 1

2 4 16 16
f

f P f f i
i i

E
E I E E k

E



             
  

（c） 碰撞后薄壁棱柱的质心 O  至少转动一个角度  45 o , 上升到最高位置

 Δ 1 cos 45h a     
o

   min
f min min

1 cos 45 2 cos sinΔ 1 cos 45
22 2f i

aE kE Mg h Mg E k Mga k
kk

  
              

o
o

（d） 设某一棱边第 n  次撞击斜面之前和之后的动能分别为 n
iE  和 n

fE , 由题（b）结果有 n n
f iE kE . 

接下来第 1n   次碰撞, 质量中心会降低一个高度 Δ sinh a  , 动能变化

Δ sinE Mga 

则有

1 Δ sin , 1,2,3,n n n
i f iE E E kE Mga n      

即

2 1 Δi iE kE E 

       3 2 1 2 1 4 3 2 1 3 1 2Δ Δ Δ 1 Δ , Δ 1 Δ Δ 1 Δi i i i i i i iE kE E k kE E E k E k E E kE E k k E k E E k E k k E                   

 1 1 1 1 11 Δ , Δ
1

n
n n n n
i i i

kE k E k k E k E E
k

  
     



由于 1k   当

1 0 0Δ sin,
1 1

n
i i i

En E E E Mga
k k

     
 

其中 max
sin
1

k
k





；

（e）要使薄壁棱柱的不均匀滚动无限地继续下去



11 / 26
学科网（北京）股份有限公司

0 min
0 mini iE E k k  

即

sin 2 cos sin sin cos 2
1 2

r
k k
     

   


其中

 1 1 2sin cos sin
1

k rr
k R R R

   
     



其中
2 11,sinR r

R
    和 cos r

R
  。

附表 1

N  边角  顶角  tan
2
 1tan

2 2
ah 

2
2 2 2

2
1

12
hI Ma kMa lMh
a

 
    

 

3 60o 120o 3
1

23
ah  1 , 2

6
k l 

4 90o 90o 1
2
ah 

1 4,
3 3

k l 

6 120o 60o
1
3

3
2
ah 

5 10,
6 9

k l 

8 135o 45o 2 1  1 2
2
ah    2 3 2 25 3 2 ,

6 3
k l


 

12 150o 30o 2 3  2 3
2
ah    2 3 311 6 3 , 4

6 3
k l


 

附表 2

2
21

22P O O
aI I M I Ma     

  2 2
0

1 5(i) ,
3 6PI Ma I Ma 空心 2 2

0
1 2(ii) ,
6 3PI Ma I Ma 实心

（a）
 P

i O i i f P fL I Mv L I   和
2 21 5

3 6i i f fL Ma L Ma  和 2 21 2
6 3i i f fL Ma L Ma  和

i f f iL L k    1 5 2
3 6 5i f k   

1 2 1
6 3 4i f k   



12 / 26
学科网（北京）股份有限公司

（b）
 221

2f iE kE E I k k   和 4
25

k 
1

16
k 

（c）  min
min min

1 cos 45 2 cos sin
22fE k Mga k

kk

     
   

o

（d）
max

max max
sin
1iE k Mga k

k


  


（e）
 

21 1, 1,
1

2

kr R r sin
k R

sin
R



 


   



  0

29 1.7050.
21

1 0.5865 35.910

56.042 20.132

r R

sin
R

u

 

 

 

   

   

o

o

及

0

17 1.5114.
15

1 0.6616 41.424

69.341 27.917

r R

sinu u
R

u 

 

   

   

o

o o

及

6．（2016·全国竞赛）两根质量均匀分布的杆 AB 和 BC，质量均为 m，长均为 l，A 端被光滑饺接到一固

定点（即 AB 杆可在竖直平面内绕 A 点无摩擦转动）开始时 C 点有外力保持两杆静止，A、C 在同一水

平线 AD 上，A、B、C 三点都在同一竖直平面内，∠ABC=60°。某时刻撤去外力后两杆始终在竖直平面

内运动。

（1）若两杆在 B 点固结在一起，求：

（i）初始时两杆的角加速度；

（ii）当 AB 杆运动到与水平线 AD 的夹角为 θ 时，AB 杆绕 A 点转动的角速度。

（2）若两杆在 B 点光滑较接在一起（即 BC 杆可在竖直平面内绕 B 点无摩擦转动），求初始时两杆的角

加速度以及两杆间的相互作用力。

【答案】（1）（i）
6
7
g
l

  ；（ii）  3= 5sin 3 cos 2 3
7
g
l

    ；（2） 1
9=
11

g
l

 ， 2
15=
11

g
l

 ，

2 2 37 0.276
22x yF F F mg mg   

【详解】（1）（i）两杆 AB 和 BC 对于 A 点的转动惯量分别为
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2
1

1
3

I ml         ①

2

2
2

1 3+
12 2

I ml m l
 

   
 

    ②

两杆固结在一起，因而两杆可视为一个刚体绕 A 点做定轴转动，总的转动惯量为

2
1 2

7
6

I I I ml           ③

撤去外力作用后，两杆所受到的重力相对于 A 点的总力矩为

1 3
4 4

M mgl mgl        ④

两杆的角加速度相同，设为 （以顺时针方向为正方向），则由刚体转动定理得

M I            ⑤

联立①②③④⑤式得，两杆的角加速度为

6
7
g
l

            ⑥

（ii）考虑 AB 杆从初始位置到与水平线 AD 的夹角为 θ 位置这一过程，两杆重力势能的变化量为

两杆动能的变化量为

3sin sin 2 sin
2 2 6 2 3p
l l lE mg mg mg              

   
     ⑦

式中， 为 AB 杆与水平线 AD 的夹角为 时绕 A 点转动的角速度。整个过程中机械能守恒定律

0k pE E                ⑨

联立③⑦⑧⑨式得

 3= 5sin 3 cos 2 3
7
g
l

           ⑩

（2）两杆在 B 点由光滑链连接，因而杆 AB 和 BC 不能整体视为一个刚体，其角加速度不相等，分别

设为 1 、 2 （以顺时针方向为正方向）；取 B 点为原点，x、y 轴正方向分别水平向右，竖直向下，设 BC

杆对 AB 杆的作用力沿 x、y 轴的分量分别为 Fx、Fy。对于 AB 杆，相对于 A 点，由刚体转动定理得

2
1

1 1 1 3
3 4 2 2y xml mgl F l F l     

 
       ⑾

对于 BC 杆，AB 杆对 BC 杆的作用力沿 x、y 轴的分量分别为-Fx、-Fy，设 BC 杆质心的加速度沿 x、y

轴的分量分别为 xa 、 ya ，由刚体质心运动定理得

x xma F             ⑿
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y yma mg F        ⒀

BC 杆同时还绕其质心转动，由刚体转动定理得

2
2

1 1 3+
12 4 4y xml F l F l   

 
       ⒁

两杆连接点 B 的加速度沿 x、y 轴的分量 Bxa 、 Bya 为

2 2
3 3=

2 4Bx xa l a l              ⒂

1 2
1 1=
2 4By ya l a l                 ⒃

联立⑾1⑿⒀⒁⒂⒃式得

1
9=
11

g
l

 ， 2
15=
11

g
l

            ⒄

3 3
44xF mg ，

1
4yF mg        ⒅

两杆间相互作用力的大小为

2 2 37 0.276
22x yF F F mg mg            ⒆

设 BC 杆对 AB 杆的作用为与竖直方向夹角为 ，则

3 3tan 0.472
11

x

y

F
F

        ⒇

7．（2022·河西竞赛）如图所示，一个质量为 m 的物体与绕在定滑轮上的绳子相联，绳子质量可以忽略，

它与定滑轮之间无滑动。假设定滑轮质量为 M、半径为 R，其转动惯量为
21

2
MR ，滑轮轴光滑。试求该

物体由静止开始下落的过程中，下落速度与时间的关系。

【答案】 1
2

mgt

m M

【详解】对物体牛顿第二定律可得

mg T ma 



15 / 26
学科网（北京）股份有限公司

对滑轮有

TR J 

运动学关系为

a R

联立可得

1
2

mga
m M




速度为

1
2

mgtv at
m M

 


8．（2020·攀枝花竞赛）已知外接圆半径为 r 和质量为 m 的均匀正 n 边形，对过其中心 O 且垂直于所在平

面的轴的转动惯量
2 21 21 sin

2 3OI mr
n
   

 
，设等边三角形薄板 PAB 的外接圆半径和质量为 R 和 M。

（1）（a）试求薄板对其中心轴 O 和角点 P 的转动惯量 OI 和 PI ；

（b）将薄板 P 端悬挂于天花板构成一个复合摆，设薄板在其平面内简谐振动的频率为 ，试求 2 。

（2）如图所示，在对称轴 POD 上以 OD 为直径，挖去半径为 r 的圆洞而形成一个新系统。

（a）试确定新系统的质量中心 C 位置 PCd ；

（b）计算它关于 P 点的转动惯量 PI ；

（c）将该系统 P 端悬挂于天花板构成一个复合摆，设它在其平面内简谐振动的频率为 ，试求 2 。

【答案】（1）a. 21
4OI MR , 25

4PI MR ;b. 2 4
5

g
R

  ;（2）a. 0.9555PCd R ;b. 21.0091PI MR ;c.

2 0.80376 g
R

 

【详解】（1）a．由题意可得 3n  ，对中心轴的转动惯量为

2 2 2 2 21 2 1 2 3 1(1 sin ) (1 ( ) )
2 3 2 3 2 4OI mr MR MR

n


    

OPd R ，对角点 P 的转动惯量为
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2 2 2 21 5( )
4 4P O OPI I M d MR MR MR    

b．频率为

2
2

4
5 / 4 5

OP

p

MgL MgR g
I MR R

   

（2）薄板面积为 2
1

3 3 ,
4

A R 面密度为

2
1

4
3 3

M M
A R

  

系统的面积为

2
1 2

3 3( ) .
4 16

A A A R
   

则新系统的两部分的各物理量如下表

a.系统的质心为

1 1 2 2 48 3 5 0.9555
48 3 4PC

A x A xd R R
A




 
  



b．系统转动惯量为

1 2 2 2 2 25 31 5 51( ) 1.0091
4 4384 3 384 3P P P CI I I MR MR MR I MR 

      

c．系统的质量为

2
2

4 3 3 4 3 3( ) ( ) (1 ) 0.84885 .
4 16 4 163 3 3 3 12 3

MM A R M M M
R

          

频率为

2
2

( ) (0.84885 ) (0.955 ) 0.80376
1.0091

PC

p

M gd M g R g
I MR R

   

9．（2020·全国竞赛）据《荀子•有坐篇》记载，孔子观于鲁桓公之庙，有欹（qī）器焉。欹器者，“虚则欹，

中则正，满则覆。”悬挂式欹器实物如图 7a 所示：欹器空时，器身倾斜：注水适中，器身正立；注水过

满，器身倾覆。图 7b 为悬挂式欹器的正视剖面图。整个欹器的外轮廓是相对于 Z 轴的回转面，Z 轴为

内部管腔的对称轴，容器内壁与外壁的半球壳半径分别为 1R R 和 2 3R R ，两半球的球心 O 和O均

位于 X 轴上。Z 轴和 Z 轴相距 3 /10t R ，欹器圆柱部分的长度 2l R 。欹器的一对悬挂点所在直线与
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XOZ 平面交于 Q 点，其坐标为（ /10Qx R  ， 2 3 /1Qz R ）。欹器材质均匀，其密度 1 为水的密度 2 的 3

倍。不计摩擦。

（1）求空欹器自由悬挂平衡时 Z 轴与竖直方向的夹角。

（2）求空欹器绕一对悬挂点所在轴的转动惯量及其在平衡位置附近微振动的角频率（已知密度为  、

半径为 R 的匀质球体绕过其质心的轴的转动惯量为
5

1
8 π

15
I R ；半径为 R、长度为 L 的匀质圆柱体绕

过其质心且平行于圆柱底面的轴的转动惯量为
2 2 2

2
π (3 )

12
R L R LI  

 ）。

（3）让空欹器自由悬挂，并开始往欹器内缓慢注水，问欹器内水面到底部的距离 h 为多少时器身正立？

（4）简述“满则覆”的临界条件。

【答案】（1） 40.5333；（2） 5
112.306 πR ，01226. 24 g

R
；（3）1.23526R ；（4）系统质心刚好高于悬挂

点；或 CH Qx x  ， CH Qz z

【详解】（1）假设整个欹器是实心时，它分为长圆柱部分（I）和半球部分（II）。

在坐标系 XOZ 中，圆柱部分质心的位置为：

CI 0x  ， CI
1
2

z R 

半球部分质心的位置为：

CII 0x  ，
 
 

2

2

0 2 2
1 2

CII 20 2 2
1 2

3 3 3 0.6495
8 8

R

R

R z zdz
z R R R

R z dz

 

 





      






①

设整个实心体的质心坐标为 C C0 ),(x z
实 实 ，则
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3 3 3 3 2
2 2 2 2C

32 2π π π π
3 2 3 8

RlR l R z R l R       
  实

于是

C  0x 
实 ，

 
 

2 2
2

C  
2

3 2 5(3 3) 0.3962
4 3 2 16

l R
z R R

l R
 

  
实     ②

相应地，整个欹器空心部分的质心坐标为

C  0.3x t R 空 ，
 
 

2 2
1

C  
1

3 2 21 0.6563
4 3 2 32

l R
z R R

l R


  
空     ③

设m
实和m空分别是整个欹器是实心时欹器的质量和整个欹器空心部分刚好填实所需的质量，有

2 2
1 2

2(
3

π )Rm R l 
实 ，

2 1
1 1

2(
3

π )Rm R l 空

整个瓶子的质心坐标为

 
 

 
   

2
C  C  1 1

C 2 2 3 3
2 1 2 1

3 2
3 2

m x m x R t l R
x

m m l R R R R
  

  
    

空实 实

空实

实

3(5 3 3) 0.1177
5

R R
           ④

 
 

  
   

2 2 2
2 1 2 1 C  C

C 2 2
2 1 2 2 1 1

3 2
z

4 3 2

R R l R Rm z m z
m m l R R R R R R

   
 

       

空 空实 实

空实

    ⑤

3 (3 3 5) 0.2942
2

R R  

悬挂点的位置为
1 2 3( , )

10 11
R R ，欹器内没装水悬挂时欹器倾斜的角度为

C
0

C

25(5 3 3)arccot arccot
121

Q

Q

z z
x x


 

 


1800.707439 40.5333



           ⑥

（2）由球绕直径的转动惯量知，半球绕其底面圆直径的转动惯量为

5
11 1

1 4 π
2 15

I I R 

由平行轴定理知，半球绕穿过其质心且平行其底面的转轴的转动惯量为

2
3 5 5

1 11
2 3 83π π 0.1729π
3 8 480cI I R R R R       

 
    ⑦

中间为实心时欹器绕悬挂点连线的转动惯量
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2 2
5 3 2 2 2

1 2 1 2 2 2 1 2
83 2 3π π π
480 3 8 2Q Q Q Q

lI R R x R z I x zlR  
               

    

 
 
  

实 ⑧

5 5
1 1π π79588 7591 3 15.3283

6050
R R 

 

空心部分绕悬挂点连线的转动惯量

   
2 2

2 22 3
2 1 1 1 1 1 1

2 3π π
2 3 8Q Q c Q Q
lI I R l x t z I R x t R z 

                     
         

空 ⑨

5 5
1 1

(24953 3850 3) 3.0223
6050

π πR R 
 

欹器绕悬挂点连线的转动惯量

5 5
1 1

(54635 11441 3) 12.306
6050

π πRI I I R 
   空实

    ⑩

质心到悬挂点轴线的距离

 
   

  
   

22 2 2 22
2 1 2 11 1

2 2 3 3 2 2
2 1 2 1 2 1 2 2 1 1

3 23 2
3 2 4 3 2

Q Q

R R l R RR t l R
d x z

l R R R R l R R R R R R

            
              

3 3
1 1

(3 3 5) 2 30848 17541 3 π 0.02722 π
220

R R 
  

2 2 32 1
1 2 1 1

2 2 2π (5 3 3) π
3 3 3
R Rm m m R l R l R                    

欹 空实

欹器绕悬挂点连线摆动的角频率

110 2(30848 17541 3)
0122624

163905 34323 3
.

m gd g g
I R R




  


欹     ⑪

（3）（解法一）设欹器竖直时里面装的水的质量为 Sm 。

此时水、欹器以及整个体系质心的横坐标 CSx 、 Cx 和 Ctx 分别为

CSx t             ⑫

3(5 3 3) 0.1177
5Cx R R

  

Ct Qx x             ⑬

故有

 Ct S q S CS q Cx m m m x m x           ⑭

解得：
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    3 3
1 20.3006 π 0.9018 πq C Qq C Ct

S
Ct CS Q

m x xm x x
m R R

x x x t
 


   

 
    ⑮

由于
3 3

2 2π 20.9018
3

πS R Rm            ⑯

故水的体积大于底部半球的容器，即h R 。

因而有

3 2 3
2 2 2

2 ( ) 0.90π π 18
3

πS R R Rm hR              ⑰

解得

(23 9 3) 1.23526
6

h R R
          ⑱

此时整个体系质心的纵坐标

     
      

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 2 2 1 1 1S2

2 2 3 3 2
S2 1 2 1 1 1 2 1 1

3 2 2 4

4 3 2 3
C Cs

Ct

R R l R R R h hR Rmz m zz
m m l R R R R R h R

 

 

         
       

 2 23 2 4 25
0.271326

4[3 (29 18 3) ] Q

h hR R
R z

h R

 
  

 

故 1.23526h R 时欹器正立。

（解法二）

若 1h R 时欹器竖直位置， 1h R 时，水的质心位置为

 

 

1

1

CS

( )
2 2

2 2

CS ( )
2 2

2

0.3

π
3(2 )
4(3 )

π

R h

R
R h

R

x t R

R z zdz
R hz
R h

R z dz





 


 



 

 
 

    






    ⑫

欹器的质量 m 和此时欲器中水的质量 Sm 分别为

   3 2 3 2 2 2 3 3
1 2 2 1 1 1 2 1 2 1

2 2 1π π π π π 3 2
3 3 3

m R R l R R l l R R R R                        

     2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1

1 π 3 2
3

R R l R R R R R R        

 
1

2( ) 2 2 2
S 2

π (3 )π
3

R h

R

h R hm R z dz 
 




  

整个装置的质心 tC ，的位置坐标为
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   
     

2 2
1 1 1 2 1C S CS

Ctl 2 2 3 3 2
S 1 1 2 1 2 2 1

3 2 3

3 2 3

R l R h h R tmx m xx
m m l R R R R h h R

 

 

      
       

    ⑬

 3 2 3

2 3

3 24 3

10 ( 3 ) 6(5 3 3)

R R h R h

h R h R

 


    

欹器身正立时，悬挂点与系统质心的连线为竖直线必有

Ct 0.1Qx x h   ，            ⑭

解得

0.8394h R  ， 1.2389h R ， 2.5996h R ，均不满足0 h R  ，    ⑮

故此时无解。

因此欹器竖直时，必有 1h R 。

当 1h R 时，与③、④式对比（③、④式中可视为 1l h R  ），得水的质心位置为

CS 0.3x t R 

 
 

 1

1

1

1

0 2 2 2 2 2
2 1 2 10

CS 0 2 2 2
2 1 2 10

π π 3 2 4
4(3 )π π

h R

R
h R

R

R z zdz R zdz h hR R
z

h RR z dz R dz

 

 








   
 

 

 
 

    ⑯

此时欹器中水的质量 2Sm 为

2

2 1
1 1 (π )

3S
Rm hR 

整个装置的质心位置为

   
     

2 2

2

2
1 1 1 2 1C S CS

Ct2 2 2 3 3 2
s 1 1 2 1 2 2 1 1

3 2 3

3 2 3

R l R R h tmx m x
x

m m l R R R R R R h

 

 

      
       

    ⑰

3(3 25 )
10 3 (29 18 3)

h R R
h R




   

     
      

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 2 2 1 1 1S2

2 2 2 3 3 2
S2 1 2 1 1 1 2 1 1

3 2 2 4

4 3 2 3
C Cs

Ct

R R l R R R h hR Rmz m zz
m m l R R R R R h R

 

 

         
       

⑱

2 23(2 4 25 )
4 3 (29 18 3)

h hR R
h R

 


   

欹器身正立，悬挂点与系统质心的连线为竖直线必有

Ct2 0.1Qx x h  



22 / 26
学科网（北京）股份有限公司

且 Ct2 Q
2 3
11

z z h 

当 1h R 时，由式，有

 
 

2
2 21

1 1 2
2 1

3 21 (23 9 3)3 2 1.23526
3 6

Q

Q

x R l R
h R l R R R

R t x



          
    

⑲

而由 Ct2 Q
2 3
11

z z h  得

0 2.67979h R  或 20.059h R 

故 1.23526h R 时欹器正立。

（4）欹器“满则覆”的临界条件是：系统质心刚好高于悬挂点；或

CH Qx x  ， CH Qz z 2121⑳

10．（2019·全国竞赛）农用平板车的简化模型如图 a 所示，两车轮的半径均为 r（忽略内外半径差），质量

均为 m（车轮辐条的质量可忽略），两轮可 2m 绕过其中心的光滑细车轴转动（轴 m 的质量可忽略）；

车平板长为 l、质把手量为 2m，平板的质心恰好位于车轮的轴上；两车把手（可视为细直杆）的长均

为 2l、质量均为 m，且把手前端与平板对齐，平板、把手和车轴固连成一个整体，车轮、平板和把手

各自的质量分布都是均匀的.重力加速度大小为 g.

（1）该平板车的车轮被一装置（图中未画出）卡住而不能前后移动，但仍可绕车轴转动.将把手提至水

平位置由静止开始释放，求把手在与水平地面碰撞前的瞬间的转动角速度.

（2）在把手与水平地面碰撞前的瞬间立即撤去卡住两车轮的装置，同时将车轮和轴锁死，在碰后的瞬

间立即解锁，假设碰撞时间较短（但不为零），碰后把手末端在竖直方向不反弹.已知把手与地面、车轮

与地面之间的滑动摩擦系数均为 μ（最大静摩擦力等于滑动摩擦力）.求在车轮从开始运动直至静止的

过程中，车轴移动的距离.

【答案】（1） gr
l

  （2）
2 2 2 2 2

22 2

57 16(11 6 9 4 ) (2 9 4 )
78408 9801 9 4

r l r r l r r
ll r

 


    
 

  

【详解】（1）车轮被一装置卡住而不能前后移动，但仍可绕轮轴转动.把手绕车轴的转动惯量为
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 
2

2 2 2 2
1

1 1 4 1 72 2 2
12 2 12 4 6

J m l m l m ml ml
            

     

平板绕车轴的转动惯量为

2 2
2

1 12
12 6

J ml ml 

平板与把手整体绕车轴的转动惯量为

2
1 2

4
3

J J J ml        （1）

把手和平板整体的质心位置到车轴的距离 Cr （见解题图 a）为

2
2

4 4C

lm lr
m

               （2）

设把手与地面碰撞前的瞬间的角速度为 ，由机械能守恒有

21 4
2

J mgh              （3）

式中 h 是把手和平板整体的质心下降的距离（见解题图 b）

3
2

C

h r
lr



将（2）式代入上式得

2
3 4 6
r l rh
l

  

由上式和（1）（3）式得

gr
l

                   （4）

（2）在把手与地面碰撞前的瞬间，把手和平板车的质心的速度大小为
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1 4 4C C
gr grlv r
l

   

由几何关系有

2sin
3
r
l

  ，
2 29 4cos
3

l r
l

 


碰前瞬间把手和平板质心速度的水平与竖直分量（从把手末端朝向把手前端为正）分别为

1 1
2sin

4 3 6C x C x
gr r grrv v

l l
            （5）

 2 22 2

1 1

9 49 4cos
4 3 12C y C x

gr l rgr l rv v
l l




           （6）

记碰撞时间间隔为△t，由题设，把手、平板与车轮组成的系统在碰撞过程中可视为一个物体.刚碰时，

由于把手末端与地面之间有相对速度，把手末端与地面之间在碰撞过程中水平方向的相互作用力是滑

动摩擦力.设碰撞过程中地面对系统在竖直方向上总的支持力为 N′，在碰撞后的瞬间系统的水平速度为

0v （ 0v ≥0）.在水平和竖直方向上分别对此系统应用动量定理有

   1
0

0 4
t

C yN dt mv


                  （7）

  0 1
0

6 4
t

C xN dt mv mv


                 （8）

值得注意的是，（8）式左端的冲量不可能等于零，因而（7）式左端的冲量也不可能等于零.由（7）（8）

式得

0 1 1 1 16 4 4 4 sin 4 cosC x C y C Cmv mv mv mv mv      

即

     0 1
2 2sin cos sin cos sin cos
3 3 4 6C

gr gr
v v             

当 2 2

2tan
9 4

r
l r

  


系统静止，故

0s              （9）

当

2 2

2tan
9 4

r
l r

  


＜

系统开始运动，下面分两阶段讨论系统开始运动后直至停止的过程:

阶段 I.车轮又滑又滚阶段

两车轮的受力如解题图 c 所示，图中 01N 是地面对两车轮的正压力， OxN 和 OyN
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是把手和平板通过轴对两车轮分别在水平方向和竖直方向的作用力，地面对车轮的滑动摩擦力

1 01f N .把手和平板作为一个整体的受力解题图 d 所示，图中 N 是地面对把手末端的正压力.

地面与车之间的总滑动摩擦力为

   01 6f N N mg             （10）

把手、平板和车轮组成的系统的质心加速度 ca 为

6c
fa g
m

              （11）

对把手和平板系统应用质心运动定理有

4Ox cN N ma               （12）

4 0OyN N mg                 （13）

对把手和平板系统应用相对于过质心的水平轴的转动定理有

5 5sin cos sin cos 0
4 4 4 4Ox Oy
l l l lN N N N       

由（11）（12）（13）式得

 4 4OxN N m g N mg       

4OyN mg N 

将以上两式代入（14）式得

   5 5sin cos 4 sin 4 cos 0
4 4 4 4
l l l lN N N mg mg N                  （14）

于是

2
3

N mg

因而
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