第五章 二次型
§1	二次型及其矩阵表示一、二次型及其矩阵表示
设 P 是一个数域,一个系数在 P 中的 x	,  , x	的二次齐次多项式
1	n

f (x ,x

,	,x

) a x22a

xx 	2a

xx a	x2 	2a

x x 	a	x2

(1)

1	2	n

11 1

12 1	2

1n	1	n

22 2

2n	2	n

nn	n

[image: ]称为数域 P 上的一个 n 元二次型,简称二次型.
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它称为二次型的矩阵 .因为 a	 a	, i, j  1,2,	, n ,所以 A  A ,这样的矩
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[image: ]阵是对称矩阵,因此,二次型的矩阵都是对称的.令
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例 1 写出 f (x , x , x )  5x2  2x x	 2x x	 6x x

的矩阵及矩阵形式.
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[image: ][image: ]数行列式 c		0 ,那么线性替换(4)就称为非退化的.线性替换把二次型
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或者.
经过一个非退化的线性替换,二次型变成二次型,替换后的二次型 与原二次型之间有什么关系?下面就来讨论.

二、矩阵的合同关系
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[image: ]容易看出矩阵 CAC 也是对称的,由此即得 B  CAC .这是前后两个二次型的矩阵间的关系。
定义 2	数域 P 上两个 n 阶矩阵 A,B 称为合同的,如果有数域 P
上可逆的nn矩阵C	,使得 B  C AC .
因此,经过非退化的线性替换,新二次型的矩阵与原二次型的矩 阵是合同的.合同是矩阵之间的一个关系,具有以下性质:
1) 自反性:任意矩阵 A 都与自身合同.
2) 对称性:如果 B 与 A 合同,那么 A 与 B 合同.
3) 传递性:如果 B 与 A 合同,C 与 B 合同,那么 C 与 A 合同.
特别指出,在变换二次型时,总是要求所作的线性替换是非退化的 从几何上看 ,这一点是自然的 ,因为坐标变换一定是非退化的 (为什么？).一般地,当线性替换 Y=CX 是非退化时,可得Y  C 1 X ,它也是一个非退化线性替换,它把所得的二次型还原.这样就可从所得二次型的性 质推知原二次型的一些性质.
作业:P232:1 写出二次型(1)-(4)的矩阵.

§2	标准形一、二次型的标准型及配方法
二次型中最简单的一种是只包含平方项的二次型


d	x 2		d	x 2	 		d	x 2

.	（1）

1	1	2	2	n	n
定理 1	数域 P 上任意一个二次型都可以经过非化线性替换变成平方和(1)的形式.
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二次型 f(x,x ,,x )经非退化线性替换所变成的平方和称为 f(x,x ,,x )
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二、化对称矩阵为对角矩阵
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知,二次型(1)的矩阵是对角
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矩阵.反过来,矩阵为对角形的二次型也是(1)的形式.按上一节的讨论，
[image: ]经过非退化的线性替换，二次型的矩阵变到一个合同的矩阵，因此用 矩阵的语言,定理 1 可以叙述为：
定理 2	在数域 P 上,任意一个对称矩阵都合同于一对角矩阵.
即对于任意一个对称矩阵 A 都可以找到一个可逆矩阵 C 使CAC 成对对角形矩阵.
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作业:P232:1(I)(1)-(3).
§3 唯一性
经过非退化线性替换,二次型的矩阵变成一个与之合同的矩阵.由 第四章§4 定理4,合同的矩阵有相同的秩,这就是说,经过非退化线性替换后,二次型矩阵的秩是不变的.
标准形的矩阵是对角矩阵,而对角矩阵的秩就等于它对角线上不为零的平方项的个数.因之,在一个二次型的标准形中,系数不为零的平方项的个数是唯一确定的,与所作的非退化线性替换无关.二次型矩 阵的秩有时就称为二次型的秩.
1. 复二次型的唯一性.
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的对角矩阵.从而两个复数对称矩阵合同的充要条件是它们的秩相等.


例 1 在复数域上化二次型
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为规范形.
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2. 实二次型的唯一性.
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(6) 称为实二次型 f (x ,x

,,x

)的规范形.显然规范形完全被 r,p 这两个数

1	2	n
所决定.
定理 4	任意一个实数域上的二次型,经过一适当的非退化线性替 换可以变成规范形,且规范形是唯一的.
这个定理通常称为惯性定理.
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惯性指数;它们的差 p-(r-p)=2p-r 称为 f (x , x

,, x

) 的符号差.
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例 2 化下列二次型为规范形,并求出它们的秩、正、负惯性指数:
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应该指出,虽然实二次型的标准形不是唯一的,但是由上面化成规
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