
第 4 章  数列（压轴题专练）
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题型 1：数列的递推公式

1．已知 na 是各项均为正整数的数列，且 1 3a  ， 7 8a  ，对任意 *k  N ， 1 1k ka a   与 1 2
1
2k ka a  有且仅

有一个成立，则 1 2 7a a a   的最小值为      ．

【答案】20

【分析】由递推关系分析 ( 2,3, 4,5,6)ia i  的取值，求 1 2 7a a a   的最小值.

【解析】由已知 ( 2,3, 4,5,6)ia N i  ，所以 1( 2,3,4,5,6)ia i  ，

若 =1( 2,3,4,5,6)ia i  ，，因为 1 0ia   ，所以 1 1i ia a   ，故 1 2 2i ia a   ，

所以 1 3i ia a   ，

(1)若 2 1a  ，则 3 2a  ，

当 4 1a  时， 5 2a  ，若 6 1a  ，则 7 2a  ，与条件相矛盾，

当 4 1a  时， 5 2a  ，若 6 2a  ，则 7 4a  ，与条件相矛盾，

当 4 1a  时， 5 2a  ，若 6 3a  ，则 7a 可以取 8，此时 1 2 7 =20a a a   ，

当 4 2a  时， 5 4a  ，又 6 1a  ，则 1 2 7 21a a a    ，



当 4 3a  时， 5 6+ 3a a  ，则 1 2 7 20a a a    ，

(2)若 2 2a  ，则 3 4a  ，则 4 5 6+ 4a a a  ，则 1 2 7 21a a a    ，

(3) 若 2 3a  ，则 3 6a  ，则 4 5 6+ 4a a a  ，则 1 2 7 24a a a    ，

(4) 若 2 4a  ，则 3 4 5 6+ 6a a a a   ，则 1 2 7 21a a a    ，

所以 1 2 7a a a   的最小值为 20.

故答案为：20

2．已知数列 na 各项均为正数，其前 n 项和 nS 满足 9( 1,2, )n na S n   L ．给出下列四个结论：

① na 的第 2 项小于 3；   ② na 为等比数列；

③ na 为递减数列；       ④ na 中存在小于
1

100
的项．

其中所有正确结论的序号是          ．

【答案】①③④

【分析】推导出
1

9 9
n

n n

a
a a 

  ，求出 1a 、 2a 的值，可判断①；利用反证法可判断②④；利用数列单调性的

定义可判断③.

【解析】由题意可知， Nn   ， 0na  ，

当 1n  时，
2
1 9a  ，可得 1 3a  ；

当 2n  时，由
9

n
n

S
a

 可得 1
1

9
n

n

S
a



 ，两式作差可得
1

9 9
n

n n

a
a a 

  ，

所以，
1

9 9
n

n n

a
a a

  ，则 2
2

9 3a
a

  ，整理可得
2
2 23 9 0a a   ，

因为 2 0a  ，解得 2
3 5 3 3

2
a 

  ，①对；

假设数列 na 为等比数列，设其公比为q，则
2
2 1 3a a a ，即

2

2 1 3

9 81
S S S

 
 

 
，

所以，
2
2 1 3S S S ，可得    22 2 2

1 11 1a q a q q    ，解得 0q  ，不合乎题意，

故数列 na 不是等比数列，②错；

当 2n  时，
 1

1 1

99 9 0n n
n

n n n n

a a
a

a a a a


 


    ，可得 1n na a  ，所以，数列 na 为递减数列，③对；



假设对任意的 Nn  ，
1

100na  ，则 100000
1100000 1000

100
S    ，

所以， 100000
100000

9 9 1
1000 100

a
S

   ，与假设矛盾，假设不成立，④对.

故答案为：①③④.

【点睛】关键点点睛：本题在推断②④的正误时，利用正面推理较为复杂时，可采用反证法来进行推导.

3．数列{ }na 满足
*

1
4 2 ( )

1
n

n
n

aa n N
a


 

 ．

①存在 1a 可以生成的数列{ }na 是常数数列；

②“数列{ }na 中存在某一项
49
65ka  ”是“数列{ }na 为有穷数列”的充要条件；

③若{ }na 为单调递增数列，则 1a 的取值范围是    , 1 1,2  U ；

④只要
1

1
3 2
3 2

k k

k ka





，其中 *k  N ，则 lim nn
a

 一定存在；

其中正确命题的序号为          .

【答案】①④

【分析】根据已知中数列{ }na 满足
*

1
4 2 ( )

1
n

n
n

aa n N
a


 

 ．举出正例 1 1a  或 1 2a  ，可判断①；举出反例

1
1
5

a  ，可判断②；举出反例 1 2a   ，可判断③；构造数列
1
2

n
n

n

ab
a




 ，结合已知可证得数列{ }nb 是以
3
2
为

公比的等比数列，进而可判断④．

【解析】解：当 1 1a  时， 1na  恒成立，当 1 2a  时， 2na  恒成立，故①正确；

当 1
1
5

a  时，则 2 1a   ，由递推公式
*

1
4 2 ( )

1
n

n
n

aa n N
a


 

 ，可知数列{ }na 只有这两项，数列{ }na 为有穷数列，

但不存在某一项
49
65ka  ，故②错误；

当 1 2a   时，    1 , 1 1,2a    U ，此时 2 10a  ， 3
38
11

a  ，数列不存在单调递增性，故③错误；

Q 1
4 2

1
n

n
n

aa
a






 1
4 2 3 31 1

1 1
n n

n
n n

a aa
a a

 
    

  ①

且 1
4 2 2 42 2

1 1
n n

n
n n

a aa
a a

 
    

  ②

①  ②得：
1

1

1 13
2 2 2

n n

n n

a a
a a





 


 
g

令
1
2

n
n

n

ab
a




 ，则数列{ }nb 是以
3
2
为公比的等比数列



则
1

1
3( )
2

n
nb b g

1
1

1 1
1 1

32 ( ) 1 12 23 3( ) 1 ( ) 1
2 2

n

n
n n

b
a

b b



 


   

 

g g

g g

当
1

1
3 2
3 2

k k

k ka





时， 1
1

12 3( ) 1
2

n b


g 的极限为 2，否则式子无意义，故④正确

故答案为：①④

【点睛】本题以命题的真假判断与应用为载体，考查了数列的定义及性质，运算强度大，变形复杂，属于

难题

题型 2：数列与其他模块知识点结合

4．对于 n  N ，将 n 表示为
1 1

0 1 22 2 2k k kn a a a       L 1 0
1 2 2k ka a    ，当 0i  时， 1ia  .当1 i k 

时， ia 为 0 或 1.记  I n 为上述表示中 ia 为 0 的个数，（例如 01 1 2  ， 2 1 04 1 2 0 2 0 2      ，故  1 0I  ，

 4 2I  ）.若 1 2
1

i

n i
n

a a a a


    L ，则
 

127

1
2I n

n

       .

【答案】1093

【分析】将 n分为 127n  ，64 126n  ，32 63n  ，…， 1n  等 7 种情况，由组合数的性质，分析其中

 I n 的取值情况，与二项式定理结合，可转化为等比数列的前 7 项和，计算可得答案．

【解析】 6 5 4 3 2 1 0127 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2              ，

设64 126n  ，且 n为整数，

则
6 5 4 3 2 1 0

1 2 3 4 5 61 2 2 2 2 2 2 2n a a a a a a              ，

1 2 3 4 5 6, , , , ,a a a a a a 中 6 个数都为 0 或 1，

其中没有一个为 1 时，有
0
6C 种情况，即有

0
6C 个   6I n  ；

其中有一个为 1 时，有
1
6C 种情况，即有

1
6C 个   5I n  ；

其中有 2 个为 1 时，有
2
6C 种情况，即有

2
6C 个   4I n  ；

…

故
   

127
60 6 1 5 2 4 3 3 4 2 5 1 6

6 6 6 6 6 6
64

2 C 2 C 2 C 2 C 2 C 2 C 2 1 2 1 3I n

n

                ，同理可得：
 

63
5

32
2 3I n

n

 ，

…



 
3

1

2
2 3I n

n

 ，

 12 1I  ,

则
 

7127
2 6

1

3 12 1 3 3 3 1093
3 1

I n

n


      

 L .

故答案为:1093．

【点睛】关键点睛：本题比较综合，难度大，得到

 
127

0 6 1 5 2 4 3 3 4 2 5 1
6 6 6 6 6 6

64
2 C 2 C 2 C 2 C 2 C 2 C 2 1I n

n

             是解题的关键.

5．已知正项数列 na 的前 n项和为 nS ，若
22 1n n na S a  ，

2
2log n

n
n

Sb
S

 ，数列 nb 的前 n项和为 nT ，则下列

结论正确的是      .

① 1n na a  ；② 2
nS 是等差数列；③ 1e n

nS  ；④满足 3nT  的 n的最小正整数为 10.

【答案】②③④

【分析】对于②，根据 na 与 nS 的关系得出 2
nS 是等差数列；对于①，由 nS 求出 na ，再比较大小进行判断；

对于③，令 ( ) e 1( 0)xf x x x    ，通过导数证明 e 1x x  在 [0, )x   上恒成立，令 1x n  （ 1n  ，

*n N ），再证得不等式成立；对于④，利用裂项相消法求出 nT ，再求出 3nT  的 n的最小正整数.

【解析】对于②，因为
22 1n n na S a  ，当 1n  时，

2
1 1 12 1a S a  ，解得 1 1S  ，

当 2n  时， 1n n na S S   ，所以    2
1 12 1n n n n nS S S S S     ，整理得

2 2
1 1n nS S   ，

所以数列 2
nS 是首项为

2
1 1S  ，公差为 1 的等差数列，故②正确.

对于①，
2 1 ( 1) 1nS n n     ，又正项数列 na 的前 n项和为 nS ，所以 nS n ，

当 1n  时， 1 1S  ，当 2n  时， 1n n na S S   ，即 1  na n n ，

又当 1n  时，满足 1  na n n ，所以
11

1na n n
n n

   
 

，

又 1
11
1na n n

n n    
 

，因为 1 1n n n n     ，

所以
1 1
1 1n n n n


   

，即 1n na a  ，故①不正确；

对于③，令 ( ) e 1( 0)xf x x x    ， ( ) e 1xf x   ，当 0x  时， e 1 0x   恒成立，

所以 ( )f x 在区间[0, ) 上单调递增，所以 ( ) (0) 0f x f  ，即 e 1 0( 0)x x x    ，

所以 e 1x x  在 [0, )x   上恒成立，



令 1x n  （ 1n  ， *n  N ），所以 1e n n  ，又 nS n ，故 1e n
nS  ，故③正确；

对于④，因为 nS n ，所以 2 2nS n   ，

所以 2
2 2

2log logn
n

n

S nb
S n

 
 

1
2

2 2
2 1 2log log

2
n n

n n
    

 
 2 2

1 log ( 2) log
2

n n   ，

所以 1 2 2 1n n nT b b b b b     L

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 log 3 log 1 log 4 log 2 log 5 log 3 log ( 1) log ( 1) log ( 2) log
2

n n n n             L

 2 2
1 1 log ( 1) log ( 2)
2

n n       2
1 1 log ( 1)( 2)
2

n n     ，

因为 3nT  ，即  2
1 1 log ( 1)( 2) 3
2

n n     ，化简整理得 2 3 126 0n n   ，

显然数列 2 3 126n n  递增，当 9n  时， 29 3 9 126 18 0      ；

当 10n  时， 210 3 10 126 4 0     ，所以满足 3nT  的 n的最小正整数为 10，故④正确.

故答案为：②③④.

【点睛】给出 nS 与 na 的递推关系，求 na ，常用思路是：一是利用 1n n na S S   转化为 na 的递推关系，再求

其通项公式；二是转化为 nS 的递推关系，先求出 nS 与 n之间的关系，再求 na .

6．如图，已知抛物线 2y x 及两点  1 10,A y 和  2 20,A y ，其中 1 2 0y y  .过 1A 、 2A 分别作 y 轴的垂线，交抛

物线于 1B 、 2B 两点，直线 1 2B B 与 y 轴交于点  3 30,A y ，此时就称 1A 、 2A 确定了 3A .依此类推，可由 2A 、 3A

确定 4A 、L .记  0,n nA y ， 1n  、 2、3、L .

给出下列三个结论：

①数列 ny 是递减数列；②对任意 *n  N ， 0ny  ；③若 1 4y  ， 2 3y  ，则 5
2
3

y  .

其中，所有正确结论的序号是     ．

【答案】①②③.



【分析】根据题意得出数列 ny 的递推公式，结合数列 ny 的递推公式对题中三个命题进行分析，可得出

结论.

【解析】由题意知，  2
1 1 1,n n nB y y   ，  2

2 2 2,n n nB y y   ，

直线 1 2n nB B  的斜率为
1 2

2 2
1 2 1 2

1n n

n n n n

y y
y y y y

 

   




  ，

则直线 1 2n nB B  的方程为  2
1 1

1 2

1
n n

n n

y y x y
y y 

 

  
 ，

令 0x  ，则
2

1
1

1 2

n
n

n n

yy y
y y




 


 


，

1 2

1 2

n n

n n

y yy
y y

 

 

 
 ，即

1 2

1 2

n n
n

n n

y yy
y y

 

 


 ，

在等式
1 2

1 2

n n
n

n n

y yy
y y

 

 


 两边取倒数得

1 2

1 1 1

n n ny y y 

  .

1 0y Q ， 2 0y  ，由此可得出 3 0y  ， 4 0y  ，L ，命题②正确；

1 2

1 1 1 0
n n ny y y 

  Q ，则
1

1 1

n ny y 

 ，由②知，对任意的 n N  ， 0ny  ，

1n ny y   ，即数列 ny 是单调递减数列，命题①正确；

若 1 4y  ， 2 3y  ，则 3
12
7

y  ， 4
12
11

y  ， 3
2
3

y  ，命题③正确.

故答案为：①②③.

【点睛】本题考查数列与解析几何的综合，考查数列基本性质的判断，解题的关键就是求出数列的递推公

式，考查分析问题和解决问题的能力，属于中等题.

7．设 1 2 23, ,...,a a a 为1,2,..., 23的一个排列，满足 22 23 21 23 20 23 ...a a a a a a      1 23a a  ，则这样的排列

的个数为       个.

【答案】6142

【分析】根据条件分别对于  1,2, 23k  L 与  13,14, 23k  L 时得出排列个数.

【解析】对于给定的  1,2, 23k  L ，考虑使 23a k 的满足条件的排列个数 kN ，

当  1,2, 12k  L 时，对 1,2, 1i k L 有 2 1 2,i ia a 为 ,k i k i  的排列（若 1k  ，则没有

这样的 i），且  1 2 1 22ja j k j     （若 12k  ，则没有这样的 j），因此
12k

kN  ，

当  13,14, 23k  L 时，类似地有
232 k

kN  ，

因此，满足条件的排列个数为
23 12 23

1 23

1 1 13
2 2k k

k
k k k

N  

  

       12 112 1 2 1 6142    



故答案为：6142.

【点睛】本题关键针对  1,2, 23k  L 与  13,14, 23k  L 分别得出排列个数.

题型 3：数列的极限

8．数列 na 满足
10

2
10

1

log ,1 10

12 , 10
2

n
n

n a

a n n
a

n




  
     

 

，且 1 0a  ， nS 为 na 的前 n项和，求 lim nn
S


           

【答案】 2 2 2 73 l62918 1 log 3 7 og 57 4log 

【分析】逐项代入可得 1 2 11, ...a a a ，再根据等比数列求和与极限求解即可.

【解析】由题， 1 0a  ， 2 20 log 1 0a    ， 3 20 log 2 1a    ， 4 21 log 3a   ，

5 2 2 21 log 3 log 4 3 log 3a      ， 6 2 23 log 3 log 5a    ，

7 2 2 2 2 23 log 3 log 5 log 6 4 2log 3 log 5a        ，

8 2 2 24 2log 3 log 5 log 7a     ，

9 2 2 2 2 2 2 24 2log 3 log 5 log 7 log 8 7 2log 3 log 5 log 7a          ，

10 2 2 2 2 2 2 27 2log 3 log 5 log 7 log 9 7 4log 3 log 5 log 7a          .

11 2 2 28 4log 3 2log 5 log 7a     .

故        11 2 2 2 2 2 21 log 3 3 log 3 3 log 3 log 5 4 50 0 1 2log 3 logS         

     2 2 2 2 2 2 2 2 24 2log 3 log 5 log 7 7 2log 3 log 5 log 7 7 4log 3 log 5 log 7          

 2 2 28 4log 3 2log 5 log 7   

2 2 2log 3 7 log 5 4log 738 17    .

又当 10n  时， 10

10

1
12
2

n
a

na



   
 

，故

10

1 2 11

11
1 1 1lim lim ..

2
2 .

2 2

n

nn n

aSS


 

                    
         

10

1

1

1

1
1lim 1
2

2
n

a

n
S





          
     



10
11 2aS 

2 2 27 4log 3 log 5 log 7
2 2 2log 3 7 log 5 4lo3 28 17 g 7     

2 2 24log 3 log 5 log 77
2 2 2log 3 7 log 5 4log 7 2 2 2 238 17       

2 2 2log 3 7 log 5 4log 7 128 81 5 738 17      

2 2 2log 3 7 log 5 4log 7362918 17   .

故答案为： 2 2 2 73 l62918 1 log 3 7 og 57 4log 

9．已知平面上有 2n  个点 1A ， 2A ，L ， nA ， 1nA  ， 2nA  ，  1 0,0A ，  2 3,0A ， 1 n 1 2,n n nA A A A   
uuuuuur uuuuuuuur π

3
 且

1 1 2
3
2n n n nA A A A  

uuuuuur uuuuuuuur
，记 nA 的坐标为  ,n na b ，将 nA ， 1nA  ， 2nA  依次顺时针排列，求  lim , limn nn n

a b
  

=        

【答案】
18 153 3,
7 133

 
  
 

【分析】利用向量的定义，推导知 1 1 2 2 3 1n n nA A A A A A A A   L
uuuur uuuur uuuur uuuuuur

的向量坐标，然后求出 na ， nb 的表达式，

根据等比数列求和公式以及数列极限的求解方法得到结果.．

【解析】因为 1 1 2
π,
3n n n nA A A A   

uuuuuur uuuuuuuur
，且顺时针排列，所以 1 2

2π
3n n nA A A   ，

由题意得 2A ， 8A ， 2a c ，L 6 2kA  L ，  0k  都是在上一个点的基础上横坐标增加，纵坐标不变.

3A ， 9A ， 15A ， 17A ，L ， 6 3kA  L ，  0k  都是在上一个点的基础上横坐标增加，纵坐标减小.

4A ， 10A ， 2a c ， 22A ，L ， 6 4kA  L ，  0k  都是在上一个点的基础上横坐标减少，纵坐标减小.

5A ， 11A ， 17A ， 23A ，L ， 6 5kA  L ，  0k  都是在上一个点的基础上横坐标减少，纵坐标不变.

6A ， 12A ， 18A ， 24A ，L ， 6kA L ，  1k  都是在上一个点的基础上横坐标减少，纵坐标增加.

1A ， 7A ， 13A ， 19A ，L ， 6 1kA  L ，  0k  都是在上一个点的基础上横坐标增加，纵坐标增加.

所以 1 1 2 2 3 1n n nA A A A A A A A   L
uuuur uuuur uuuur uuuuuur

，因为 1 1 2
3
2n n n nA A A A  

uuuuuur uuuuuuuur
，  1 2 3,0A A 

uuuur
，

所以
2 3 4 5

1 2 3 1 2 3 4
π 2 π 2 2 π 2 π3 2cos cos cos cos
3 3 3 3 3 3 3 3n na a a a a          L L

2 3 4 6 7

3 54 6

5

1 2
1 2 1 2 2 1 1 2 2 13 2
2 3 2 3 3 2 3 2 3 3 2

2
             L

6 12

6 6 6

628 28 2 28 2 282 2 2 2
81 81 3 81 3 81 3

2
k

k                          
       

L L ， 0k  ，



所以

6

6

6 6

6 6

28 2 282 1 281 3 1881lim lim
2 2 71 1
3 3

k

k

nn k
a

  

          
 

.

所以
2 4 5

1 2 3 1 3 4
π 2 π 2 π 2 π0 2sin sin 0 sin sin
3 3 3 3 3 3 3n nb b b b b          L L

2 4 5

1 3 4
3 2 3 2 3 2 30 2 0

2 3 2 3 2 3 2
          L

6 12 6

6 12 6
85 3 85 3 2 85 3 2 85 3 2

81 81 3 81 3 81 3

k

k

     
                  

     
L L ， 0k  ，

所以

6

6

6 6

6 6

85 3 2 85 31
81 3 153 381lim lim

2 2 1331 1
3 3

k

k

nn k
b

 

 
       

 

所以   18 153 3lim , lim ,
7 133n nn n

a b
  

 
   

 
.

故答案为：
18 153 3,
7 133

 
  
 

.

【点睛】关键点睛：需要分别找到 ,n na b 横纵坐标的增减规律，然后结合等比数列和数列求极限从而求解.

10．已知  f x 为定义在 R 上的奇函数，当  0,1x  ，   lnf x x ，且  f x 关于直线 1x  对称．设方程

 f x kx b  （ 0k  ， Rb ）的正数解为 1x ， 2x ，…， nx …，且对无穷多个 Nn ，总存在实数 M，使得

1n nx x M   成立，则实数 M 的最小值为            .

【答案】2

【分析】根据函数  f x 具有的性质可推出其周期，从而作出其图象，结合方程  f x kx b  （ 0k  ，

Rb ）的正数解问题，结合极限的几何意义，数形结合，即可求解答案.

【解析】因为  f x 为定义在 R 上的奇函数，故 (0) 0, ( ) ( )f f x f x    ，

 f x 关于直线 1x  对称，所以 (2 ) ( ) ( )f x f x f x     ，

即 (4 ) (2 ) ( )f x f x f x     ，故  f x 是以 4 为周期的周期函数，

由此可作出  f x 的图象如图，

由于方程  f x kx b  （ 0k  ， Rb ）的正数解为 1x ， 2x ，…， nx …，



且对无穷多个 Nn ，总存在实数 M，使得 1n nx x M   成立，

作出 y kx b  的大致图象，如图，

由  f x kx b  （ 0k  ， Rb ）的正数解为 1x ， 2x ，…， nx …，

可知  1lim n nn
x x

 的几何意义为  f x 的两条渐近线之间的距离，即为 2，

即  1lim 2n nn
x x

  ，

所以对无穷多个 Nn ， 1 2n nx x   总成立，

故实数 M 的最小值为 2，

故答案为：2

【点睛】方法点睛：本题涉及到抽象函数的性质问题，因此根据题意推出函数满足的性质，作出其图象，

结合方程  f x kx b  （ 0k  ， Rb ）的正数解的问题，数形结合，结合极限知识，即可求解.

题型 4：数列综合

11．已知数列 na 满足 1 1

2 1
1

3
n

n
n

a n
a a

a n


   

， 是偶数，
，

， 是奇数，
设 nS 表示 na 的前 n项和，则使得

610 0nS   成立的

最小的正整数 n的值为       .

【答案】34

【分析】先通过递推式得当 n为偶数时，数列 2na  是以 4 为首项，以 2为公比的等比数列，即可求出数

列 na 的通项公式，根据通项公式观察到数列 nS 为递减数列，故求出 nS 后，以 202 1048576 为基础，通

过一定的估算可得到答案.

【解析】当 2n  ，且 n为偶数时， 1 2 23 2 1 3 2 2n n n na a a a         ，

得  22 2 2n na a    ，又 2 1 3 2a a    ，

所以数列 2na  是以 4 为首项，以 2为公比的等比数列，



所以 1
22 4 2
n

na


    ，即 1
22 2
n

na


   ，

当 1n  ，且 n为奇数时，
1 31

2 2
1 3 2 2 3 2 5

n n

n na a
 



         ，

所以

1
2

3
2

2 2

2 5

n

n n

n
a

n






  

 

， 是偶数，

， 是奇数，

明显数列 na 从第二项起 0na  ，故数列 nS 为递减数列，

当 n为偶数时，
   

2 2

1 3 1 2 4

4 1 2 4 1 2
5 2

1 2 2 1 2 2

n n

nn nS n na a a a a a

   
      

                
 

L L

3
2 78 2

2

n n
   ，

对于 63
26 78 210 10

2

n

nS n
   ，由于  220 10 22 2 1024 1048576   ，

当 32n  时，
2

6
3 3
2

32
67 328 2 10 0

2
10S

 
    ，

当 34n  时，
4

6
3 3
2

34
67 348 2 10 0

2
10S

 
    ，

又当 33n  时，  
34 3 182

33 34 34
6 6 610 10 10 07 348 2 2 2

2
SS a

 
          ，

故使得
610 0nS   成立的最小的正整数 n的值为34，

故答案为：34 .

【点睛】方法点睛：对于通过奇偶来的分段数列，可分奇偶来研究数列的通项公式，先求出偶数项的通项

公式后，奇数项的通项公式就好求了.

12．定义  max ,a b 表示实数 a、b 中的较大的数，已知数列 na 满足  1 0a a a  ， 2 1a  ，

   1
2

2max ,2n
n

n

a
a

a
n

   *Ν ，若 2022 4a a ，记数列 na 的前 n项和为 nS ，则 2022S 的值为     ．

【答案】
86057

4
/ 21514.25

【分析】分0 2a  、 2a  两种情况讨论，结合递推公式分析可知数列 na 是以5为周期的周期数列，根

据 2022 4a a 可求得 a的值，再利用数列的周期性可求得 2022S 的值.

【解析】当0 2a  时， 1 0a a  ， 2 1a  ，
   1

2

2max ,2n
n

n

a
a

a
n

   *Ν ，



所以  3
1 42max 2,1 2a
a a

    ， 4
4 82max ,2a
a a

   
 

，

5
4 82max ,2 4a
a a

    
 

，  6 2max 4,2
8
aa a   ，  7

1 2max ,2 1
4

a a   ，

 8
1 42max 1,2a
a a

   ，L ，所以数列 na 是以5为周期的周期数列，

因为 2022 404 5 2   ，所以 2022 4 1a a  ，解得
1
4

a  ，

所以 2022
4 8 86057404 1 4 1

4
S a a

a a
         
 

；

当 2a  时， 1 0a a  ， 2 1a  ，
   1

2

2max ,2n
n

n

a
a

a
n

   *Ν ，

所以  3
1 42max 1,2 2a
a a

    ， 4
42max ,2 4a
a

   
 

，

 5 2max 4,2 2 4
4
aa a    ，  6

1 2max 2 ,2 2
4

a a a    ，

 7
1 2max ,2 1

2
a a

a
   ，  8

1 42max 1,2a
a a

   ，L ，

所以数列 na 是以5为周期的周期数列，

因为 2022 404 5 2   ，所以 22022 1 4a a a   ，解得
1
4

a  ，不合题意，舍去．

故 2022
86057

4
S  ．

故答案为：
86057

4
.

【点睛】关键点点睛：解本题求 2022S 时，由于下标值较大，因此可以考虑利用递推公式分析数列 na 的周期

性或归纳出该数列的通项公式，这是解题的关键，再利用数列的求和方法求解即可.

13．已知数列 na 为无穷数列．若存在正整数 l，使得对任意的正整数 n，均有 n l na a  ，则称数列 na 为

“ l阶弱减数列”．有以下两个命题：①数列 nb 为无穷数列且 cos
2n
nb n  （ n为正整数），则数列 nb 是“ l

阶弱减数列”的充要条件是 4l  ；②数列 nc 为无穷数列且
1
1

n

n
qc an
q


 


（ n为正整数），若存在 a  R ，使

得数列 nc 是“ 2阶弱减数列”，则 1 1q   ．那么（    ）

A．①是真命题，②是假命题 B．①是假命题，②是真命题

C．①､②都是真命题 D．①､②都是假命题

【答案】C



【分析】对于①：根据“ l阶弱减数列”的定义结合充分必要条件分析判断；对于②：分析可得 12 0  n na q q

对一切正整数 n恒成立，分 1q  、 1q   和 1q  三种情况，分析求解.

【解析】对于①：因为 cos
2n
nb n  ，

若该数列 nb 为“ l弱减数列”，

因为
5π 11π3 π, 6 2π
6 6

    ，则
3 31 cos3 , cos 6 1

2 2
      ，

可得 3 6
3 6 3 3cos3 cos6 cos3 cos6 3 0
2 2 2 2

b b                  
   

，即 3 6b b ，

同理可得 4 6 5 6, b b b b ，所以 4l  ；

当 4l  时，    cos cos cos cos 2 0
2 2 2 2n l n

n l n l lb b n l n n l n
                    

，

所以该数列为“ l弱减数列”；

综上所述：数列 nb 是“ l阶弱减数列”的充要条件是 4l  ，故①是真命题；

对于②：因为
1
1

n

n
qc an
q


 


，显然 1q  ，

若存在 a  R 使得数列 nc 为“2 阶弱减数列”，

则 2 n nc c ，即  
21 12

1 1

 
   

 

n nq qa n an
q q ，整理得 12 0  n na q q ，

所以 12 0  n na q q 对一切正整数 n恒成立，

若 1q  ，当 0a  时，当 1q  ，则 1 0 n nq q ；

当 1, q n为奇数，  1 01   n n nq q qq ；

可知 0a  不合题意，所以 0a  ，

则
2 1 11,1 0 

   
qq q

q ，

当 2 1

2
2 1, log

1q

a
n m m

q  


时，

则     2 1
2

log1 2 2 2 1
1

2
1

 
   


q

a
mn m q

a
q q q q

q
，

可得  1 1 12 2 1 2 2 0        n n n qq aq a aa q ，不合题意；

若 1q   ，取 a<0，则  1 2 012 2     n n na q qq aa q ，符合题意；



若 1q  ，则 1,1 1  n nqq ，则 1 22    nn qq ，

取 1a   ，则 12 02 2   n na q aq ，符合题意；

综上所述：存在 a  R ，使得数列 nc 是“ 2阶弱减数列”，则 1 1q   ．故②是真命题.

故选：C.

【点睛】方法点睛：对于新定义问题时，可以通过举例或转化法理解新定义，进而根据新定义分析求解.

题型 5：存在性问题

14．斐波那契数列又称为黄金分割数列，在现代物理、化学等领域都有应用.斐波那契数列{ }na 满足 1 2 1a a  ，

1 2n n na a a   *( )3, Nn n  .给出下列四个结论：

① 存在 *Nm ，使得 ma ， 1ma + ， 2ma + 成等差数列；

② 存在 *Nm ，使得 ma ， 1ma + ， 2ma + 成等比数列；

③ 存在常数 t ，使得对任意 *n  N ，都有 na ， 2nta  ， 4na  成等差数列；

④ 存在正整数 1 2, , , mi i iL ，且 1 2 mi i i  L ，使得 1 2
2023

mi i ia a a   L .

其中所有正确的个数是（    ）

A．1 个 B．2 个 C．3 个 D．4 个

【答案】C

【分析】由递推公式得{ }na 性质后判断，

【解析】对于①，由题意得 2 3 41, 2, 3a a a   ，故 2 3 4, ,a a a 成等差数列，故①正确，

对于②，由递推公式可知 ma ， 1ma + ， 2ma + 中有两个奇数，1 个偶数，不可能成等比数列，故②错误，

对于③， 3 2 2 1 24 2 3n n n n n nna a a a a a a          ，

故当
3
2

t  时，对任意 *n  N ， na ， 2
3
2 na  ， 4na  成等差数列；故③正确，

对于④，依次写出数列中的项为1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987,1597,L ，

可得 2023 1597 377 34 13 2     ，故④正确，

故选：C

15．已知数列 na 满足  3
1

1 6 6( 1, 2,3, )
4n na a n     L ，则（    ）



A．当 1 3a  时， na 为递减数列，且存在常数 0M ≤ ，使得 na M 恒成立

B．当 1 5a  时， na 为递增数列，且存在常数 6M  ，使得 na M 恒成立

C．当 1 7a  时， na 为递减数列，且存在常数 6M  ，使得 na M 恒成立

D．当 1 9a  时， na 为递增数列，且存在常数 0M  ，使得 na M 恒成立

【答案】B

【分析】法 1：利用数列归纳法可判断 ACD 正误，利用递推可判断数列的性质，故可判断 B 的正误.

法 2：构造    31 6 6
4

xf xx     ，利用导数求得  f x 的正负情况，再利用数学归纳法判断得各选项 na 所

在区间，从而判断 na 的单调性；对于 A，构造    3 21 9 26 47 3
4 2

h x x x x x     ，判断得 1 1n na a   ，进

而取   4m M   推得 na M 不恒成立；对于 B，证明 na 所在区间同时证得后续结论；对于 C，记

 0 1
4

3log 2log 6 1m M
 
 


 


 ，取  0 1m m  推得 na M 不恒成立；对于 D，构造

   3 21 9 26 49 9
4 2

g x x x x x     ，判断得 1 1n na a   ，进而取   1m M  推得 na M 不恒成立.

【解析】法 1：因为  3
1

1 6 6
4n na a    ，故  3

1
1 6
4

6n na a   ，

对于 A ，若 1 3a  ，可用数学归纳法证明： 6 3na    即 3na  ，

证明：当 1n  时， 1 36 3a     ，此时不等关系 3na  成立；

设当 n k 时， 6 3ka    成立，

则  3
1 6 251

4
76 4,
4kka a

     


 

，故 1 36ka    成立，

由数学归纳法可得 3na  成立.

而        23
1

1 16 6 6 6
4 4

1nnn n n na a a a aa
       

 
，

 2 01
4 4

6 51 1
4

9
na      ， 6 0na   ，故 1 0n na a   ，故 1n na a  ，

故 na 为减数列，注意 1 06 3ka     

故        23
1

1 16 6 6 6
4

96
44n n n n na a a a a        ，结合 1 6 0na    ，

所以  16 69
4n na a  ，故 1

96 3
4

n

na 
    
 

，故 1
96 3
4

n

na 
    
 

，



若存在常数 0M ≤ ，使得 na M 恒成立，则
96 3
4

n

M   
 

，

故
6 9

3 4

nM    
 

，故 9
4

6log
3
Mn 

 ，故 na M 恒成立仅对部分 n成立，

故 A 不成立.

对于 B，若 1 5,a = 可用数学归纳法证明： 1 06na    即5 6na  ，

证明：当 1n  时， 1 061 1a    ，此时不等关系5 6na  成立；

设当 n k 时，5 6ka  成立，

则  3
1

1 6
44
16 ,0k ka a

    





 ，故 11 06ka     成立即

由数学归纳法可得 15 6ka   成立.

而        23
1

1 16 6 6 6
4 4

1nnn n n na a a a aa
       

 
，

 2 01
4

16na    ， 6 0na   ，故 1 0n na a   ，故 1n na a  ，故 na 为增数列，

若 6M  ，则 6na  恒成立，故 B 正确.

对于 C，当 1 7a  时， 可用数学归纳法证明：0 6 1na   即6 7na  ，

证明：当 1n  时， 10 6 1a   ，此时不等关系成立；

设当 n k 时，6 7ka  成立，

则  3
1

16 0,
4

1 6
4k ka a

   



 ，故 10 6 1ka    成立即 16 7ka  

由数学归纳法可得6 7na  成立.

而    2
1

16 6 01
4 nnn na a aa

      
  ，故 1n na a  ，故 na 为减数列，

又      2
1

1 16 6 6 6
4 4n n n na a a a        ，结合 1 6 0na    可得：  1 1

16 6
4

n

na a
     
 

，所以 1
16
4

n

na 
    
 

，

若 1
16
4

n

na 
    
 

，若存在常数 6M  ，使得 na M 恒成立，

则
16
4

n

M     
 

恒成立，故  1
4

log 6n M  ， n的个数有限，矛盾，故 C 错误.



对于 D，当 1 9a  时， 可用数学归纳法证明： 6 3na   即 9na  ，

证明：当 1n  时， 1 6 3 3a    ，此时不等关系成立；

设当 n k 时， 9ka  成立，

则  3
1 6 276

4
1
4

3kka a    ，故 1 9ka   成立

由数学归纳法可得 9na  成立.

而    2
1

16 6 01
4 nnn na a aa

      
  ，故 1n na a  ，故 na 为增数列，

又      2
1

1 96 6 6
4 4

6n n n na a a a       ，结合 6 0na   可得：  
1

1

1

1 6 3 96
4 4
9 n n

na a
 




       
  

  ，所以

1

1 4
96 3

n

na



 
 


 


，

若存在常数 0M  ，使得 na M 恒成立，则
196

4
3

n

M


 
 


 


，

故
196

4
3

n

M


 
 


 


，故 9
4

6log 1
3

Mn    
 

，这与 n 的个数有限矛盾，故 D 错误.

故选：B.

法 2：因为  3 3 2
1

1 1 96 6 26 48
4 4 2n n n n n n na a a a a a a          ，

令   3 21 9 26 48
4 2

f x x x x    ，则   23 9 26
4

f x x x   ，

令 ( ) 0f x¢ > ，得
2 30 6

3
x   或

2 36
3

x   ；

令   0f x  ，得
2 3 2 36 6

3 3
x    ；

所以  f x 在
2 3,6

3
 

   
 

和
2 36 ,

3
 

   
 

上单调递增，在
2 3 2 36 ,6

3 3
 

   
 

上单调递减，

令   0f x  ，则
3 21 9 26 48 0

4 2
x x x    ，即    1 4 6 8 0

4
x x x    ，解得 4x  或 6x  或 8x  ，

注意到
2 34 6 5

3
   ，

2 37 6 8
3

   ，

所以结合  f x 的单调性可知在  , 4 和  6,8 上   0f x  ，在  4,6 和  8, 上   0f x  ，

对于 A，因为  3
1

1 6 6
4n na a    ，则  3

1
1 6
4

6n na a   ，
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