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强度计算.结构分析：屈曲分析的有限元方法

1 屈曲分析概述

1.1 屈曲分析的基本概念

屈曲分析，也称为失稳分析，是结构分析中的一个重要分支，主要研究结

构在承受轴向压缩载荷时的稳定性问题。当结构受到的压缩力超过其临界值时，

结构可能会突然发生形态上的改变，从原本的直线或平面形态转变为曲线或波

浪形，这种现象称为屈曲。屈曲不仅影响结构的承载能力，还可能直接导致结

构的破坏。

1.1.1 屈曲类型

屈曲分析主要关注以下几种屈曲类型：

1.整体屈曲：整个结构或其主要部分发生屈曲。

2.局部屈曲：结构的某个局部区域发生屈曲，如薄板或薄壁结构。

3.分枝点屈曲：结构在达到临界载荷时，从稳定平衡状态突然跳转

到另一个稳定平衡状态。

4.后屈曲行为：结构屈曲后，其承载能力和变形特性。

1.2 屈曲分析的重要性

屈曲分析在工程设计中至关重要，原因如下：

1.安全评估：通过屈曲分析，工程师可以评估结构在特定载荷下的

稳定性，确保结构在设计寿命内不会发生屈曲破坏。

2.优化设计：屈曲分析帮助工程师理解结构的稳定性极限，从而优

化设计，避免过度设计或设计不足。

3.材料选择：屈曲分析结果可以指导材料的选择，确保材料的弹性

模量和屈服强度满足结构稳定性的要求。

4.载荷路径：分析屈曲载荷路径，有助于设计更安全的加载方案，

避免在施工或使用过程中结构发生屈曲。

1.3 屈曲分析的有限元方法

有限元方法（FEM）是屈曲分析中最常用的数值方法。它将复杂的结构分

解为许多小的、简单的单元，然后在这些单元上应用力学原理，通过求解单元

间的平衡方程来预测整个结构的行为。在屈曲分析中，有限元方法可以处理非

线性问题，包括几何非线性和材料非线性，这使得它能够更准确地预测结构的

屈曲行为。



2

1.3.1 几何非线性

在屈曲分析中，几何非线性是指结构变形对载荷响应的影响。当结构发生

屈曲时，其变形不再是小变形，而是大变形，这需要考虑变形对结构刚度的影

响。有限元方法通过迭代求解，每次迭代更新结构的刚度矩阵，以考虑当前变

形状态下的几何非线性。

1.3.2 材料非线性

材料非线性是指材料的应力-应变关系不再是线性的。在屈曲分析中，材料

的塑性变形、弹塑性行为或应变硬化等特性都可能影响屈曲载荷和屈曲模式。

有限元方法通过定义材料的本构关系，如弹塑性模型、塑性硬化模型等，来考

虑材料非线性对屈曲分析的影响。

1.3.3 示例：使用 Python 进行屈曲分析

下面是一个使用 Python 和 numpy 库进行简单屈曲分析的示例。假设我们

有一个简单的梁，长度为 1 米，两端固定，受到轴向压缩载荷。我们将使用有

限元方法来计算其临界屈曲载荷。

import numpy as np

#定义材料和几何参数

E = 200e9 #弹性模量，单位：Pa
I = 1e-4 #惯性矩，单位：m^4
L = 1 #梁的长度，单位：m
P = 1e6 #轴向压缩载荷，单位：N

#计算临界屈曲载荷

#根据欧拉公式：P_cr = (pi^2 * E * I) / (L^2)
P_cr = (np.pi**2 * E * I) / (L**2)

print(f"临界屈曲载荷为：{P_cr:.2f} N")

1.3.4 解释

在这个示例中，我们使用了欧拉公式来计算临界屈曲载荷。欧拉公式适用

于细长梁的屈曲分析，其中 pi 是圆周率，E 是材料的弹性模量，I 是截面的惯性

矩，L 是梁的长度。通过这个公式，我们可以得到在给定材料和几何参数下，

梁发生屈曲的临界载荷。

然而，实际工程中的结构往往比这个示例复杂得多，可能包含多个不同的

材料和几何形状，且载荷路径和边界条件也可能更为复杂。在这种情况下，使

用专业的有限元分析软件，如 ANSYS、ABAQUS 或 NASTRAN，将更为合适。这

些软件能够处理复杂的非线性问题，提供更精确的屈曲分析结果。
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1.4 结论

屈曲分析是结构工程中不可或缺的一部分，它帮助工程师评估结构的稳定

性，优化设计，确保安全。有限元方法作为一种强大的数值工具，能够处理复

杂的非线性问题，是进行屈曲分析的首选方法。通过理解和应用屈曲分析的原

理，工程师可以设计出更安全、更经济的结构。

2 有限元方法基础

2.1 有限元方法的原理

有限元方法（Finite Element Method, FEM）是一种数值分析技术，广泛应

用于工程结构的强度计算和结构分析中。其核心思想是将连续的结构体离散化

为有限数量的单元，每个单元用一组节点来表示，通过在这些节点上求解微分

方程的近似解，进而得到整个结构的解。这种方法能够处理复杂的几何形状和

边界条件，是解决屈曲分析等非线性问题的有效工具。

2.1.1 基本步骤

1.结构离散化：将结构划分为多个小的、简单的单元，如梁单元、

壳单元或实体单元。

2.选择位移模式：为每个单元选择适当的位移函数，通常为多项式

函数。

3.建立单元方程：基于弹性力学原理，如胡克定律和虚功原理，建

立每个单元的平衡方程。

4.组装整体方程：将所有单元方程组装成一个整体的刚度矩阵方程。

5.施加边界条件：根据实际问题，对整体方程施加位移或力的边界

条件。

6.求解方程：使用数值方法求解整体方程，得到节点位移。

7.后处理：从节点位移计算单元应力、应变等，进行结果分析。

2.1.2 示例：使用 Python 进行简单梁的有限元分析

假设我们有一个简单的梁，长度为 4 米，两端固定，中间受到 1000N 的集

中力作用。我们将梁离散化为 4 个等长的梁单元，每个单元长度为 1 米。

import numpy as np

#定义材料和截面属性

E = 200e9 #弹性模量，单位：Pa
I = 0.05 #惯性矩，单位：m^4

#定义梁单元的刚度矩阵
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def beam_stiffness_matrix(L, E, I):
"""
计算梁单元的刚度矩阵

:param L:单元长度

:param E:弹性模量

:param I:惯性矩

:return: 4x4 的刚度矩阵

"""
k = E * I / L**3 * np.array([[12, 6*L, -12, 6*L],

[6*L, 4*L**2, -6*L, 2*L**2],
[-12, -6*L, 12, -6*L],
[6*L, 2*L**2, -6*L, 4*L**2]])

return k

#定义整体刚度矩阵

def assemble_stiffness_matrix(num_elements):
"""
组装整体刚度矩阵

:param num_elements:单元数量

:return:整体刚度矩阵

"""
global_stiffness_matrix = np.zeros((2*num_elements+1, 2*num_elements+1))
for i in range(num_elements):
local_stiffness_matrix = beam_stiffness_matrix(1, E, I)
global_stiffness_matrix[2*i:2*i+4, 2*i:2*i+4] += local_stiffness_matrix

#施加边界条件

global_stiffness_matrix[0, :] = 0
global_stiffness_matrix[:, 0] = 0
global_stiffness_matrix[0, 0] = 1
global_stiffness_matrix[-1, :] = 0
global_stiffness_matrix[:, -1] = 0
global_stiffness_matrix[-1, -1] = 1
return global_stiffness_matrix

#定义载荷向量

def assemble_load_vector(num_elements):
"""
组装载荷向量

:param num_elements:单元数量

:return:载荷向量

"""
load_vector = np.zeros(2*num_elements+1)
load_vector[2*num_elements//2] = -1000 #中间节点受到 1000N 的集中力

return load_vector
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#求解

num_elements = 4
K = assemble_stiffness_matrix(num_elements)
F = assemble_load_vector(num_elements)
U = np.linalg.solve(K, F)

#输出结果

print("节点位移：", U)

2.2 有限元模型的建立

建立有限元模型是进行结构分析的第一步，它涉及到选择合适的单元类型、

定义材料属性、设定边界条件和载荷等。

2.2.1 单元类型选择

 梁单元：适用于一维结构，如桥梁、梁等。

 壳单元：适用于薄板和壳体结构，如飞机机翼、压力容器等。

 实体单元：适用于三维实体结构，如建筑物、机器零件等。

2.2.2 材料属性定义

 弹性模量：材料抵抗弹性变形的能力。

 泊松比：材料横向应变与纵向应变的比值。

 密度：用于动力学分析时，计算质量矩阵。

2.2.3 边界条件和载荷设定

 边界条件：固定端、自由端、铰接端等。

 载荷：集中力、分布力、温度载荷、位移载荷等。

2.2.4 示例：使用 ANSYS 建立梁的有限元模型

在 ANSYS 中建立上述简单梁的有限元模型，首先选择梁单元，然后定义材

料属性，设定边界条件和载荷，最后求解并分析结果。

1.选择梁单元：在 ANSYS 中选择 Beam188 单元。

2.定义材料属性：设置弹性模量为 200GPa，泊松比为 0.3。
3.设定边界条件：两端固定，即在第一个和最后一个节点上施加位

移约束。

4.施加载荷：在中间节点上施加 1000N 的集中力。

5.求解：运行求解器，得到节点位移和单元应力。

6.分析结果：检查梁的变形和应力分布，确保结构安全。

有限元方法通过将复杂问题简化为一系列小的、可管理的子问题，使得工



6

程师能够精确地分析和预测结构在各种载荷条件下的行为，是现代工程分析不

可或缺的工具。

3 屈曲分析的有限元模型

3.1 模型的几何和材料属性

在进行屈曲分析时，有限元模型的建立首先需要定义结构的几何形状和材

料属性。几何形状包括结构的尺寸、形状和拓扑，而材料属性则涉及材料的弹

性模量、泊松比、屈服强度等参数。这些信息对于准确预测结构在特定载荷下

的行为至关重要。

3.1.1 几何属性

几何属性的定义通常包括以下步骤：

1.定义结构的尺寸：这包括长度、宽度、高度等，确保模型与实际

结构的尺寸一致。

2.选择合适的单元类型：根据结构的类型（如梁、板、壳或实体）

选择相应的有限元单元。

3.网格划分：将结构划分为足够小的单元，以捕捉结构的细节和变

形。网格的精细程度直接影响分析的准确性和计算时间。

3.1.2 材料属性

材料属性的设定包括：

1.弹性模量（E）：材料抵抗弹性变形的能力。

2.泊松比（ν）：材料在弹性变形时横向收缩与纵向伸长的比值。

3.屈服强度（σy）：材料开始发生塑性变形的应力值。

3.2 边界条件和载荷的设定

屈曲分析中，边界条件和载荷的设定是关键步骤，它们决定了结构的约束

方式和受力状态。

3.2.1 边界条件

边界条件包括：

1.固定约束：限制结构在某些方向上的位移。

2.铰接约束：允许结构在某些方向上旋转，但限制其他方向的位移。

3.滑动约束：允许结构沿特定方向滑动，但限制其他方向的位移。
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3.2.2 载荷

载荷可以是：

1.集中力：作用在结构的特定点上。

2.分布力：沿结构的表面或体积分布。

3.预应力：在结构上预先施加的应力，可以影响屈曲行为。

3.2.3 示例：使用 Python 和 FEniCS 进行屈曲分析

假设我们有一个简单的矩形板，尺寸为 1m x 1m，厚度为 0.01m，材料为钢，

弹性模量为 200GPa，泊松比为 0.3。板的一边固定，其余三边自由，受到垂直

向下的均布载荷作用。我们将使用 Python 和 FEniCS 库来建立有限元模型并进

行屈曲分析。

import fenics as fe

#定义几何参数

length = 1.0
width = 1.0
mesh = fe.RectangleMesh(fe.Point(0, 0), fe.Point(length, width), 10, 10)

#定义材料属性

E = 200e9 #弹性模量，单位：Pa
nu = 0.3 #泊松比

#定义边界条件

def boundary(x, on_boundary):
return on_boundary and fe.near(x[0], 0.0)

V = fe.VectorFunctionSpace(mesh, 'Lagrange', degree=1)
bc = fe.DirichletBC(V, fe.Constant((0, 0)), boundary)

#定义载荷

p = 1e6 #均布载荷，单位：N/m^2
f = fe.Constant((0, -p))

#定义本构关系

def constitutive(u):
D = fe.Constant(E/(1.0-nu**2))
I = fe.Identity(2)
F = I + fe.grad(u)
C = fe.F*fe.F.T
sigma = D*fe.sym(C-I)
return sigma
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