
摘 要

在本文中,我们采用协调间断有限元来求解时间相关 Brinkman方程,协调间断

有限元方法 (CDG) ,是一种高效求解偏微分方程的数值方法. 其主要思想是提高弱

微分算子的次数以满足数值解的弱连续性. 与弱有限元方法相比, 该方法用内部函

数的平均代替边界函数, 减少了自由度, 去除了稳定子, 降低了数值计算的复杂度.

本文采用协调间断有限元方法求解非稳态的 Brinkman 模型．首先, 给出了 Sobolev

空间及弱函数空间, 离散弱梯度, 双线性形式的定义; 其次, 分别以对空间离散的半

离散和对空间时间都离散的全离散两种情形分别提出相应新的变分形式, 分别建立

了半离散及全离散两种情形下的误差方程, 并进一步给出在 L2 范数及 H1 范数下

的误差估计. 最后, 给出了一些数值算例来验证该方法的精确性和有效性.

关键词: 时间相关的 Brinkman 方程, 协调间断有限元方法, 离散弱梯度.
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Abstract

In this paper, we use conforming discontinuous finite elements to solve the time-

dependent Brinkman equation. The Conforming Discontinuous Galerkin (CDG) finite

element method is an efficient numerical method for solving partial differential equations.

The idea is to increase the degree of the weak differential operator to satisfy the weak

continuity of the numerical solution. Compared with the Weak Galerkin finite element

method, replacing the boundary function with the average of the internal function reduces

the degree of freedom. Removing the stabilizer reduces the complexity of numerical com-

putation. In this paper, the CDG method is used to solve the time-dependent Brinkman

problem. Firstly, the definitions of Sobolev space and weak function space, discrete weak

gradient, bilinear form are given. Secondly, the corresponding new variational forms are

proposed in the case of semi-discrete space discreteness and total discreteness discretized

for space time, respectively, the error equations under semi-discrete and fully discrete cases

are established, and the error estimation under L2 norm and H1 norm is further given.

Finally, some numerical examples are given to verify the accuracy and effectiveness of the

method.

Keywords: time-dependent Brinkman equation, conforming discontinuous Galerkin

finite element method, Discrete weak gradients.
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第一章 绪论

1.1 背景

多孔介质 [8, 23]是一种表面上包含有让流体流动的细小开口的介质. 由于由多

孔介质构成的物体表面有间隙, 所以流体通过这些间隙时能够渗透该物体. 多孔介

质与流体问题密切相关, 从而得到许多研究人员的重视. 在科学研究和工业生产领

域中, Brinkman 则是一个受到广泛关注的重要问题. 流体问题在科学研究, 工业生

产和环境领域均有着广泛的应用. 数值模拟作为理论分析和实验探索的工具, 是研

究流体问题的重要方法. 目前,求解流体问题的方法也有很多,例如:有限体积法,有

限元方法等. Brinkman方程是 Stokes方程和 Darcy方程的耦合,所以迫切需要一个

合理并且恰当的数值方法来更好地模拟这两种流体的各种特性,并对两种流体稳定.

另一个难点, 是要在保证数值格式简单的条件下, 也能高效求解.

Brinkman [3] 方程所描述的是多孔介质内流体的流动. 这项研究结果被广泛应

用在工业问题以及环境问题中, 特别是在钻井, 河流和断层附近的流体流动等 [10,

14, 16, 24, 26] 问题. Brinkman 方程可视为 Stokes 方程与 Darcy 方程的耦合 [17]. 当

流体的粘性系数 µ 趋于0时, 方程模拟 Darcy 流 [19], 当流体的粘性系数 µ 远于0时,

方程模拟 Stokes 流 [1]. 随着人们对流体不断地认识和深入地研究, 对其求解的数

值方法也在不断增多. 在其发展过程中人们发现 RT 元 [25] 和 BDM 元 [2] 对处理

Darcy流稳定,对 Stokes流不稳定. 而 Mini元 [1]和 Taylor-Hood元 [4]对处理 Stokes

流稳定, 对 Darcy 流不稳定. 因此, 研究者们希望能找到既对 Stokes 流体稳定, 又对

Darcy 流体稳定的数值算法. 经过众多研究者的不断努力, 有限体积法 [18], 标准有

限元方法 [6, 15] 非协调有限元方法 [37], 弱有限元法 [36, 40], 间断有限元方法 [12],

虚拟有限元法 [7, 30, 42] 等非标准有限元方法都能较好的处理这类问题.

弱有限元方法 (Weak Galerkin finite element methods) [22, 31] 是 2013 年由王军

平和叶秀老师提出并应用于求解二阶椭圆方程的一种方法. 基于求解偏微分方程问

题的经典有限元方法, WG 方法用弱微分算子代替经典微分算子, 并在数值格式中

加入稳定子来保证数值解的弱连续性. 在弱有限元方法中, 区域的剖分单元可以是

任意多边形或多面体,因此数值的逼近形式更灵活. 在之后的发展中,由于弱有限元

方法函数选取以及网格剖分的灵活性等优点, 弱有限元方法受到国内外学者得到关
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注与研究, 广泛应用于求解偏微分方程, 如 Darcy 问题 [19], 二阶椭圆混合问题 [32],

交界面问题 [22], Stokes 问题 [35], Brinkman 问题 [40, 41].

协调间断有限元方法就是在弱有限元方法 [32, 35] 的基础上加以改进的. 它的

主旨在于用内部函数的平均代替边界函数. 在协调间断有限元方法下, 经典的微分

算子可采用局部 Raviart-Thomas(RT) 元进行逼近, 如此, 求解泊松问题时就不需要

稳定子了, 数值格式变得简单一些. 除此之外, 提高弱梯度的次数, 不仅可以取得相

同的结果, 还不需要将网格限制在简单剖分上, 这点已在文献 [38] 中作了论证. 从

而, CDG方法就被应用于更广泛的领域并解决了更多的问题，例如 Stokes方程 [39],

椭圆边界问题 [33], 线弹性边界问题 [34] 等.

1.2 主要结构

本文由五部分组成. 第一部分是绪论,介绍了流体问题中 Brinkman问题的研究

背景, 协调间断有限元方法的主要思想和优点, 以及简单介绍了本文的主要结构.

本文考虑时间相关 Brinkman 方程的形式如下:

ut − µ△u+∇p+ µκ−1u = f , 在 Ω× [0, T ] 上, (1.1)

∇ · u = 0, 在 Ω× [0, T ] 上, (1.2)

u = g, 在 ∂Ω× [0, T ] 上, (1.3)

u(·, 0) = u0, 在 Ω 上. (1.4)

其中 κ 是渗透率张量, µ 是流体的粘性系数, u 是流体速度函数, p 是流体压力函数,

f 是动量源项, g 表示 u 在求解区域边界 ∂Ω 上的取值, ut 为 u(x, t) 关于 t 的偏导

数, 其中 f , g, u0 均充分光滑.

Brinkman 问题定义在一个有界的多边形或多面体区域 Ω(t ∈ [0, T ]) 上, 为计算

简便, 取 µ = 1 , g = 0. 此外, 假设存在 γ1, γ2 > 0 , 使得

γ1ζ
tζ ≤ ζtκ−1ζ ≤ γ2ζ

tζ, ζ ∈ Rd.
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第一章 绪论 3

其中 ζ 为任一列向量, ζt 为其转置.

根据问题 (1.1), 我们知道 Brinkman 问题的稳定性与渗透张量 κ 的取值紧密联

系.当渗透张量 κ−1 趋于零时, Brinkman问题更适用于 Stokes问题,相反,当 κ−1 很

大时, Brinkman 问题又可以转化为 Darcy 问题. 综上所述, Brinkman 模型不同的渗

透张量系数的选择可以得到 Stokes 问题和 Darcy 问题.

本文的目的在于用协调间断有限元方法解决时间相关的 Brinkman 方程. 对于

k ≥ 1 , CDG方法对于速度函数使用 k 次不连续多项式,对于压力函数使用 k− 1次

多项式. 最后可以看到该方法的几个优点, 第一, 该方法有简单的数值格式, 可以有

效降低理论分析的复杂性. 第二, 由于 CDG 的弱函数空间是由标准多项式组成的,

因此更容易构造出高阶弱函数空间. 且与 WG 方法相比, CDG 方法的自由度比较

少,因为 WG方法的弱函数空间中的 vb 被 v0 的平均所取代.第三,不会对网格有额

外的限制, 有限元的剖分可以是任意的多边形或多面体.

本文第二部分会给出 Sobolev 空间以及一些弱函数空间的介绍, 并给出了向量

函数离散弱梯度与标量函数离散弱梯度的定义, 还有一些论文中会用到的符号以及

不等式.

在第三部分和第四部分中考虑时间相关 Brinkman方程,在文献 [21, 41]的基础

上分别建立关于半离散协调间断有限元格式和全离散协调间断有限元格式, 建立相

应的误差方程. 最后, 分别给出速度函数和压力函数在半离散和全离散下的空间上

的最优收敛阶.

在本文最后一部分中, 通过几个数值实验来验证协调间断有限元方法的有效性

以及其理论分析的正确性.
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第二章 预备知识

2.1 空间介绍

本节简要定义了 Sobolev 空间以及弱函数空间, 向量函数的离散弱梯度算子和

标量函数的离散弱梯度算子以及后续证明会用到的一些不等式.

首先, 令D ⊂ Rd(d = 2, 3) 为满足 Lipschitz 边界条件的有界开区域. 本文采用标

准 Sobolev 空间 Hs(D) 的定义, 其对应的内积记为 (·, ·)s,D, 范数为 ∥ · ∥s,D 以及半范

数 | · |s,D, 其中 s ≥ 0 . 空间 H0(D) 与 L2(D) 等价. 当 D = Ω 时, 省略了范数和内积

符号中的下标 D 和 ∂D . 特别地, 我们有这样的函数空间:

[H1
0 (Ω)]

d = {v ∈ [H1(Ω)]d,v|∂Ω = 0},

和

L2
0(Ω) = {q ∈ L2(Ω),

∫
Ω
q dx = 0}.

对于函数 v, 它是 D 上的向量函数, 函数本身与其散度均在 L2(D) 空间中, 将这样

的函数所属的空间记为 H(div;D),

H(div;D) = {v : v ∈ [L2(D)]d,∇ · v ∈ L2(D)},

其上的范数为 ∥v∥H(div;D) = (∥v∥2D + ∥∇ · v∥2D)
1
2 .

Brinkman 问题(1.1)-(1.4) 可以得到如下变分形式:

求 u ∈ L2(0, T ; [H1
0 (Ω)]

d)和 p ∈ L2(0, T ;L2
0(Ω)),使得对任意的 v ∈ [H1

0 (Ω)]
d 以及

q ∈ L2
0(Ω), 满足: (ut,v) + (∇u,∇v) + (κ−1u,v) + (v,∇p) = (f ,v),

(u,∇q) = 0.
(2.1)

5
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6 吉林大学硕士学位论文

2.2 离散弱梯度算子

在本节中, 我们将给出两个离散弱梯度算子的定义.

定义 2.1 [32][形状正则剖分] 令 Th 为区域 Ω 的有限元剖分, 假定所有单元 T ∈ Th

为闭连通多边形或多面体.记 |T |为T的面积或体积, |e|为 e ∈ Eh 的长度或面积.如

果满足

(A1)存在正常数 ϱv 和 ϱe, 对单元 T ∈ Th 的边或面 e, 成立

ϱvh
d
T ≤ |T |, ϱeh

d−1
e ≤ |e|.

(A2)存在正常数 κ 对单元 T ∈ Th 的边或面 e, 成立

κhT ≤ he.

(A3)边为直线或面为平面. 对任意的 T ∈ Th, 存在 T 中棱锥体 P (e, T,Ae), 使得棱

锥体以 e ⊂ ∂T 为底, Ae ∈ T 为顶点, 高为 σehT , 比例常数 σe ≥ σ∗ > 0, 且对任意

xe ∈ e, 向量 xe − Ae 和 e 的外法向形成的夹角 α 为严格锐角, 亦即存在 0 ≤ θ0 < π
2 ,

使得 0 ≤ α ≤ θ0.

(A4)对任意单元 T ∈ Th,存在形状正则的外接单纯形 S(T),其直径 hS(T ) 与 hT 成正

比,即 hS(T ) ≤ γ∗hT ,其中 γ∗ 是与单元 T无关的常数. 同时存在固定的整数 m,使得

与单元相交的这种外接单纯形的个数不超过 m.

假设系统定义在有界多边形或者多面体域 Ω ⊂ Rd(d = 2, 3) 上, 设 Th 是区域 Ω

上的多边形或多面体且满足形状正则条件的剖分, Eh 是 Th 中所有边或面的集合.

用 E0
h = Eh \ ∂Ω表示所有内部边或面的集合.对于任意的剖分单元 T ∈ Th 和任意的

剖分边 e ∈ Eh, 令 hT 和 he 分别为 T 和 e 的直径, 且定义 h = max
T∈Th

hT .

我们为向量值函数和标量值函数定义了与 Th 相关的协调间断有限元空间. 对

于给定的整数 k ≥ 1, 速度函数的空间定义如下:

Vh = {v ∈ [L2(Ω)]d : v |T∈ [Pk(T )]
d, ∀T ∈ Th}.
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第二章 预备知识 7

定义 V0
h 为 Vh 的子空间

V0
h = {v : v ∈ Vh,v = 0 在 ∂Ω 上}.

压力函数空间定义如下:

Wh = {q ∈ L2
0(Ω) : q |T∈ Pk−1(T ),∀T ∈ Th}.

假设 T1 和 T2 为 Th 中相邻的两个单元, 公共边为 e. 当 e ∈ E0
h 时, n1 和 n2 分

别为 T1 和 T2 在 e上的单位外法向量. 特别地,当 e ∈ ∂Ω时,我们用 ne 表示 T 在 e

上的单位外法向量. 对于一个向量值函数 v , 它的平均值和跳有如下表示:

{v} =

 1
2(v|T1 + v|T2), e ∈ E0

h,

v|e, e ∈ ∂Ω,

[v] =

 v|T1 · n1 + v|T2 · n2, e ∈ E0
h,

v|e · ne, e ∈ ∂Ω.

此外, 对于 v ∈ V0
h , 有

∥v − {v}∥e =

 1
2∥[v]∥e, e ∈ E0

h,

∥[v]∥e, e ∈ ∂Ω.

对于标量值函数, 它的平均值和跳有如下表示:

{q} =

 1
2(q|T1 + q|T2), e ∈ E0

h,

q|e, e ∈ ∂Ω,

[q] =

 q|T1n1 + q|T2n2, e ∈ E0
h,

q|ene, e ∈ ∂Ω.
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8 吉林大学硕士学位论文

类似地, 对于 q ∈ Wh,

∥q − {q}∥e =

 1
2∥[q]∥e, e ∈ E0

h,

0, e ∈ ∂Ω.

接下来, 我们定义离散弱梯度算子. 对于一个向量值函数 v ∈ Vh, 离散弱梯度

∇wv|T 定义为 [Pj(T )]
d×d 中的唯一多项式函数, 且满足:

(∇wv, τ)T = −(v,∇ · τ)T + ⟨{v}, τ · n⟩∂T , ∀τ ∈ [Pj(T )]
d×d, (2.2)

其中, j 取决于 k 和多边形单元 T 的边数 n. 对于一个多边形网格, j = n+ k − 1,特

别地, 当区域的剖分单元为三角形时, j = k + 1.

类似地, 对于标量值函数 q ∈ Wh, 离散弱梯度 ∇̃wq|T 定义为 [Pk(T )]
d 中的唯一

多项式函数, 满足:

(∇̃wq,Φ)T = −(q,∇ ·Φ)T + ⟨{q},Φ · n⟩∂T , ∀Φ ∈ [Pk(T )]
d. (2.3)

2.3 若干不等式

引理 2.1 [32][迹不等式]假设 Th 为区域 Ω的多边形或多面体剖分. 假设 Th 中的所

有单元都是封闭且单连通的,并且剖分 Th 满足[20]中的形状正则假设,令 p > 1为任

意实数, 那么存在常数 C 使得对任意的 T ∈ Th, e ∈ ∂T , 任意的 θ ∈ W 1,p(T ), 有

∥θ∥pLp(e) ≤ Ch−1
T

(
∥θ∥pLp(T ) + hpT ∥∇θ∥pLp(T )

)
,

引理 2.2 [32][逆不等式] 假设 Th 为区域 Ω 的多边形或多面体剖分. 且剖分 Th 满

足[19]中的形状正则剖分假设, 令 p ≥ 1为任意实数, 那么存在常数 C(k) , 对Th 上次

数不超过 k 次的任意分片多项式 φ , 有

∥∇φ∥T,p ≤ C(k)h−1
T ∥φ∥T,p, ∀T ∈ Th.

引理 2.3 ( Cauchy − Schwarz 不等式) [5] 设a1, a2, · · · , an 和b1, b2, · · · , bn 都是任意
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第二章 预备知识 9

实数, 则有 (
n∑

i=1

a2i

)(
n∑

i=1

b2i

)
≥

(
n∑

i=1

aibi

)2

.

引理 2.4 ( Y oung 不等式) [13] 对于实数a, b, ϵ > 0, 有

ab ≤ ϵa2 +
1

4ϵ
b2. (2.4)

2.4 双线性形式

在构造 Brinkman 方程 (1.1) 的协调间断有限元数值格式之前, 对于 ∀v,w ∈ V0
h,

p, q ∈ Wh, 我们给出以下三个双线性形式:

a(v,w) = (∇wv,∇ww) + (κ−1v,w), (2.5)

b(v, q) = (v, ∇̃wq), (2.6)

s(p, q) =
∑
e∈E0

h

h ⟨[p], [q]⟩e . (2.7)

根据双线性形式 (2.5), 对于 ∀v ∈ Vh, 我们可以定义如下范数:

|||v|||2 = a(v,v) = ∥∇wv∥2 + ∥κ−
1
2v∥2. (2.8)

引理 2.5 对任意的 v,w ∈ Vh, 有如下的有界性

a(v,w) ≤ |||v||| · |||w|||.

证明

a(v,w) =
∑
T∈Th

(∇wv,∇ww)T +
∑
T∈Th

(κ−
1
2v, κ−

1
2w)T

≤
∑
T∈Th

(
∥∇wv∥T ∥∇ww∥T + ∥κ−

1
2v∥T ∥κ−

1
2w∥T

)

≤

∑
T∈Th

∥∇wv∥2T + ∥κ−
1
2v∥2

 1
2
∑

T∈Th

∥∇ww∥2T + ∥κ−
1
2w∥2

 1
2
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≤ |||v||| · |||w|||.

显然, ||| · ||| 在 Vh 中是一个范数.

对于标量值函数 q ∈ Wh, 我们在本文的剩余部分中使用以下范数:

|||q|||21 = ∥κ
1
2 ∇̃wq∥2 +

∑
e∈E0

h

h−1∥[q]∥2e, (2.9)

以及半范数

|q|2h =
∑
e∈E0

h

h∥[q]∥2e. (2.10)

引理 2.6 ||| · |||1 在 Wh 中是一个范数.

证明 ||| · |||1 显然满足非负性, 齐次性和三角不等式.

对于 q ∈ Wh, 仅需证明当 |||q|||1 = 0 时, q = 0 即可. 当 |||q|||1 = 0 时, 有

∥κ
1
2 ∇̃wq∥T = 0, ∀T ∈ Th,

∥[q]∥e = 0, ∀e ∈ E0
h,

根据标量值函数离散弱梯度的定义 (2.3), ∀T ∈ Th, ∀p ∈ [Pk(T )]
d 有

(∇̃wq,p)T = −(q,∇ · p)T + ⟨{q},p · n⟩∂T

= (∇q,p)T − ⟨q − {q},p · n⟩∂T .

令其中 p = ∇q, 则根据 Cauchy-Schwarz 不等式, 迹不等式和逆不等式有

∥∇q∥2T = (∇̃wq,∇q)T + ⟨q − {q},∇q · n⟩∂T

≤ ∥∇̃wq∥T ∥∇q∥T + ∥q − {q}∥∂T ∥∇q∥∂T

≤ ∥∇̃wq∥T ∥∇q∥T + Ch
− 1

2
T ∥q − {q}∥∂T ∥∇q∥T ,
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则

∥∇q∥T ≤ ∥∇̃wq∥T + Ch
− 1

2
T ∥q − {q}∥∂T ,

则有

∑
T∈Th

∥∇q∥2T ≤
∑
T∈Th

∥∇̃wq∥2T + C
∑
T∈Th

h−1∥q − {q}∥2∂T

=
∑
T∈Th

∥∇̃wq∥2T + C
∑
e∈E0

h

h−1∥[q]∥2e

≤ C|||q|||21,

则 ∥∇q∥T = 0, 说明 q 是分片常数. 由

∥[q]∥e = 0, ∀e ∈ E0
h,

得到 q 在 Ω 上是常数, 而 q ∈ Wh, 则 q = 0 得证.
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第三章 半离散格式

本章通过只对空间进行离散的方式来解决时间相关 Brinkman 问题 (1.1)-(1.4).

3.1 适定性分析

令 Qh 为 [L2(T )]d 到 [Pk(T )]
d 上的投影算子. 令 Qh 为 [L2(T )]d×d 到 [Pj(T )]

d×d

上的投影算子. 令 Qh 为 L2(T ) 到 Pk−1(T ) 上的投影算子.

现在我们有以下关于时间相关 Brinkman 方程 (1.1)-(1.4) 的协调间断有限元格

式:

求 uh ∈ L2([0, T ];V0
h), ph ∈ L2([0, T ];Wh), 使得对所有 v ∈ V0

h, q ∈ Wh 满足

((uh)t,v) + a(uh,v) + b(v, ph) = (f ,v), (3.1)

b(uh, q)− s(ph, q) = 0, (3.2)

uh(·, 0) = Qhu
0. (3.3)

引理 3.1 [11] 令 T 为一个 n + 1 条边(面)的多边形(多面体), 单元尺寸为 hT , 边分

别表示为 e, e1, e2, · · · , en,则对于给定的边 e上的多项式 q0 ∈ Pk(e),定义一个多项式

q ∈ Pk+n(T ) 使得

q = λ1 · · ·λnq1, q1 ∈ Pk(T ),

⟨q − q0, p⟩e = 0, ∀p ∈ Pk(e),

(q, p)T = 0, ∀p ∈ Pk−1(T ).

其中 λi ∈ P1(T ) 在 ei 上为 0 并且假设在 e 的重心上值为 1, 则有

∥q∥T ≤ Ch
1
2
T ∥q0∥e.

引理 3.2 [9] 对于 ∀v ∈ Vh ,

∑
e∈εh

h−1∥[v]∥2e ≤ C|||v|||2.

13
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引理 3.3 对于 ∀q ∈ Wh, 存在与 h 无关的常数 C1, C2, 有如下不等式成立:

sup
v∈V0

h

|b(v, q)|
|||v|||

≥ C1h|||q|||1 − C2|q|h.

证明 根据离散弱梯度的定义, 对于 ∀v ∈ Vh 有

∥∇wv∥2 =
∑
T∈Th

(∇v,∇v)T −
∑
T∈Th

⟨v − {v}, (∇wv +∇v) · n⟩∂T .

由向量值函数均值的定义,

∑
T∈Th

∥v − {v}∥2∂T ≤
∑
e∈εh

(∥∥∥∥v|T1 −
v|T1 + v|T2

2

∥∥∥∥2
∂T1∩e

+

∥∥∥∥v|T2 −
v|T1 + v|T2

2

∥∥∥∥2
∂T2∩e

)

≤ C
∑
e∈εh

∥∥∥∥v|T1 − v|T2

2

∥∥∥∥2
e

≤ C
∑
e∈εh

(
∥v∥2∂T1∩e + ∥v∥2∂T2∩e

)
≤ C

∑
T∈Th

∥v∥2∂T ,

利用 Cauchy-Schwarz 不等式, Young 不等式, 迹不等式和逆不等式可以得到

∥∇wv∥2 ≤
∑
T∈Th

(
∥∇v∥2T + ∥v − {v}∥∂T ∥∇wv +∇v∥∂T

)
≤

∑
T∈Th

(
∥∇v∥2T + h−

1
2 ∥v − {v}∥∂T ∥∇wv +∇v∥T

)
≤

∑
T∈Th

(
∥∇v∥2T + Ch−

1
2 ∥v∥∂T (∥∇wv∥T + ∥∇v∥T )

)
≤

∑
T∈Th

(
∥∇v∥2T + Ch−1∥v∥2∂T +

1

4
(∥∇wv∥T + ∥∇v∥T )2

)

≤
∑
T∈Th

(
∥∇v∥2T + Ch−1∥v∥2∂T +

1

2
(∥∇wv∥2T + ∥∇v∥2T )

)

≤
∑
T∈Th

(
1

2
∥∇wv∥2T + Ch−1∥v∥2∂T +

3

2
∥∇v∥2T

)

≤
∑
T∈Th

(
1

2
∥∇wv∥2T + Ch−2∥v∥2T +

3C1

2
h−2∥v∥2T

)

≤
∑
T∈Th

(
1

2
∥∇wv∥2T + C2h

−2∥v∥2T
)
.

万方数据



第三章 半离散格式 15

故

∥∇wv∥2 ≤ C2h
−2∥v∥2.

令其中 v = κ∇̃wq,由 ||| · ||| 与 ||| · |||1 的定义有

|||v|||2 = ∥∇wv∥2 + ∥κ−
1
2v∥2

≤ Ch−2∥v∥2 + ∥κ−
1
2v∥2

≤ Ch−2∥κ∇̃wq∥2 + ∥κ
1
2 ∇̃wq∥2

≤ Ch−2λ−1
1 ∥κ

1
2 ∇̃wq∥2 + ∥κ

1
2 ∇̃wq∥2

≤ Ch−2|||q|||21,

则

b(v, q)

|||v|||
=

(v, ∇̃wq)

|||v|||
≥

|||q|||21 − h−2|q|2h
Ch−1|||q|||1

≥
|||q|||21 − h−1|||q|||1|q|h

Ch−1|||q|||1
≥ C1h|||q|||1 − C2|q|h.

引理证明完毕.

引理 3.4 (积分形式下的Gronwall不等式) [29] 用 I 表示区域 [a, b](a < b), 用 α 和 ω

表示定义在 I 上的可测函数, µ是区域 I 的 Borel σ−代数上的 Lebesgue测度.假设

对 ω 和 µ 是可积的, 满足

ω(t) ≤ α(t) +

∫ t

a
β(s)ω(s)ds, ∀t ∈ I,

如果 α 不是递减, 则有

ω(t) ≤ α(t)exp(

∫ t

a
β(s)ds), ∀t ∈ I.

通过引理 3.4和上面的一些范数定义可以证明数值解如下的稳定性.
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定理 3.5 变分问题 (3.1)-(3.3) 的数值解具有如下稳定性：

∥uh(t)∥2 ≤ eCt

(
∥uh(0)∥2 + C

∫ t

0
∥f(τ)∥2dτ

)
.

证明 首先取式 (3.1), (3.2)中的 v = uh(t), q = ph, 得到

((uh(t))t,uh(t)) + a(uh(t),uh(t)) + b(uh(t), ph) = (f(t),uh(t)),

b(uh(t), ph)− s(ph, ph) = 0.

则有

((uh(t))t,uh(t)) + a(uh(t),uh(t)) + s(ph, ph) = (f(t),uh(t)),

考虑 a(·, ·), s(·, ·) 的定义得到

a(uh(t),uh(t)) = |||uh(t)|||2 ≥ 0,

s(ph, ph) = |ph|2h ≥ 0.

整理可得

((uh(t))t,uh(t)) ≤ (f ,uh(t)),

又有

((uh(t))t,uh(t)) =
1

2

d

dt
(uh(t),uh(t)),

即有
1

2

d

dt

∫
Ω
u2
h(t)dx ≤

∫
Ω
fuh(t)dx.

由 Cauchy-Schwarz 不等式有

1

2

d

dt

∫
Ω
u2
h(t)dx ≤ C

(∫
Ω
f2dx +

∫
Ω
u2
h(t)dx

)
,

将上式在 (0, t) 上积分, 有

∥uh(t)∥2 ≤ ∥uh(0)∥2 + C

(∫ t

0
∥f(τ)∥2dτ +

∫ t

0
∥uh(τ)∥2dτ

)
.
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由Gronwall引理 3.4,可以取得 ω(t) = ∥uh(t)∥2, α(t) = ∥uh(0)∥2+C
∫ t
0 ∥f(τ)∥

2dτ, β(s) =

C, 而且在引理中的区域 I = [0, T ] 上, α(t) 明显是非减的, 则有

∥uh(t)∥2 = ω(t)

≤ α(t)exp(

∫ t

0
β(s)ds)

≤ eCt

(
∥uh(0)∥2 + C

∫ t

0
∥f(τ)∥2dτ

)
,

证明完毕.

定理 3.6 半离散数值格式 (3.1)-(3.3) 具有唯一解.

证明 假设 u1
h,u

2
h ∈ L2([0, T ];V0

h) 以及p1h, p
2
h ∈ L2([0, T ];Wh) 均为半离散数值格式的

解, 使得对所有 v ∈ V0
h, q ∈ Wh 满足

((u1
h)t,v) + a(u1

h,v) + b(v, p1h) = (f ,v),

b(u1
h, q)− s(p1h, q) = 0,

u1
h(·, 0) = Qhu

0;

((u2
h)t,v) + a(u2

h,v) + b(v, p2h) = (f ,v),

b(u2
h, q)− s(p2h, q) = 0,

u2
h(·, 0) = Qhu

0.

记 γh = u1
h − u2

h, ζh = p1h − p2h, 则有

((γh)t,v) + a(γh,v) + b(v, ζh) = 0, (3.4)

b(γh, q)− s(ζh, q) = 0, (3.5)

γh(·, 0) = 0. (3.6)

由于 γh 满足上述定理 3.5 中的稳定性结论, 故有

∥γh∥ ≤ C∥γh(0)∥ = 0,
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则 γh = 0, 即 u1
h = u2

h.

由 γh = 0 以及在式 (3.5) 中取 q = ζh, 有

s(ζh, ζh) = |ζh|2h = 0,

由式 (3.4) 可以得到,

b(v, ζh) = 0, ∀v ∈ V0
h.

令 v = ∇ζh, 根据 b(·, ·) 的定义以及 |ζh|h = 0 有

0 = b(v, ζh)

=
∑
T∈Th

(v, ∇̃wζh)T

=
∑
T∈Th

(−(ζh,∇ · v)T + ⟨{ζh},v · n⟩∂T )

=
∑
T∈Th

(−(ζh,∇ · v)T + ⟨ζh,v · n⟩∂T − ⟨ζh − {ζh},v · n⟩∂T )

=
∑
T∈Th

(v,∇ζh)T −
∑
e∈E0

h

⟨[ζh], {v}⟩∂T

=
∑
T∈Th

(v,∇ζh)T

=
∑
T∈Th

(∇ζh,∇ζh)T .

由此可以得到, 在单元 T 上, ∇ζh = 0, 又由 ζh 是连续的且 ζh ∈ L2
0(Ω),

故有 ζh = 0, 因此有 p1h = p2h.

唯一性证明完毕.

3.2 误差方程

首先, 时间相关 Brinkman 问题 (1.1)-(1.4) 的真解 (u; p) ∈ L2([0, T ]; [H1
0 (Ω)]

d) ×

L2([0, T ];L2
0(Ω)) 分别在速度和压力函数的弱有限元空间上定义投影 Ehu 和 Fhp.

定义 3.1 对于任意给定的函数 (u; p) ∈ L2([0, T ]; [H1
0 (Ω)]

d) × L2([0, T ];L2
0(Ω)) 和一个
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固定的时间 t ∈ (0, T ], 考虑如下的问题: 求 Ehu ∈ Vh 和 Fhp ∈ Wh 使得

a(Ehu,v) + b(v, Fhp) = −(∆u,v) + (κ−1u,v) + (v,∇p), (3.7)

b(Ehu, q)− s(Fhp, q) = (∇ · u, q), (3.8)

对所有的 (v; q) ∈ Vh ×Wh.

我们知道 Ehu 和 Fhp 是 CDG 方法在稳态 Brinkman 问题上的数值解. 所以从

文献 [9]中有如下重要的引理.

引理 3.7 [9]假设 u ∈ L2([0, T ]; [H]10(Ω)]
d
∩
[Hk+1(Ω)]d),以及 p ∈ L2([0, T ];L2

0(Ω)
∩
[Hk

(Ω)]) 是给定的函数, 那么存在一个常数 C, 使得

|||Qhu− Ehu|||+ |Qhp− Fhp|h ≤ Chk(∥u∥k+1 + ∥p∥k), (3.9)

|||Qhp− Fhp|||1 ≤ Chk−1(∥u∥k+1 + ∥p∥k), (3.10)

∥Qhu− Ehu∥ ≤ Chk+1(∥u∥k+1 + ∥p∥k), (3.11)

而且, 假设 ut ∈ C1([0, T ]; [H1
0 (Ω)]

d
∩
[Hk+1(Ω)]d) 有

∥Qhut − Ehut∥ ≤ Chk+1(∥ut∥k+1 + ∥p∥k). (3.12)

对于精确解 u ∈ C2([0, T ]; [H1
0 (Ω)]

d)
∩
[Hk+1(Ω)]d与 p ∈ L2([0, T ];L2

0(Ω))
∩

Hk(Ω),

令 eh = Qhu−uh 和εh = Qhp− ph 分别表示时间相关 Brinkman问题 (1.1)-(1.4)中速

度函数与压力函数的误差.

并且

eh = Qhu− uh = Qhu− Ehu+ Ehu− uh,

εh = Qhp− ph = Qhp− Fhp+ Fhp− ph,

记

ρ = Qhu− Ehu , θ = Ehu− uh,

η = Qhp− Fhp , ω = Fhp− ph.
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可建立如下误差方程.

引理 3.8 设 uh ∈ L2([0, T ];V0
h) 以及 ph ∈ L2([0, T ];Wh) 为变分问题 (3.1)-(3.3) 的数

值解, u ∈ L2([0, T ]; [H1
0 (Ω)]

d)以及 p ∈ L2([0, T ];L2
0(Ω))为问题 (1.1)-(1.4)的精确解,有

如下方程成立. 对于 ∀v ∈ V0
h, q ∈ Wh 以及 0 ≤ t ≤ T , 有

(θt,v) + a(θ,v) + b(v, ω) = −(ρt,v), (3.13)

b(θ, q)− s(ω, q) = 0. (3.14)

证明 由变分问题 (3.1), 式 (3.7) 以及原方程 (1.1), 有

(θt,v) + a(θ,v) + b(v, ω) = (Ehut,v)− ((uh)t,v)

+a(Ehu,v)− a(uh,v) + b(v, Fhp)− b(v, ph)

= (Ehut,v) + a(Ehu,v) + b(v, Fhp)

−((uh)t,v)− a(uh,v)− b(v, ph)

= (Ehut,v) + a(Ehu,v) + b(v, Fhp)− (f ,v)

= (Ehut,v)− (f ,v)− (∆u,v) + (κ−1u,v) + (v,∇p)

= (Ehut,v)− (ut,v)

= (Ehut,v)− (Qhut,v)

= −(ρt,v).

则 (3.13) 得证.

由变分问题 (3.2) 和式 (3.8) 可得

b(θ, q)− s(ω, q) = b(Ehu, q)− b(uh, q)− [s(Fhp, q)− s(ph, q)]

= b(Ehu, q)− s(Fhp, q)− [b(uh, q)− s(ph, q)]

= (∇ · u, q)− [b(uh, q)− s(ph, q)]

= (∇ · u, q)

= 0.
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则 (3.14) 得证. 综上, 证明完毕.

3.3 误差估计

针对上述方程, 证明半离散格式在 L2 范数和能量范数下有最优收敛阶.

定理 3.9 设 uh ∈ L2([0, T ];V0
h) 以及 ph ∈ L2([0, T ];Wh) 为变分问题 (3.1)-(3.3) 的数

值解, u ∈ L2([0, T ]; [H1
0 (Ω)]

d
∩
[Hk+1(Ω)]d) 以及 p ∈ L2([0, T ];L2

0(Ω)
∩

Hk(Ω)) 为问题

(1.1)-(1.4) 的精确解, 存在一个常数 C, 使得

∥eh∥ ≤ ∥uh(0)−Qhu(0)∥+ Chk+1 (∥u(·, 0)∥k+1 + ∥p(·, 0)∥k + ∥p∥k)

+Chk+1

∫ t

0
(∥uτ∥k+1 + ∥p∥k)dτ .

证明 在式 (3.13) 和 (3.14) 中分别令 v = θ, q = ω, 可得

(θt, θ) + a(θ, θ) + b(θ, ω) = −(ρt, θ),

b(θ, ω)− s(ω, ω) = 0,

则有

(θt, θ) + a(θ, θ) + s(ω, ω) = −(ρt, θ). (3.15)

根据 ||| · ||| 以及 | · |h 的定义可以得到

(θt, θ) =
1

2

d

dt
(θ, θ) =

1

2

d

dt
∥θ∥2,

s(ω, ω) = |ω|2h,

a(θ, θ) = |||θ|||2,

由于 a(θ, θ) + s(ω, ω) ≥ 0, 故

(θt, θ) ≤ −(ρt, θ).
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因此有
1

2

d

dt
∥θ∥2 = ∥θ∥ · d

dt
∥θ∥ ≤ ∥ρt∥ · ∥θ∥,

即
d

dt
∥θ∥ ≤ ∥ρt∥.

将其在 (0, t) 上进行积分, 可得

∥θ∥ ≤ ∥θ(0)∥+
∫ t

0
∥pτ∥dτ .

其中

∥θ(0)∥ = ∥Ehu(0)− uh(0)∥

≤ ∥Ehu(0)−Qhu(0)∥+ ∥Qhu(0)− uh(0)∥

≤ ∥uh(0)−Qhu(0)∥+ Chk+1 (∥u(·, 0)∥k+1 + ∥p(·, 0)∥k)

代入上式可得

∥θ∥ ≤ ∥uh(0)−Qhu(0)∥+ Chk+1 (∥u(·, 0)∥k+1 + ∥p(·, 0)∥k)

+Chk+1

∫ t

0
(∥uτ∥k+1 + ∥p∥k)dτ .

另外, 根据式 (3.11), 对于 ρ 有

∥ρ∥ ≤ Chk+1 (∥u∥k+1 + ∥p∥k)

≤ Chk+1[∥u(·, 0)∥k+1 + ∥p(·, 0)∥k +
∫ t

0
∥uτ∥k+1dτ ].

因此有

∥eh∥ ≤ ∥θ∥+ ∥ρ∥

≤ ∥uh(0)−Qhu(0)∥+ Chk+1 (∥u(·, 0)∥k+1 + ∥p(·, 0)∥k + ∥p∥k)

+Chk+1

∫ t

0
(∥uτ∥k+1 + ∥p∥k)dτ .
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