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介 绍

王 元

华罗庚教授遗著《计划经济大范围最:

优化数学理论》的出版，是很值得庆贺你

事情。
1飾者在书中研究了制定协调发展的国

民经济计划的数学模型。提出 “产综” 这^

一概念，所谓产综，就是各经济部门的产
\ •

I

量构咸的矢量。而当产综为消耗系数方阵

的正特征矢量时，产量可以成倍增长，增

长率为其对应正特征根的倒数0 如果按瓜

: 特征矢量来安排生产，则会得到最高的增

长率。否则，若不按正特征矢量来投入生

产，则当生产进行到一定时候，例如若干



-年后，一定会出现不平衡现象。这就需要

对计划作出捫整，使投入各部门生产的产

量之比尽量与正特征矢量一致。因此，这

一模型对于如何安排国民经济计划，如何

调整计划，包括如何进行投资、设备更新

等，有重要参考价值心当然，按正特征矢

量安排计划是要受设备能犮的淛约的，这

财可以结合使用线性规划方法来处理0衆 .

. 本书阐述的方法是建立在严格的数学

-理论基础之上的。作者首先将上述模型数

学化，然后用严格的逻辑推导俨得到一系

.列结论，再阐明它们在经济学上的含义。

书第二章是专门介绍所需数学理诱的。:

由于作者对所用到的数学理谂作 ;I 很多深

.入泼出的研究工作，所以，: 学过线性代数 *

与实数极限理论者，是可以看得懂的#不

具备上述数学修养者，阅读并了解本书的
'

•令



其他章节，是不会有困难的 ，
…

V: 华罗庚教授早在195«年就在中国科学

院数学研宛所与中国科学技术大学数学糸

多次讲授过他的方法，并将这个方法的要

点写在论文《有限与无穷卩离散与遂

续》〔1〕之中、还将遠个方法所需的非负方

阵理论，写在他的基础数学讲义之中0

不幸的是，关于这个方法的大量手稿，都

在十年浩劫中散失了。…
从1982年开始，华罗庚教授在心肌梗_

塞发病、身体很虚弱的情况下，经过逐段-

回 牝『 畫 蟲 与 我 们:永 赳 前 不 久，

才算最后完成了本书的撰写。值得提出的

是，经过儿年的努力，他不仅童新写出达

去的全部发现，还增加了.重要的新内容，

特别是本书的 “基本定理”（见第二章§6 ) ;
•

■ - •• ：•
-— • • _ ��- ，，-

即使

_
:已有棘料，也作求較大的简化。



当然，目前本书还仅是一个理论著作，

还未经过实践。我们相信，在广泛实峩的

基础上，必将对这个理论作出很多必要的

补充、修正与发展，这是需要以后的学者

-与实际工作者来共同努力完成的事情。

本书是华罗庚教授的学术遗著。这不

仅是留给我们一部很好的学术著作，他为

四化建设，为学术研究忘我的工作精神，

尤其值得我们学习。

在华罗庚教授旅事这一研究工作的过

灌中 ,曾得到他的助手与学生的帮助。他将

所得到的结果，写成摘要陆续发表

在本书的定稿与实例的搜集与计算中，裴

定一与徐新红同志，参予了工作。
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他（马克思）还认为，一种科

学只有在成功地运用数学

时，才算达到了真正完善的

地步。

拉法格

序 言

序言是在书成之后写的，但总是放在

韦的前面。探索也往往如此，由简单开始，

在实践中，在思考中不断深化，不断发展。
渐的概念和方法出现，旧的不断被扬弃或

遗忘，因而思索与实践的宝贵过程反而淹

没不见了，而书上、文章上所见到的是成

熟的或作者自以为成熟的结论。
当然，我不是说体系完备、证明严正

的书不必要，而是说读后往往要花很多的



时间和精力，才能领会这些结果是怎样得

来的，作者为什么如此表达的，等等。

这里另出来的早已不是六十年代开烚

写的散失已久的原稿，这二十年来搞理论

研究的同时，又添上用数学方法为国民经

济服务的工作，其繁乱可想见也。就是八

十年代重写的草稿也已五、六遍了，虽然
1

规模粗具，但觉得有不少不足处。

在两次大病之后，更深深感到，学识

不足，精力不济，还有时不等我之感。因

此迫不及待地写出这本书来，只要将来可

能用得上，对人民有好处，或给后之来者

作垫脚石，作为扶栏，因此更上一层楼，

于愿足矣。

这可能是最后一次跨出专业的尝试，

也可能是最大的失败。且不管这些，努力

跑完人生应读跑的最后一段路，吾之恳



也。

. 我的感谢是说不尽的，二十七省市及

成千工厂、农场上所见到的数至万计的管
*

理者、工程师、技术员、工人和农民，不是

他们我是不会想到经济领域中的问题的。

其次，我在1982年10月，因为心肌梗

塞住了医院，他们一方靣向有关方靣发了

痼危的信号，另一方靣急心医治，并在我

脱险后，立刻对我说，你是一个大脑停不

隹活动的人，如果叫你不要想，你会想得

夏多更杂，还不如在专人及监护仪的观察

下，继续专心考虑你认为对人民有益的问

题。但你要知道你的病是不轻的，和医护

人员合作，不要过分用脑。三个月谢绝探

视，出院时居然已想出一个轮廓来了。

中央号召对 “文化大革命 ”的否定要彻

底，这本书就是一个明显的例子。对我来



说，使这一工作耽误了二十年。如果手稿

不被盗走抄走，我重新——想出本书内容 •

的两年，也就可以为国家多做些其他的工

作了。往者不可谏，来者可追，愿和年轻
*

同志团结一致，共同为四化而献身

作者

一九八五年



第一章经济系统

§1 引言

在《回忆马克思恩格斯》第一册中，

拉法格〔1〕写道：“他（马克思) 还认为，

一种科学只有在成功地运用数学时，才算

达到了真正完善的地步。”
苏联涅姆钦诺夫院士〔2〕指出 ：“在这

方面，经济科学不能有任何例外。” 这句

话无疑是正确的。他还将经济学与天文学

进行比较来论述他的看法。他说： “天文

学是最精密的科学，尽管在开始宇宙航行

之前它还没有一点可能性来检验自己假设

的正确性和直接在星际空间进行试验。天

文学之所以成为精密科学，是由于数学方



法在加工天体运行的观察时的应用。经济

学成为精密科学的可能性更大些，因为它

的对象处于日常的业务观察和统计观察之
下。”〔2〕

对这一比较，虽然会有不同的看法，
例如，时至今日，天文学毕竟比经济学更

早地成为精密的科学了。事实上，早在星

际航行之前，天文学家早就先算出了海王

屋的存在及其轨道和位置，然后才发现海

王星 *因此人们羨称之为 “鉛笔尖上的

行星” 。而星际航行的试验，是在发现海

王星、冥王星之后的又一个验证。经济学

能否有这祥的预见？

虽然如此，我们且撇开不谈究竟哪个

“可能性” 更大些的无谓争论。我们也认 ,

为阐明马克思的论断的正确性是我们的职

责。我们尝试着把数学方法更有效地用到 •



经济领域中去。从1960年前后开始，在实

际中，从理论上看到了数学方法真正用在

经济领域中的可能性，写了不少手稿，但

在十年浩劫中荡然无存。
在党的十二大的号召下，深知这方靣

研究的重要性。因此，竭尽糌力地回忆，

忘年奋勇地创造，写出了这个小册子，作

为阐明马克思论点的一个开端。拋砖引玉，

如此而已。至于马克思著作的其他指导思

想的作周，将在书文中逐步指出。

§2 产综

社会中的经济结构是复杂的。有各种

各样的产品，各种各样的劳务，其间有错

综复杂的关系，怎祥处理之？人类文明很

卑就发明了货币制度，而且一直延续到今

天。把以吨计的锏铁，以千瓦小时计的电



力，以立方米计的天然气，以吨公里计的

运输量，以台数计的机器设备（例如多少 ^

标准台的拖拉机），甚至各种劳务、教育、

科学研究、文化费用，分别用同一的货币
,

数量来表示，各种产品以同一的货币单位

(如人民币元 ,）来进行等价交换。

也正因为有了币制，生产、消费等一

切社会经济活动便都可以用同一小单位来

计算。甚至于整小社会的总财富、每年的

生产总值都可以用统一的单位——货币来

表示，来衡量社会生产的消长和变化。

在历史上，货币起过很大的作用，并

且在相当长的时间内还将起着作用。但货

币毕竟是货币，而不是实物与劳务，不能

正确反映不同物品的价格订得是否得当， '

是否合理，各种劳务所产生的经济效果怎

样计算，等等。加之通货的膨胀和紧缩，
'



还有因为各种原因不得不有人为的补贴、

* 税率等等，使得同一种物品可能有几种不
'

同的价格，如不变价格、调拨价格、自由

市场价格、国际市场价格，资本主义制度

还有竞争价格或垄断价格等等。所以，一

方靣要承认货币的重要性，另一方靣也要

看到货币制度所产生的缺点和不可依赖的

一靣。

数学方法在于从若干简单的基本概念

或儿个基本假设入手，运用逻辑推理，得

出结论，然后在实际中验证它的正确性。
如果结论不正确，又可以反过来检查出基

本假设或概念的不足处，把原定的假设和

概念进行局部修改，甚至全部推倒重来。
现在，我们引进一个简单的概念一一

产综。

人们通常遇到的是一种产品的变化，



而实际上，在社会上各种产品是互相关

联、互相制约墙发生变化的，而不是各不 -

相关变化的。由处引起如下的概念：

把组成社会生产的多种重要产品或劳
’

•:务按号码排列起来，如1，2 ,…，1，

其中第 1 种产品的计量单位以仏表示之，
-例如，第丨种产品是钢，则仏就是吨；若

第丨种产品是电，口.• 就是千瓦小时；如杲

第丨种产品是布，则仏就是尺、码或米。

如果第丨种产品的数量是^ 个仏单位，

则整体可以用矢量

•，̂ )X = (X

表示之。这个矢憂便称为产综。整个国民

经济的变化便是产综的变化——整体的变

化，而不是各种产品产量互相独立的变
•

化

例如，开紿生产时的产综是

10



乂
〔0 ) =(

'
⑻，���，々 ))

第 】年的产综是 X。

'
于是整个经济的发

展变化是

研究经济的变化发展就读研究产综的

变化情况。各产品按同一比例增加，用数

学式子表示就是

X。) =卩#

即

=卩〆*
0 ’

成倍增长则可以表成为

是逐年的增长倍数。

5 3 消耗系数方阵（或称结构方阵）

设初始产综是以) = (<'…，0，第

一年度将』类产品分配给 1 类的数量（用

‘ 于再生产或其他目的） 设为 ;々，于是整



+分配情况可以通过下面的表格来表示

(见表1-1)。
表1-1

1 2

1

2 22

总产量

因此得到

(1.3 .1 )

用产综的矢量形式来表示，就是

乂
( 0 ) = XI ^( 0 > (0

这里，）^(0 表示分配给第 1类的产综。
12



一年（或其他单位时间）后所生产出

• 的产综是

乂
( 1 ) = (X? )，…，X;")

命

(1.3 .2)

它的意思是，每生产一个？. 单位的丨类产

品要消耗掉个单位的第 〗类产品，其

廿量单位为以

以 (1.3.2) 代入 (1.3.1) 得到

= x-；/xV

或写成矩阵形式就是

乂
( 0 ) =乂

( 1 )入

或

乂⑴ =:乂⑺入，1

这里

即为第一年度的消耗系数方阵或结构方

1}



阵。

如杲消耗系数方阵1不因年份而变，’ *

那末连续馇行 1 次，便得到第 1 年的产综

X '0 = 乂
( 0 )八-1

§4 两大部类

也许有人认为，“你所讨论的数学模型

是片靣的，既没有考虑到外界投入的产量，

又没有考虑到消费，而把所生产出来的全

部都投入了再生产。”这个批评是对的，

这正是关键所在。

马克思在他的不朽名著《资本论》中，

早就指出了社会的总生产分为两大部类。

第一部类是生产资料的生产，第二部

消费资料的生产。后来，凯恩斯也在全部

生产支出中把用于消费的支出和用于生产

的投资分开。



列昂惕夫创造性地提出了投入产出法

是一个重要贡献，但他把性质不同的两类

型产品合在一个表上，箅出消耗系数表，

因而导致混淆。因此，涅姆钦诺夫认为：

“整个生产过程的最优化，是很复杂的问

题，为了解决这种最优任务暂时还没有创

立相应的数学方法， 对大范围的经济

行为进行数学描述，大概只有在不远的将

来才有可能。” •

实质上，按照矛盾论的思想，“不同质

的矛盾，只有用不同质的方法才能解决。”
在出现了矛盾之后，首先要分主要的和次

要的。当然在经济领域里，第一部类的产

品是主要的，因为没有生产也就没有消费

了。所以，我们首先研究只有第一部类的

模型，于是引进了正特征矢量法。“抓住了

- 这个主要矛盾，一切问题就迎刃而觴了，



这是我们先研究第一部类，而后再研究包

恬第二部类的思想方法的背景。

从数学角度来讲，非负方阵的核心是

不可分拆的部分。如果笼统地研究非负方

.阵，不区别不可分拆与可分拆，则正特征

矢量可能不存在，也可能有无穷个，这样

混淆就难于处理了。而先弄清不可分拆的

情况，可分拆的情况也就较易于处理了。

在处理这个问题时，我们体会到哲学、经

济学、数学间联系的重要性！当然，马克

思主义的哲学思想是根本，数学仅是工

具，是被利用到经济学上来的工具之一。

从为数众多的投入产出法的资料也看到了

生产资料部类所列出的消耗系数方阵一般

是不可分拆的。而消费资料的生产、行政

开支、国防费用、教育文化、输入输出往

往都使绪构方阵成为可分拆方阵。

16



§5 正特征矢量法

命 8 表示▲的最大正特征根。在第

二章定理 2 . 5 将证明对不可分拆的八，对

应于装有（除相差一比例正因子外）唯一

的正元素矢量 ^，使

同祥，有唯一的正元素矢量 V (除一比例

正因子外），使

八〆=苞〆

这里，V 表示 ▽ 的转置列矢董。
如果 X% 就是正元素特征矢量 □ (可

知对应于 8 的其他正元素特征矢量一定等

于如，《是一正数），那末由归纳法容易

证明

乂
⑴二〆乂( 0〉

这 说 明 了，如 果^是 夂 的 特 征 矢

17



4，也就是说， ^分正妤按正特征矢量各分量的比例安排，
« 0 # « # 金 0 9 9 0 # ■ 參 # 參 # #

男.„料$—0 1./彳^㈣长，并且可以证明，增 长 速 度 不 可 能 超
9

_
• 參 0 春 # # 參 # #

过 1作，即 在 现 阶 段 的 生 产 情 况 下，如
0 0 © 0

_
»

_ _
肇 # 參 #

的增长速度。
• 參

_
在第二章定理 2 . 9 中，我们将证明，

八的任一元素 的 降 低，只会使其对应

的容降低，而不会使其增加。可见，如果

采用正特征矢量为产综，任一消耗系数的

降低，只会提高而不会降低生产的增长

率。

不仅如此，数学上还有以下的定理。

基本定理如果1是一原方阵，且可

逆；又如果 X 非八的正特征矢量，则一定

有一正整数、存在，当 1 时

18



是一有不同号支量的矢量。

我们将在第二章§6中证明该定理（关

于原方阵的定义见第二章§5 )。该定理的经

济意义是：如果 X… 与 □ 不成比例，经过

相当一段时间后，生产情况一定会失去平

衡，最后出现危机。为使读者易懂，我们

还是先用一个例子来说明一下。

§6 例

我 们 且 不 谈 一 般 的 ~ 而 取 如

果 ） II 不成比例，我们将说明一定会出

现危机。假定农业的标号是 1，制造业的

标号是 2。

我们以农业产量是45+单位，制造业

产量是20个单位开始，即 ）^ = ( 45 ,20 )。

消耗系数方阵为

19



25 14

100
40 12

容易算得它的逆方阵为

一 12 145
13 40 - 25

人的唯一（除相差一比例正因子外）正元

素特征矢量为

5

^-0/2 , 409 + 13) , 20 = (44.34397483 , 20)II =

如果取初始产综为以° > = ( 45 ,20 )，甴

表1—2可见，^3 ^ = ( -532.5, 1 ,102.1 ) ,
表1-2

生产增长倍数
制造业产品农产品

农业 制造亞

原来 2045

第 1 年 50 2 .2100

3.03 |第 2 年 1.15307.7 57.7

出现负值，无法生产
第 3 年 -532.5 1 ,102.1 下去

20



也就是说，到第 3 年就出现了负号。这是

绝对不允许出现的现象。这小例子说明，

第 1 年还好，第 2 年比例失调，第 3 年生

产不下去了。农业出现负值时，表示在第

3 年某一时刻，农业原料消耗光了。现

在，取 X…为精确到三位小数的 0，也即

乂
(04 (44.344，20)

由表卜3可见，到前四年都有稳定的生产增

长率，即2 .32倍，第 5 年开始失去平衡，

第 3 年垮了。

表1-3

农 产 品 制 造 业 产 品
农 产 品 制 造 业 产 品 增 长 倍 数 增 长 倍 数

原 来 44.344 20

1 年 103.02 2 # 32346.466 2.323

2 年 2.3232.323239.37 107.95

3 年 2.3232.323250.86556.11

4 赢年 1 ,292.80 582.24 2.324 2.320

2 1



续 表

农产 15：^ ^5 ^ ) 口口

増 长 倍 数 增 炎 倍 数
农产品制造业产品

2.3402 , 993.60 1 , 362.90 2.3135

2.1996 年 2.3957 ,165.50, 2 , 993.20
— I

7 年 13,054 3.2539 ,754.70 1.821
出现负值，无法生产8 年 8 , 9821 — 23,501

下去

为了更精确地表述，取 <…为到八位

小数的 0，即

乂
( 0 ) = (44.34397483，20)

则由表1-4可见，前八年的生产有稳定的增

长率2.323，而负号在第 13 年时出现。值

得指出的是：命《 = 44.34397483 , 则负号

在 )(“3>中出现，但如果用

那 末 在 中 就 出 负 号。

从上述我们看到，农产品从45单 位 改
‘

为44.344单位，即拋弃了0.656个单位，能

使生产情况转好，这是一个处理方法。资

来 代 替，(2 土 10
_

22



表1-4

! 农业产品增 制造业产品
(
农业产品 制造业产品 增长倍数长倍数

原来 44.34397483 20

1 年 * 103.0273084 2.323377733346.46755677 2 , 323377840

2 年 239.3725266 107.9616920 2.323377335 2.323377847

3 年 556.1528311 2.323377870 2* 3233779787250.8357971

4 年 2,32237782111,292.153043 2.323377624582.7864257

5 年 2.3233751952.3233793763, 002 * 161733 1, 354.031525

(; 年 6 , 975 ,123164 2 -3233966823, 145.952354 2.323366888

7 年 2.3232135852.32345586816,206.39085 7, 308.313628

8 年 2.3213344612.32282189916, 988.1273837, 54 *1.55953

9 年 2.31656468439, 354 , 09595 2 , 32733988087, 611.68481

2.37203457910年 2.29519622193, 350.45708201, 086.0079

1 ,98360317411年 508, 071.6108 2.526638308185, 170 - 2630

5.15896504312年 0.9916463942503, 827.3809 955, 286.9140

出现负值，无法生产下去13年 12, 371, 364.61-6, 472, 534.430

本主义经常用这小办法来处理生产过剩或

保证市场价格稳定。这是消极的。我们能

否有其他办法来解决这一问题？有的！例

如，我们可以利用对外贸易，出口《个单

位农产品，进口目个单位制造业产品，使

2)



(45 — �):(20+妁 = 2.2172:1

即

2.2172(20 +#)= 45-

假 定 每 一 单 位 农 产 品 的 国 际 市 场 价 格
^

是 I，制造业品是I, 为 了 保 持 收 支 平

衡，则

叫1 =如2

由此联立方程解出《，0，这样既可以使

生产处于正元素特征矢量状态，又可以保

证收支平衡。

当然，其他处理的方法一定还有。

§7 成 本

各类产品的价格如何决定？当然有人

会立刻回答，取决于市场需要，特别是我 '

们 不 能 离 开 国 际 市 场 的 正 当 和 不 正 当 的

(指投机、倾销和垄断等）变化而独立。
24



其中包括人对人、智囊团对智囊团的勾々

斗角，任凭你挖空心思寻得妙着，但诚恐'

还有高手在想到了你之所想，提出了更高

明的对策。对此事，我们何能多说。

好在我们是社会主义国家，资源丰富，

以自力更生为主的国家，外部影响可能小

些（但决不能低估）。我们就事论事，就.

现在所提的系统中，论述这些知识。

首先说明运用正特征矢量的一个优

点。不管你用什么价值，而生产发展的总

产值都是1/4 倍。其证明如次 •.
假定第 1 类产品每一 口•• 单位的价格

是 ， 命

«1 = (^2 广”，《1||)

代表价值矢量，则产综 ^> 的总产值等于

由于

25



.所以下年度的总产值等于

\ ( 1^ / = 乂…八-^
如 果 是 正 特 征 矢 量，则

• 乂
(14 ’ =〖-1

乂
( 0V

由此可知，只要 X…是正特征矢量，不管

普值矢量如何取，总产值总是增加1/装倍。

裰这祥说来，是否价格可以任意取

了，当然不是的，依靠成本会有一个自然

的价格。（注：

•学模型的前提下所确定的成本，但在实际问题中，可能

.还有一些因素，例如企业的利税等，并没有全部考虑进

这里所说的成本是在以上所讨论的数

-去。）

现命第 1 类产品.每一？，• 单位的价格

_是％ 则由于每一？，• 单位第 1 类产品需要

消耗 单位的 』类产品，因此每一？.� 单位

产品的成本是

26



I]

假定产品价格是按比例变化的，则得

入芑1
. = 二] 3

"
心

因此

1 61
入 =人

\ C l m / \ 21« )

即装是1的右正特征矢量。由于人只有

一个右正特征矢量，因此价格的比也就是

唯 一 的 �，而 入 是▲的 最 大 特 征

根 &，即成本下降邑倍，这也是我们直现

所料到的事。

如此，，不可分拆方阵的一些重要槪

念：最大特征根、左正特征矢量、右正特」

征矢量都有了经济学上的意义。
27



§8 每一部门按比例增长的情况

为了简便起见，我们在上面假定了每

一部门的增长率都是同一倍数。在一个社

会中，经常会有一些新的生产部门出现

了，而 一 些 旧 的 生 产 部 门 消 失 了，故

一 定 要 引 进 更 广 泛 的 模 型。我 们 用 符

号 (1=1 ,2,…,11) 代替 X…，假定

又
1 1 #

^57 = 入1/5 ,…， (1.8 .1)

这里，I，…人^都是正数，由于齐次性我

们不妨假定

入1 + + … + 入！I

命』表示对角线方阵队，…,I]，则

<1.8.1) 式可以写成为

丫
( 1)=0丫

( 0 ) 4̂

28



另 一 方 因 此 得

乂
〔0 ’ = 户 /0 )入八

这里，7( 6 ) 是 ^̂ 的正特征矢量，其对应特

征值是 1“。因此，这一推广只不过把原

来的 A• 换为人入而已。

命^ 是人人的最大的正特征根，则每

一部门的变化规律是(18.1)中的 0=1/8。
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第二章正特征矢量法的

数学理论

在这一章，我们讲述在上一章所提舞

的正特征矢量法的数学理论。对数学证明

不感兴趣的读者，可以跳过本章，直接

_
读后靣各章。

§1 相通性 、

在本书中，如果不作特殊申明，我

们常用大写拉丁字母人，:6,……表实数矩

阵，而且以人=1>” 表 111 行 11 列的矩阵

行 I) 列的矩阵称

为 ^ 维行矢量，用重体小写拉丁字母

匕， 表之，具体地写成为 3= ( ，…，̂ )，

实数 称为矢量 3 的第」个支量。111 行一

30



列的矩阵称为 III 维列矢量。

又以 ^表示由人行列转置的方阵

〈&")， 是 列 矢 量 ^
以 符 号 表 示 人 的 所 有 元 素 都 大

‘ • •

于或等于 0，及人> 0 表示！的所有元素

都是正数。显然，有以下的一些性质

由人>：8，]3>0，得入>0。由人> 0，

> 0 , 则人+；0> 0，入]5> 0，监> 0

(如果16 及；31是有意义的话。）

特别当 1» = 1 1 时，所肩
1
的非负方阵成

一半环，对 “加”、“乘” 自封。本章所说

、 的方阵将都是非负的。

定义 2 . 1 如果一方阵每一行只有一

非零正数，每一列也只有一非零正数，这方

- 阵称为广义置换方阵。这些方阵成一群，

IX ^ 表 之。 .

这群有二子群。0) 对角线方阵群仏是



由对南线方阵

[入1，…，入』， ^,>0 (1<心)

组成的。它在对角线之外的元素全为零，

对角线上的元素从左到右依次为I…，^。
( )̂ 置换群？•： • 中的方阵，其元

素非零即1。

显然，匕与认都是 •的正规子群，
而且 ( „̂ 中任一元素可以唯一地表成为

峨， 桃

定理2.1若一非负方阵的逆也是非负

的，则它一定是广义置换方阵4
0

证若人= (3,山 3= (1)")，由人；6=1 得

31九* = (5

则对所有的 1々 1̂ 及所有的〗，有

3‘九* =0
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若 »0^0 ? 则对所有 ，有 = 0，即在

第 & 行上只有一个兀素 0。定理得证。

定义2.2 命人，：6是二非负方阵，若

有广义置换方阵 9 使

则人，：8 称为在群下相通。视之

为⑽。
同法可定义人’!8 与人上®。

这三类关系都有以下的性质： 0)

人 人，出）由入 ^得汜 入，（迅）由丄

13，汜 0得人 0。

显然，若厶 ；6，则由人>0推得5>0。

定义2.3 如果人在 0̂ •下相通于

则人称为可分拆，不然称为不可分拆（实

质上，不一定需要人38，而用人上；8 就够
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了）0

若入是可分拆，则

0,0

其理由是

八1 氏

0

0 0

I⑴
礞

0 0

0 0

由此，一个不可分拆方阵的转置方阵也是

不可分拆的。

又若▲>()，则人是不可分拆的。

§2 标准型

定义2.4 —小 不 可 分 拆 方 阵 厶=
T ,

( ） 适合于

1>"= 尽
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