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一、解答题

1．（2024·全国·高考真题）已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

+ = > > 的右焦点为F ，点
31,
2

M æ ö
ç ÷
è ø

在C 上，且MF x^

轴．

(1)求C 的方程；

(2)过点  4,0P 的直线交C 于 ,A B两点， N 为线段FP的中点，直线 NB 交直线MF 于点Q，证明： AQ y^

轴．

2．（2023·全国·高考真题）已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)C
b

bx
a

ay
+ > >= 的离心率是

5
3

，点  2,0A - 在C 上．

(1)求C 的方程；

(2)过点  2,3- 的直线交C 于 ,P Q 两点，直线 ,AP AQ与 y 轴的交点分别为 ,M N ，证明：线段MN 的中点为定

点．

3．（2023·北京·高考真题）已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yE a b
a b

+ = > > 的离心率为
5

3
，A、C 分别是 E 的上、下顶点，

B，D 分别是E的左、右顶点， | | 4AC = ．

(1)求E的方程；

(2)设 P 为第一象限内 E 上的动点，直线 PD与直线 BC 交于点 M ，直线 PA与直线 2y = - 交于点 N ．求证：

//MN CD．

4．（2022·全国·高考真题）设抛物线 2: 2 ( 0)C y px p= > 的焦点为 F，点  ,0D p ，过 F 的直线交 C 于 M，N

两点．当直线 MD 垂直于 x 轴时， 3MF = ．

(1)求 C 的方程；

(2)设直线 ,MD ND 与 C 的另一个交点分别为 A，B，记直线 ,MN AB的倾斜角分别为 ,a b ．当a b- 取得最大

值时，求直线 AB 的方程．

参考答案：

1．(1)
2 2

1
4 3
x y

+ =

(2)证明见解析

【分析】（1）设𝐹(𝑐,0)，根据M 的坐标及MF ^ x 轴可求基本量，故可求椭圆方程.

真题自测



（2）设 : ( 4)AB y k x= - ，𝐴(𝑥1,𝑦1)，𝐵(𝑥2,𝑦2)，联立直线方程和椭圆方程，用 ,A B的坐标表示 1 Qy y- ，结合

韦达定理化简前者可得 1 0Qy y- = ，故可证 AQ y^ 轴.

【详解】（1）设𝐹(𝑐,0)，由题设有 1c = 且
2 3

2
b
a

= ，故
2 1 3

2
a

a
-

= ，故 2a = ，故 3b = ，

故椭圆方程为
2 2

1
4 3
x y

+ = .

（2）直线 AB 的斜率必定存在，设 : ( 4)AB y k x= - ，𝐴(𝑥1,𝑦1)，𝐵(𝑥2,𝑦2)，

由
2 23 4 12

( 4)
x y

y k x
ì + =
í

= -î
可得  2 2 2 23 4 32 64 12 0k x k x k+ - + - = ，

故   4 2 2Δ 1024 4 3 4 64 12 0k k k= - + - > ，故
1 1
2 2

k- < < ，

又
2 2

1 2 1 22 2
32 64 12,

3 4 3 4
k kx x x x
k k

-
+ = =

+ +
，

而
5 ,0
2

N æ ö
ç ÷
è ø

，故直线
2

2

5: 5 2
2

yBN y x
x

æ ö= -ç ÷
è ø- ，故

2
2

2
2

3
32

5 2 5
2

Q

y yy
xx

- -
= =

--
，

所以
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2 5 2 5Q

y x yyy y y
x x

´ - +
- = + =

- -
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k x x k x
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=
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 
2 2
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kk

x

- - + +
+= =
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，

故 1 Qy y= ，即 AQ y^ 轴.

【点睛】方法点睛：利用韦达定理法解决直线与圆锥曲线相交问题的基本步骤如下：

（1）设直线方程，设交点坐标为    1 1 2 2, , ,x y x y ；



（2）联立直线与圆锥曲线的方程，得到关于 x （或 y ）的一元二次方程，注意D的判断；

（3）列出韦达定理；

（4）将所求问题或题中的关系转化为 1 2x x+ 、 21x x （或 1 2y y+ 、 1 2y y ）的形式；

（5）代入韦达定理求解.

2．(1)
2 2

1
9 4
y x

+ =

(2)证明见详解

【分析】（1）根据题意列式求解 , ,a b c，进而可得结果；

（2）设直线 PQ的方程，进而可求点 ,M N 的坐标，结合韦达定理验证 2
M Ny y+

为定值即可.

【详解】（1）由题意可得
2 2 2

2

5
3

b
a b c

ce
a

ì
ï =ïï = +í
ï
ï = =
ïî

，解得

3
2

5

a
b

c

ì =
ï

=í
ï =î

，

所以椭圆方程为
2 2

1
9 4
y x

+ = .

（2）由题意可知：直线 PQ的斜率存在，设      1 1 2 2: 2 3, , , ,PQ y k x P x y Q x y= + + ，

联立方程

 
2 2

2 3

1
9 4

y k x
y x

ì = + +
ï
í

+ =ïî

，消去 y 得：      2 2 24 9 8 2 3 16 3 0k x k k x k k+ + + + + = ，

则     22 2 2Δ 64 2 3 64 4 9 3 1728 0k k k k k k= + - + + = - > ，解得 0k < ，

可得
   2

1 2 1 22 2

16 38 2 3
,

4 9 4 9
k kk k

x x x x
k k

++
+ = - =

+ +
，

因为  2,0A - ，则直线  1

1

: 2
2

yAP y x
x

= +
+ ，

令 0x = ，解得
1

1

2
2

yy
x

=
+

，即 1

1

20,
2

yM
x

æ ö
ç ÷+è ø

,

同理可得 2

2

20,
2

yN
x

æ ö
ç ÷+è ø

，

则    
1 2

1 21 2

1 2

2 2
2 3 2 32 2

2 2 2

y y
k x k xx x

x x

+ + + + +é ù é ù+ + ë û ë û= +
+ +



       
  
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，

所以线段MN 的中点是定点  0,3 .

  

【点睛】方法点睛：求解定值问题的三个步骤

（1）由特例得出一个值，此值一般就是定值；

（2）证明定值，有时可直接证明定值，有时将问题转化为代数式，可证明该代数式与参数(某些变量)无关；

也可令系数等于零，得出定值；

（3）得出结论．

3．(1)
2 2

1
9 4
x y

+ =

(2)证明见解析

【分析】（1）结合题意得到
5

3
c
a

= ， 2 4b = ，再结合 2 2 2a c b- = ，解之即可；

（2）依题意求得直线BC 、PD与PA的方程，从而求得点 ,M N 的坐标，进而求得 MNk ，再根据题意求得

CDk ，得到 MN CDk k= ，由此得解.

【详解】（1）依题意，得
5

3
ce
a

= = ，则
5

3
c a= ，

又 ,A C 分别为椭圆上下顶点， 4AC = ，所以 2 4b = ，即 2b = ，



所以 2 2 2 4a c b- = = ，即
2 2 25 4 4

9 9
a a a- = = ，则 2 9a = ，

所以椭圆E的方程为
2 2

1
9 4
x y

+ = .

（2）因为椭圆E的方程为
2 2

1
9 4
x y

+ = ，所以        0,2 , 0, 2 , 3,0 , 3,0A C B D- - ，

因为 P 为第一象限E上的动点，设   , 0 3,0 2P m n m n< < < < ，则
2 2

1
9 4

m n
+ = ，

      

易得
0 2 2
3 0 3BCk +

= = -
- -

，则直线BC 的方程为
2 2
3

y x= - - ，

0
3 3PD

n nk
m m

-
= =

- -
，则直线PD的方程为  3

3
ny x

m
= -

-
，

联立

 

2 2
3

3
3

y x

ny x
m

ì = - -ïï
í
ï = -
ï -î

，解得

 3 3 2 6
3 2 6

12
3 2 6

n m
x

n m
ny

n m

ì - +
=ïï + -í

-ï =ï + -î

，即
 3 3 2 6 12,
3 2 6 3 2 6

n m nM
n m n m

- +æ ö-
ç ÷+ - + -è ø

，

而
2 2
0PA

n nk
m m

- -
= =

-
，则直线PA的方程为

2 2ny x
m
-

= + ，

令 = 2y - ，则
22 2n x

m
-

- = + ，解得
4

2
mx

n
-

=
-

，即
4 , 2

2
mN

n
-æ ö-ç ÷-è ø

，

又
2 2

1
9 4

m n
+ = ，则

2
2 99

4
nm = - ， 2 28 72 18m n= - ，

所以  
  

    
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n
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n mn m n mn m
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 

22

2 2

2 3 2 4 126 4 8 24 2
9 6 12 36 33 3 2 4 12

n mn mn mn m
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，

又
0 2 2
3 0 3CDk +

= =
-

，即 MN CDk k= ，

显然，MN 与CD不重合，所以 //MN CD .



4．(1) 2 4y x= ；

(2) : 2 4AB x y= + .

【分析】（1）由抛物线的定义可得 =
2
pMF p + ，即可得解；

（2）法一：设点的坐标及直线 : 1MN x my= + ，由韦达定理及斜率公式可得 2MN ABk k= ，再由差角的正切公

式及基本不等式可得
2

2ABk = ，设直线 : 2AB x y n= + ，结合韦达定理可解.

【详解】（1）抛物线的准线为
2
px = - ，当MD 与 x 轴垂直时，点 M 的横坐标为 p，

此时 = 3
2
pMF p + = ，所以 2p = ，

所以抛物线 C 的方程为 2 4y x= ；

（2）[方法一]：【最优解】直线方程横截式

设
22 2 2
31 2 4

1 2 3 4, , , , , , ,
4 4 4 4

yy y yM y N y A y B y
æ öæ ö æ ö æ ö
ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷

è ø è ø è øè ø
，直线 : 1MN x my= + ，

由 2

1
4

x my
y x

= +ì
í =î

可得 2 4 4 0y my- - = ， 1 20, 4y yD > = - ，

由斜率公式可得
1 2
2 2
1 2 1 2

4

4 4

MN
y yk
y y y y

-
= =

+-
，

3 4
2 2
3 4 3 4

4

4 4

AB
y yk
y y y y

-
= =

+-
，

直线
1

1

2: 2xMD x y
y
-

= × + ，代入抛物线方程可得
 12

1

4 2
8 0

x
y y

y
-

- × - = ，

1 30, 8y yD > = - ，所以 3 22y y= ，同理可得 4 12y y= ，

所以  3 4 1 2

4 4
2 2

MN
AB

kk
y y y y

= = =
+ +

又因为直线 MN、AB 的倾斜角分别为 ,a b ，所以
tantan

2 2
MN

AB
kk ab= = = ，

若要使a b- 最大，则 0,
2
pb æ öÎç ÷

è ø
，设 2 2 0MN ABk k k= = > ，则

  2

tan tan 1 1 2tan 11 tan tan 1 2 412 2 2

k
k k kk k

a ba b
a b
-

- = = = £ =
+ + + ×

，

当且仅当
1 2k
k

= 即
2

2
k = 时，等号成立，



所以当a b- 最大时，
2

2ABk = ，设直线 : 2AB x y n= + ，

代入抛物线方程可得 2 4 2 4 0y y n- - = ，

3 4 1 20, 4 4 16y y n y yD > = - = = - ，所以 4n = ，

所以直线 : 2 4AB x y= + .

[方法二]：直线方程点斜式

由题可知，直线 MN 的斜率存在.

设        1 1 2 2 3 3 4 4, , , , , , ,M x y N x y A x y B x y ,直线  : 1MN y k x= -

由 2

( 1)
4

y k x
y x

= -ì
í =î

得：  2 2 2 22 4 0k x k x k- + + = ， 1 2 1x x = ,同理， 1 2 4y y = - .

直线 MD: 1

1

( 2)
2

yy x
x

= -
- ,代入抛物线方程可得： 1 3 4x x = ，同理， 2 4 4x x = .

代入抛物线方程可得: 1 3 8y y = - ,所以 3 22y y= ，同理可得 4 12y y= ，

由斜率公式可得：

 
 

2 14 3 2 1

4 3 2 1

2 1

2 1 .
2 21 14

AB MN

y yy y y yk k
x x x x

x x

-- -
= = = =

- -æ ö
-ç ÷

è ø

（下同方法一）若要使a b- 最大，则 0,
2
pb æ öÎç ÷

è ø
，

设 2 2 0MN ABk k k= = > ，则
  2

tan tan 1 1 2tan 11 tan tan 1 2 412 2 2

k
k k kk k

a ba b
a b
-

- = = = £ =
+ + + ×

，

当且仅当
1 2k
k

= 即
2

2
k = 时，等号成立，

所以当a b- 最大时，
2

2ABk = ，设直线 : 2AB x y n= + ，

代入抛物线方程可得 2 4 2 4 0y y n- - = ， 3 4 1 20, 4 4 16y y n y yD > = - = = - ，所以 4n = ，所以直线

: 2 4AB x y= + .

[方法三]：三点共线

设
22 2 2
31 2 4

1 2 3 4, , , , , , ,
4 4 4 4

yy y yM y N y A y B y
æ öæ ö æ ö æ ö
ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷

è ø è ø è øè ø
，

设  ,0P t ,若 P、M、N 三点共线，由
2 2
1 2

1 2, ,
4 4
y yt y tPM PN y

æ ö æ ö
= - = -ç ÷ ç ÷

è ø è ø

uuuur uuur
，



所以
2 2
1 2

2 14 4
y yt y t y

æ ö æ ö
- = -ç ÷ ç ÷

è ø è ø
，化简得 1 2 4y y t= - ，

反之，若 1 2 4y y t= - ,可得 MN 过定点  ,0t

因此，由 M、N、F 三点共线，得 1 2 4y y = - ，

      由 M、D、A 三点共线，得 1 3 8y y = - ，

      由 N、D、B 三点共线，得 2 4 8y y = - ，

则 3 4 1 24 16y y y y= = - ，AB 过定点（4,0）

（下同方法一）若要使a b- 最大，则 0,
2
pb æ öÎç ÷

è ø
，

设 2 2 0MN ABk k k= = > ，则
  2

tan tan 1 1 2tan 11 tan tan 1 2 412 2 2

k
k k kk k

a ba b
a b
-

- = = = £ =
+ + + ×

，

当且仅当
1 2k
k

= 即
2

2
k = 时，等号成立，

所以当a b- 最大时，
2

2ABk = ，所以直线 : 2 4AB x y= + .

【整体点评】（2）法一：利用直线方程横截式，简化了联立方程的运算，通过寻找直线 ,MN AB的斜率关系，

由基本不等式即可求出直线 AB 的斜率，再根据韦达定理求出直线方程，是该题的最优解，也是通性通法；

法二：常规设直线方程点斜式，解题过程同解法一；

法三：通过设点由三点共线寻找纵坐标关系，快速找到直线 AB 过定点，省去联立过程，也不失为一种简化

运算的好方法．

【考点 1】长度或距离为定值

一、解答题

1．（24-25 高三上·江西九江·开学考试）已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

+ = > > 的离心率为
2

2
，右焦点为F ，点

2 3( , )
2 2

- 在C 上.

(1)求C 的方程；

(2)已知O为坐标原点，点A 在直线  : 0l y kx m k= + ¹ 上，若直线 l与C 相切，且FA l^ ，求 OA 的值.

2．（24-25 高三上·江西·开学考试）已知双曲线  
2 2

2 2: 1 0, 0x yC a b
a b

- = > > 其左、右焦点分别为 1 2,F F ，若

考点突破



1 2 12F F = ，点 1F 到其渐近线的距离为 4 2 ．

(1)求双曲线 C 的标准方程；

(2)设过点 2F 的直线 l 与双曲线 C 的左、右两支分别交于 A，B 两点，且 1 1AF BF= ，若 2 2, ,AF AB BF 成等

比数列，则称该双曲线为“黄金双曲线”，判断双曲线 C 是否为“黄金双曲线”，并说明理由．

3．（24-25 高三上·青海西宁·开学考试）已知椭圆  
2 2

2 2: 1 0x yE a b
a b

+ = > > 的离心率为
3

2
，点 P 在椭圆E上

运动，且 1 2PF FV 面积的最大值为 3 .

(1)求椭圆E的方程；

(2)设A ， B 分别是椭圆E的右顶点和上顶点，不过原点的直线 l与直线 AB 平行，且与 x 轴， y 轴分别交于

点M ， N ，与椭圆E相交于点C ，D，O为坐标原点.

（ⅰ）求 OCMV 与 ODN△ 的面积之比；

（ⅱ）证明：
2 2CM MD+ 为定值.

4．（24-25 高三上·山东德州·开学考试）已知双曲线E焦点在 x 轴上，离心率为 17 ，且过点  2, 4 ，直线 1l

与双曲线E交于 ,M N 两点， 1l 的斜率存在且不为 0，直线 2l 与双曲线E交于 ,P Q 两点.

(1)若MN 的中点为 H ，直线 ,OH MN 的斜率分别为 1 2, ,k k O 为坐标原点，求 1 2k k× ；

(2)若直线 1l 与直线 2l 的交点T 在直线
1
2

x = 上，且直线 1l 与直线 2l 的斜率和为 0，证明：
TP TN
TM TQ

= .

5．（24-25 高三上·安徽·开学考试）已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

+ = > > 的左右顶点分别为 ,A B R､ 是椭圆C 上异

于 A B､ 的动点，满足
1
4RA RBk k× = - ，当 R 为上顶点时， ABR△ 的面积为 8.

(1)求椭圆C 的标准方程；

(2)过点  6, 2M - - 的直线与椭圆C 交于不同的两点 ,D E （ ,D E 与 A B､ 不重合），直线 ,AD AE 分别与直线

6x = - 交于 ,P Q 两点，求 MP MQ× 的值.

6．（24-25 高三上·广西·阶段练习）椭圆 E：  
2 2

2 2 1 0+ = > >
x y a b
a b

的离心率为
2 2

3
，过点  ,P a b 的直线 l 与

椭圆 E 交于 M，N 两点．当直线 l 过坐标原点 O 时， 2 5MN = ．

(1)求椭圆 E 的方程．

(2)设 A，B 分别是椭圆 E 的右顶点和上顶点，过点 M 作 x 轴的平行线分别与直线 AB，NB 交于 C，D 两



点．试探究 D，C，M 三点的横坐标是否构成等差数列，并说明理由．

参考答案：

1．(1)
2

2 1
2
x y+ =

(2) 2OA =

【分析】（1）根据椭圆离心率定义和椭圆上的点以及 , ,a b c的关系式列出方程组，解之即得；

（2）将直线与椭圆方程联立，消元，根据题意，由Δ 0= 推得 2 22 1m k= + ，又由FA l^ ，写出直线FA的方

程，与直线 l联立，求得点A 坐标，计算 2| |OA ，将前式代入化简即得.

【详解】（1）设𝐹(𝑐,0)，依题意， 2 2

2 2 2

2
2

1 3 1,
2 4

c
a

a b
a b c

ì
=ï

ï
ï + =í
ï

= +ï
ï
î

解得 2 22, 1,a b= =

故C 的方程为
2

2 1
2
x y+ = .

（2）

  

如图，依题意𝐹(1,0)，联立 2
2

,

1,
2

y kx m
x y

= +ì
ï
í

+ =ïî

消去 y ，可得  2 2 22 1 4 2 2 0k x kmx m+ + + - = ，

依题意，需使   2 2 2 2Δ 16 4 2 1 2 2 0k m k m= - + - = ，整理得 2 22 1m k= + （*）.

因为FA l^ ，则直线FA的斜率为
1
k

- ，则其方程为  1 1y x
k

= - - ，

联立

1 ( 1)
,

y x
k

y kx m

ì = - -ï
í
ï = +î

解得
2

2

1 ,
1

,
1

kmx
k

k my
k

-ì =ïï +
í +ï =
ï +î

即 2 2
1 ,
1 1

km k mA
k k

- +æ ö
ç ÷+ +è ø



故
   

  
 

2 22 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 22 2 2

1 1(1 ) ( ) 1 1| |
11 1 1

k mkm k m k m k m mOA
kk k k

+ +- + + + + + +
= = = =

++ + +
，

将（*）代入得，
2 2

2 2
1 2 2 2,

1 1
m k

k k
+ +

= =
+ +

故 2OA = .

2．(1)
2 2

1
4 32
x y

- =

(2)是，理由见详解

【分析】（1）根据焦距可得 6c = ，再根据点 1F 到其渐近线的距离可得 4 2b = ，即可得方程；

（2）设      1 1 2 2: 2 , , , ,AB y k x A x y B x y= - ，根据 1 1AF BF= 结合韦达定理可得
2 4

5
k = ，进而求

2 2,AB AF BF× ，结合等比中项分析判断.

【详解】（1）由题意可知： 1 2 2 12F F c= = ，即 6c = ，

则  1 6,0F - ，其中一条渐近线为
by x
a

= ，即 0bx ay- = ，

因为点 1F 到其渐近线的距离为 2 2

6 4 2b b
a b

= =
+

，则 2 2 2 4a c b= - = ，

所以双曲线 C 的标准方程
2 2

1
4 32
x y

- = .

（2）双曲线 C 为“黄金双曲线”，理由如下：

设𝑃(𝑥0,𝑦0)为双曲线 C 的上一点，则
2 2
0 0 1
4 32
x y

- = ，即
2 2
0 08 32y x= - ，

可得  2 2 2 2 2
1 0 0 0 0 0 0 0 06 12 36 8 32 9 12 4 3 2PF x y x x x x x x= + + = + + + - = + + = + ，

若 P 为双曲线 C 的上左支一点，则 0 2x £ - ，则 1 03 2PF x= - - ，

且 2 1 4PF PF- = ，可得 2 1 04 2 3PF PF x= + = - ；

若 P 为双曲线 C 的上右支一点，则 0 2x ³ ，则 1 03 2PF x= + ，

且 1 2 4PF PF- = ，可得 2 1 04 3 2PF PF x= - = - ；

由题意可知：  2 6,0F ，渐近线方程为 2 2y x= ± ，

则直线 l 的斜率存在， 2 2k < ，



  

设      1 1 2 2: 2 , , , ,AB y k x A x y B x y= - ，

联立方程

 
2 2

6

1
4 32

y k x
x y

ì = -
ï
í

- =ïî

，消去 y 可得  2 2 2 28 12 36 32 0k x k x k- - + + = ，

则
2 2

1 2 1 22 2
12 36 32,

8 8
k kx x x x

k k
+

+ = =
- -

，

因为 1 1AF BF= ，则 1 23 32 2x x- = +- ，可得 1 2
4
3

x x+ = - ，

即
2

2
12 4

8 3
k

k
= -

-
，解得

2 4
5

k = ，

此时 1 2
4
3

x x+ = - ， 1 2
76
9

x x = - ，

且  2 1 2 2 2 2 1 22 3 , 3 2, 4 3 8AF x BF x AB AF BF x x= - = - = - = - + = ，

因为     2 2 1 2 1 2 1 2
76 42 3 3 2 9 6 4 9 6 4 64
9 3

AF BF x x x x x x æ ö æ ö× = - - = - + + - = - - + - - =ç ÷ ç ÷
è ø è ø

，

即
2

2 2AF BF AB× = ，则 2 2, ,AF AB BF 成等比数列，

所以该双曲线为“黄金双曲线”.

【点睛】方法点睛：求解定值问题的三个步骤

（1）由特例得出一个值，此值一般就是定值；

（2）证明定值，有时可直接证明定值，有时将问题转化为代数式，可证明该代数式与参数（某些变量）无

关；也可令系数等于零，得出定值．

3．(1)
2

2 1
4
x y+ =

(2)（ⅰ）1；（ⅱ）证明见解析

【分析】（1）根据离心率及三角形的面积列出方程组求解即可；

（2）设出直线方程，直线与椭圆交点坐标，联立直线方程与椭圆方程，可得出根与系数的关系，（ⅰ）表

示出三角形的面积，由根与系数的关系化简可得解，（ⅱ）直接由两点间的距离公式及根与系数的关系化简



即可得证.

【详解】（1）根据题意，可得

2 2 2

3
2

1 2 3
2

c
a

c b

a b c

ì
=ï

ï
ï ´ ´ =í
ï

= +ï
ï
î

，解得 2 4a = ， 2 1b = ，

所以椭圆E的方程为
2

2 1
4
x y+ = .

（2）如图所示：

由椭圆方程知，    2,0 , 0,1A B ，故
1 0 1
0 2 2ABk -

= = -
-

，

设直线 l的方程为  1 0
2

y x m m= - + ¹ ，则  2 ,0M m ，  0,N m ，

联立方程 2
2

1
2

1
4

y x m

x y

ì = - +ïï
í
ï + =
ïî

，消去 y ，整理得 2 22 2 2 0x mx m- + - = ，

 2 2 2Δ 4 8 1 8 4 0m m m= - - = - > ，得 2 2m < 且 0m ¹ ，

设  1 1,C x y ，  2 2,D x y ，则 1 2 2x x m+ = ，
2

1 2 2 2x x m= - .

（ⅰ） 1
1 2
2OCMS m y=V ， 2

1
2ODNS m x=V ，

1 1 2

2 2 2

2 2
1OCM

ODN

y m x xS
S x x x

-
\ = = = =V

V
，

OCM\△ 与 ODN△ 的面积之比为 1.

（ⅱ）证明：    2 22 2 2 2
1 1 2 22 2CM MD x m y x m y+ = - + + - +

2 2
2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

1 14 4 4 4
2 2

x mx m x m x mx m x mæ ö æ ö= - + + - + + - + + - +ç ÷ ç ÷
è ø è ø

   2 2
1 2 1 2 1 2

5 5 5 10
4 2

x x x x m x x m= + - × - + +



 2 2 2 255 2 2 10 10 5
2

m m m m= - - - + = .

综上，
2 2 5CM MD+ = .

4．(1)16

(2)证明见解析

【分析】（1）根据离心率和  2,4 ，得到方程组，求出双曲线方程，利用点差法进行求解 1 2 16k k× = ；

（2）设
1 ,
2

T næ ö
ç ÷
è ø

，设直线MN 的方程为    1 1 2 2
1 , , , ,
2

y n k x M x y N x yæ ö- = -ç ÷
è ø

，联立双曲线方程，得到两根之

和，两根之积，利用弦长公式得到 ,TM TN ，得到
  2 2

2

1 12

16

k n
TM TN

k

+ +
× =

-
，由 0PQ MNk k+ = ，所以 PQk k= - ，

从而
  2 2

2

1 12

16

k n
TP TQ

k

+ +
× =

-
，证明出结论.

【详解】（1）设双曲线方程为
2 2

2 2 1( 0, 0)x y a b
a b

- = > > ，

则
2 2

2 2

2 2 2

17

( 2) 4 1

c
a

a b
c a b

ì =ï
ï
ï - =í
ï

= +ï
ï
î

，解得
1
4

a
b

=ì
í =î

，

所以
2

2 1
16
yx - = ，

设      1 1 2 2 0 0, , , , ,M x y N x y H x y

因为 ,M N 两点都在双曲线
2

2 1
16
yx - = 上，

所以

2
2 1
1

2
2 2
2

1
16

1
16

yx

yx

ì
- =ïï

í
ï - =ïî

，

两式作差得
2 2

2 2 1 2
1 2 16

y yx x -
- = ，

整理得    0 1 2
0 1 2 ,

16
y y y

x x x
-

- =

则
 
 

0 1 2
1 2

0 1 2

16
y y y

k k
x x x

-
× = =

-
；



    

（2）设
1 ,
2

T næ ö
ç ÷
è ø

，设直线MN 的方程为    1 1 2 2
1 , , , ,
2

y n k x M x y N x yæ ö- = -ç ÷
è ø

，

联立
2

2

1
2

1
16

y n k x

yx

ì æ ö- = -ç ÷ïï è ø
í
ï - =ïî

，

化简得    2 2 2 2 2116 2 16 0
4

k x k kn x k n kn- + - - - + - = ，

 2 2Δ 16 4 4 3 64n kn k= - - + ，

则
2 2

2

1 2 1 22 2

1 162 4,
16 16

k n knk knx x x x
k k

- - + --
+ = - × =

- -
，

故
2 2

1 2
1 11 , 1
2 2

TM k x TN k x= + - = + - ，

     2 2
1 2 1 2 1 2

1 1 1 11 1
2 2 2 4

TM TN k x x k x x x x× = + - - = + - + +

    2 2 2 22
2

2 2 2

1 16 1 121 2 141
16 2 16 4 16

k n kn k nk knk
k k k

- - + - + +-
= + + + =

- - -
，

由 0PQ MNk k+ = ，所以 PQk k= - ，

从而
     2 2 2 2

2 2

1 ( ) 12 1 12
,

( ) 16 16

k n k n
TP TQ

k k

+ - + + +
× = =

- - -

TM TN TP TQ\ × = × ，即
TP TN
TM TQ

= .

【点睛】定值问题常见方法：（1）从特殊入手，求出定值，再证明这个值与变量无关；

（2）直接推理计算，并在计算推理的过程中消去变量，从而得到定值.

5．(1)
2 2

1
16 4
x y

+ = ；

(2) 9 .



【分析】（1）根据给定条件，取椭圆上顶点列式求出 ,a b即可得解.

（2）设出直线DE 的方程，与椭圆方程联立，借助韦达定理计算即得.

【详解】（1）不妨设椭圆上顶点 0 (0, )R b ，此时
0 0

2

2
1
4R A R B

b b bk k
a a a

× = × = = -
- -

，

因为 0ABRV 的面积为 8，所以
1 2 8
2

ab´ = ，联立解得 4, 2a b= = ，

所以椭圆C 的标准方程为
2 2

1
16 4
x y

+ = .

（2）依题意，直线DE 的斜率存在，设斜率为 k ，则直线DE 的方程为  6 2y k x= + - ， 

由

 
2 2

6 2

1
16 4

y k x
x y

ì = + -
ï
í

+ =ïî

消去 y 并整理得 2 2 2 2(4 1) (48 16 ) 144 96 0k x k k x k k+ + - + - = ，

设 1 1 2 2( , ), ( , )D x y E x y ，则
2 2

1 2 1 22 2
48 16 144 96,

4 1 4 1
k k k kx x x x
k k

- + -
+ = =

+ +
，

直线 AD 的方程为𝑦 =
𝑦1

𝑥1 4(𝑥 + 4)，令 6x = - ，得点 P 的纵坐标
1

1

2
4P

yy
x
-

=
+ ，

则 1 1

1 1

2 (2 2)( 6)2
4 4

y k xMP
x x

- +
= - + =

+ +
，同理得

2

2

(2 2)( 6)| | | |
4

k xMQ
x

- +
=

+ ，

所以
2

21 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

(2 2 |) ( 6)( 6) 6( ) 36| | | | | | (2 2)
( 4)( 4) 4( ) 16

|k x x x x x xMP MQ k
x x x x x x

- + + + + +
× = = -

+ + + + +
×

2 2 2
2 2

2 2 2 2
144 96 6( 48 16 ) 36(4 1) 36(2 2) | | (2 2) | | 9
144 96 4( 48 16 ) 16(4 1) 4(2 2)

k k k k kk k
k k k k k k

- + - + + +
= - = - =

- + - + + + -
× × .

  

6．(1)
2

2 1
9
x y+ =

(2)D，C，M 三点的横坐标构成等差数列，证明见解析

【分析】（1）由题意，得直线 l 的方程，根据直线 l 与椭圆相交弦长|𝑀𝑁|，求出M 的坐标，从而由离心率

与M 的坐标列出等式求出 a和b 的值，进而可得椭圆的方程；

（2）设出直线MN 的方程，将直线MN 的方程与椭圆方程联立，将问题转化成求证 1 2D Cx x x+ = ，按部就班



求解即可．

【详解】（1）由于离心率
2

2

2 21
3

c be
a a

= = - = ，所以
1
3

b
a

= ，

当过点  ,P a b 的直线 l 过坐标原点 O 时，直线斜率为
1
3

b
a

= ，

则此时直线 l 的方程为
1
3

y x= ，

设直线 l 与椭圆 E 交点  0 0,M x y ，不妨取 0 0x > ，则  0 0,N x y- - ，且 0 0
1
3

y x= ①，

因为 2 5MN = ，所以 2 2
0 0 5x y+ = ②，

由①②可得 0 0
3 2 2,

2 2
x y= = ，

3 2 2,
2 2

M
æ ö
ç ÷ç ÷
è ø

，

所以可得
2 2

9 1 1
2 2

1
3

a b
b
a

ì + =ïï
í
ï =
ïî

，解得
3
1

a
b

=ì
í =î

，

故椭圆 E 的方程为
2

2 1
9
x y+ =

（2）D，C，M 三点的横坐标构成等差数列，理由如下：

不妨设直线MN 的方程为 x my n= + ， 1(M x , 1)y ， 2(N x , 2 1)( 1y y ¹ ， 2 1)y ¹ ，

因为直线MN 经过点 (3,1)P ，所以 3m n+ = ，

联立 2
2 1

9

x my n
x y

= +ì
ï
í

+ =ïî

，消去 x 并整理得 2 2 2( 9) 2 9 0m y mny n+ + + - = ，

由韦达定理得 1 2 2
2

9
mny y

m
-

+ =
+

，
2

1 2 2

9
9

ny y
m

-
=

+
，

所以
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2

2
1 2 1 2 1 2 1 2

( 1) ( 1) 2 ( )( ) 2 18( ) 6
1 1 ( 1)( 1) ( ) 1 ( )

x x x y x y my y n m y y n m n
y y y y y y y y m n

- + - + - + - - +
+ = = = = -

- - - - - + + + ，

因为 B ，D， N 三点共线，

所以
2

2 11 1
Dx x

y y
=

- - ，而
1 1 0 1 1

3 0 3
A B

AB
C A B

y y yk
x x x
- - -

= = = = -
- - ，



即
1

1 1 1

26 2
1 1 1

CD

AB

xx x
y y k y

+ = - = = ×
- - - ，则 1 2D Cx x x+ = ，

故D，C ，M 三点的横坐标成等差数列．

反思提升：

探求圆锥曲线中的定线段的长的问题，一般用直接求解法，即先利用弦长公式把要探求的线段

表示出来，然后利用题中的条件(如直线与曲线相切等)得到弦长表达式中的相关量之间的关系

式，把这个关系式代入弦长表达式中，化简可得弦长为定值.

【考点 2】斜率或其表达式为定值

一、解答题

1．（24-25 高三上·北京·开学考试）已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

+ = > > 的离心率为
1
2
，左、右顶点分别为 A、

B，左、右焦点分别为 1 2F F、 ．过右焦点 2F 的直线 l 交椭圆于点 M、N，且 1F MN△ 的周长为 16．

(1)求椭圆 C 的标准方程；

(2)记直线 AM、BN 的斜率分别为 1 2k k、 ，证明：
1

2

k
k 为定值．

2．（24-25 高三上·陕西·开学考试）已知双曲线  
2 2

2 2: 1 0, 0x yC a b
a b

- = > > 的左焦点为 F，左顶点为 E，虚轴

的上端点为 P，且 3PF = ， 5PE = ．

(1)求双曲线 C 的标准方程；

(2)设M N、 是双曲线 C 上不同的两点，Q 是线段MN 的中点，O 是原点，直线MN OQ、 的斜率分别为

1 2k k、 ，证明： 1 2k k× 为定值．

3．（24-25 高三上·辽宁鞍山·开学考试）已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

+ = > > ，右焦点为  2,0F 且离心率为
2
3
，

直线 : 6l x = ，椭圆C 的左右顶点分别为 1 2,A A P､ 为 l上任意一点，且不在 x 轴上， 1PA 与椭圆C 的另一个交点

为 2,M PA与椭圆 C 的另一个交点为 N .



  

(1)直线 1MA 和直线 2MA 的斜率分别记为
1 2MA MAk k､ ，求证： 1 2MA MAk k× 为定值；

(2)求证：直线MN 过定点.

4．（23-24 高二上·云南昆明·阶段练习）已知双曲线
2 2

2 2: 1( 0, 0)x yC a b
a b

- = > > 的左、右焦点分别为

1 2( 5,0), ( 5,0)F F- ，左、右顶点分别为 M，N，且经过点
15,
2

P æ ö
ç ÷
è ø

.

(1)求 C 的方程；

(2)动点 A 在圆 2 2 2x y a+ = 上，动点 B 在双曲线 C 上，设直线 MA，MB 的斜率分别为 1 2,k k ，若 N，A，B 三

点共线，试探索 1 2,k k 之间的关系．

5．（2024 高二上·江苏·专题练习）已知圆 C 的圆心坐标为 (3,0)C ，且该圆经过点 (0,4)A .

(1)求圆 C 的标准方程；

(2)直线 m 交圆 C 于 M，N 两点，若直线 AM，AN 的斜率之和为 0，求证：直线 m 的斜率是定值，并求出该

定值.

6．（2024·广东佛山·模拟预测）已知双曲线
2 2

2 2: 1( 0, 0)x yC a b
a b

- = > > 的离心率为 2 ，右焦点到双曲线C 的

一条渐近线的距离为 1，两动点 ,A B在双曲线C 上，线段 AB 的中点为    2 , 0M m m m ¹ ．

(1)证明：直线 AB 的斜率 k 为定值；

(2) O为坐标原点，若 OAB△ 的面积为
2
3
，求直线 AB 的方程．

参考答案：

1．(1)
2 2

1
16 12
x y

+ =



(2)
1
3

【分析】（1）由已知条件结合椭圆定义、离心率公式，确定𝑎,𝑏,𝑐的值，得出椭圆的标准方程.

（2）设直线 l的方程为： 2x my= + ，与椭圆方程联立，消去 x 得到关于 y 的一元二次方程，由韦达定理得

到 1 2y y+ ， 1 2y y ，再把
1

2

k
k 用 1 2y y+ ， 1 2y y 表示出来，化简即可得解.

【详解】（1）由 1F MN△ 的周长为 16，及椭圆的定义，可知： 4 16a = ，即 4a = ， 

又离心率为
1
2

cc
a

= = 所以 2c =  

2 2 2 16 4 12b a c= - = - = ． 

所以椭圆 C 的方程为：
2 2

1
16 12
x y

+ = ． 

（2）依题意，直线 l 与 x 轴不重合，

设 l 的方程为： 2x my= + ． 

联立

2 2

1
16 12

2

x y

x my

ì
+ =ï

í
ï = +î

得：  2 23 4 12 36 0m y my+ + - = ， 

因为 2F 在椭圆内，所以 0D > ， 

即    2 212 4 3 4 36 0m m+ + ´ > ，易知该不等式恒成立，

设    1 1 2 2, , ,M x y N x y ，

由韦达定理得 1 2 1 22 2

12 36,
3 4 3 4

my y y y
m m
- -

+ = =
+ +

． 

又 ( 4,0), (4,0)A B- ，则

 
 

 
 

1

1 2 1 21 1 1 2 1

22 2 1 2 1 1 2 2

2

4 24 2
4 6 6

4

y
y x y myk x my y y

yk y x y my my y y
x

- -+ -
= = = =

+ + +
-

 



注意到
1 2

1 2

12
36 3

y y m m
y y
+ -

= =
- ，即：  1 2 1 23my y y y= +  

 
 

1 2 11 1 2 1 1 2

2 1 2 2 1 2 2 1 2

3 22 3 1
6 3 6 3 9 3

y y yk my y y y y
k my y y y y y y y

+ -- +
= = = =

+ + + +
.

【点睛】方法点睛：利用韦达定理法解决直线与圆锥曲线相交问题的基本步骤如下：

（1）设直线方程，设交点坐标为    1 1 2 2, , ,x y x y ；

（2）联立直线与圆锥曲线的方程，得到关于 x （或 y ）的一元二次方程，必要时计算D；

（3）列出韦达定理；

（4）将所求问题或题中的关系转化为 1 2x x+ 、 21x x （或 1 2y y+ 、 1 2y y ）的形式；

（5）代入韦达定理求解.

2．(1)
2

2 1
4
yx - =

(2)证明见解析

【分析】（1）设双曲线 C 的半焦距为 c，利用双曲线的定义结合勾股定理计算即可；

（2）设M N、 的坐标，利用中点坐标公式表示 Q，再利用点差法计算即可.

【详解】（1）不妨设双曲线 C 的半焦距为 ( 0)c c > ，

3, 5PF PE= =Q ，

2 2 2 23, 5b c b a c\ + = + = = ，

解得 2, 5b c= = ，

则 2 2 2 5 4 1a c b= - = - = ，

故双曲线 C 的标准方程为
2

2 1
4
yx - = ；

（2）设    1 1 2 2 1 2 1 2, , , , , 0M x y N x y x x x x¹ + ¹ ，则 1 2 1 2,
2 2

x x y yQ + +æ ö
ç ÷
è ø

，

,M NQ 为双曲线 C 上的两点，

2
2 1
1

2
2 2
2

1,
4

1,
4

yx

yx

ì
- =ïï\í

ï - =ïî

两式相减得      1 2 1 2
1 2 1 2 4

y y y y
x x x x

- +
- + = ，整理得

 1 2 1 2

1 2 1 2

4 x x y y
y y x x

+ -
=

+ -
，



则

1 2

1 2 1 2 1 2
1 2

1 21 2 1 2 1 2

2 4

2

y y
y y y y y yk k x xx x x x x x

+
- - +

× = × = × =
+- - +

，

故 1 2k k× 为定值，定值为 4．

3．(1)证明见解析

(2)证明见解析

【分析】（1）根据离心率列式求 ,a b，即可得椭圆方程，结合斜率公式分析证明；

（2）解法一：设 :MN x my t= + ，联立方程可得韦达定理，根据斜率关系列式求得
3
2

t = ，即可得结果；解

法二：设  6, PP y ，联立方程求 ,M N 坐标，进而根据直线方程分析定点.

【详解】（1）由题意

2 2 2

2
2
3

c
c
a
a b c

=ì
ïï =í
ï

= +ïî

，可得
3

5

a

b

=ìï
í

=ïî
，

所以椭圆
2 2

: 1
9 5
x yC + = ，且    1 23,0 , 3,0A A-

设  1 1,M x y ，则
2 2
1 1 1
9 5
x y

+ = ，即
2 2
1 19

55y x= - ，

可得
1 2

2
2 1

1 1 1
2 2

1 1 1 1

55 59
3 3 9 9 9MA MA

xy y y
x x x x

k k
-

= × = = = -
+ - - -

× ，

所以 1 2MA MAk k× 为定值
5
9

- .

（2）解法一：设  6, PP y ，则
1 1 2 2 2 1

, , 3
9 3

P P
A P MA A P A N A N MA

y yk k k k k k= = = = = ，

可得
2 2 2 1

53
3A M A N A M A Mk k k k× = × = - ，



设直线 : , 3MN x my t t= + ¹ ± ，    1 1 2 2, , ,M x y N x y ，

联立方程 2 2

1
9 5

x my t
x y

= +ì
ï
í

+ =ïî

，消去 x 可得  2 2 25 9 10 5 45 0m y mty t+ + + - = ，

则   2 2 2 2Δ 100 4 5 9 5 45 0m t m t= - + - > ，解得 2 25 9m t+ > ，

且
2

1 2 1 22 2
10 5 45,

5 9 5 9
mt ty y y y

m m
- -

+ = =
+ +

，

则   2 2

1 2 1 2
2 2

1 2 1 2 1 2

5
3 3 3 ( 3) 3A M A N

y y y yk k
x x m y y m t y y t

× = × = = -
- - + - + + - ，

整理可得     2 2
1 2 1 25 5 3 5 33 ( ) 0m y y m t y y t+ - + + - =+ ，

则    
2

2 2
2 2

5 45 105 5 3 5( 3) 0
5 9 5 9

3 t mtm m t t
m m

- -
+ - + -

+
+ =

+
，

因为 3t ¹ ± ，则  
2

2
2 2

3 105 3 0
5 9 5

3
9

t m tm t
m m

+
+ -

+ + - =
+ +

，解得
3
2

t = ，

所以直线
3:
2

MN x mt= + 过定点
3 ,0
2

æ ö
ç ÷
è ø

解法二：设  6, PP y ，则
1 1 2 2 2 1

, , 3
9 3

P P
A P MA A P A N A N MA

y yk k k k k k= = = = = ，

直线  1 : 3
9

PyA P y x= + ，可知 1A P 与椭圆必相交，

联立方程 2 2

( 3)
9

1
9 5

Pyy x

x y

ì = +ïï
í
ï + =
ïî

，消去 y 可得  2 2 2 245 16 9 405 0p p py x y x y+ + + - = ，

则
2

2

9 4053
45

P
M

P

yx
y

-
- =

+
，解得

2

2 2

3 135 30,
45 45

P P
M M

P P

y yx y
y y

- +
= =

+ +
，

同理
2

2 2

3 15 10,
5 5

P P
N N

P P

y yx y
y y
- -

= =
+ +

，

直线MN 的斜率存在时，
 

 
2

4 2

20 15 20
3 675 3 15

p p pM N
MN

M N p p

y y yy yk
x x y y

+-
= = =

- - + - -
，

则  
2

2 22

10 20 3 15
:

5 53 15
p p p

p pp

y y y
MN y x

y yy

æ ö-
+ = -ç ÷ç ÷+ +- - è ø

，

令 0y = ，
 
   

22 2

2 2 2

3 153 15 3 15 3
5 22 5 2 5

pp p

p p p

yy y
x

y y y

-- +
= - = =

+ + +
；

当MN 的斜率不存在时，则
2 2

2 2

3 135 3 15
45 5

P P

P P

y y
y y

- + -
=

+ +
，解得

2 315,
2P M Ny x x= = = ；



综上所述：直线MN 过定点
3 ,0
2

æ ö
ç ÷
è ø

【点睛】方法点睛：1．过定点问题的两大类型及解法

（1）动直线 l 过定点问题．解法：设动直线方程（斜率存在）为 y kx t= + 由题设条件将 t 用 k 表示为

t mk n= + ，得  y k x m n= + + ，故动直线过定点  ,m n- ；

（2）动曲线 C 过定点问题．解法：引入参变量建立曲线 C 的方程，再根据其对参变量恒成立，令其系数

等于零，得出定点．

2．求解定值问题的三个步骤

（1）由特例得出一个值，此值一般就是定值；

（2）证明定值，有时可直接证明定值，有时将问题转化为代数式，可证明该代数式与参数（某些变量）无

关；也可令系数等于零，得出定值；

（3）得出结论．

4．(1)
2

2 1
4
x y- =

(2) 1 24k k= -

【分析】（1）借助双曲线定义计算即可得；

（2）设  0 0,B x y ，则有
2

20
0 1

4
x y- = ，即可得 2 MBk k× ，结合MA NA^ 得到 1 1MAk k× = - ，即可得解.

【详解】（1）由题意知， 5c = ，由双曲线定义得  
2

2 1 12 5 5 4
2 2

a æ ö= + + - =ç ÷
è ø

，

所以 22, 1a b= = ，所以 C 的方程为
2

2 1
4
x y- = ．

（2）设点  0 0,B x y ，则
2

20
0 1

4
x y- = ，即

2 2
0 04 4x y- = ，

由MA NA^ ，则 1 1NA MA NAk k k k× = × = - ①，

又
2 2

0 0 0 0
2 2 2

0 0 0 0

1
2 2 4 4 4NB

y y y yk k
x x x y

× = × = = =
+ - -

②，

因为 N，A，B 三点共线，所以 NA NBk k= ，由① ¸ ②得
1

2

4k
k

= - ，即 1 24k k= - ．



5．(1)  2 23 25x y- + = ；

(2)证明见解析，
3
4

- .

【分析】（1）根据给定条件，求出圆 C 的半径即可作答.

（2）设出直线 AM，AN 的方程，与圆 C 的方程联立，求出点 M，N 的坐标，再用斜率坐标公式计算作答.

【详解】（1）依题意，圆 C 的半径 2 2| | 3 4 5CA = + = ，

所以圆 C 的标准方程是：  2 23 25x y- + = .

（2）设直线 AM 方程为： 4y rx= + ，由 2 2

4
( 3) 25
y rx
x y
= +ì

í - + =î
消去 y 并整理得： 2 2( 1) 2(4 3) 0r x r x+ + - = ，

则有点
2

2 2

6 8 4 6 4( , )
1 1
r r rM

r r
- - + +
+ +

，而直线 AN ： 4y rx= - + ，同理
2

2 2

6 8 4 6 4( , )
1 1
r r rN

r r
+ - - +
+ +

，

于是得直线MN 的斜率

2 2

2 2

2 2

4 6 4 4 6 4
31 1

6 8 6 8 4
1 1

MN

r r r r
r rk r r

r r

- + + - - +
-

+ += = -
- +

-
+ +

，

所以直线 m 的斜率是定值，该定值为
3
4

- .

6．(1)证明见解析

(2) 2 2y x= ±

【分析】（1）由题意可得 , ,a b c的关系，求解即可.

（2）设 2y x t= + ，求得弦长 | |AB 与原点到直线 AB 的距离，由面积可求直线 AB 的方程.



【详解】（1）由已知可得
2 2

2 2 2

2

1

c
a

bc

a b
a b c

ì =ï
ï
ï =í

+ï
ï + =
ï
î

，解得 1, 2a b c= = = ，

所以双曲线方程为 2 2 1x y- = ，

设 1 1 2 2( )A x y B x y, , ( , )，

所以

2 2
1 1
2 2
2 2

1
1

x y
x y

ì - =
í

- =î
，两式相减，可得 1 2 1 2 1 2 1 2( )( ) ( )( ) 0x x x x y y y y+ - - + - = ，

又线段 AB 的中点为   2 , 0M m m m ¹ ，所以 1 2 4x x m+ = ， 1 2 2y y m+ = ，

所以 1 2 1 24 ( ) 2 ( ) 0m x x m y y- - - = ，解得
1 2

1 2

2y y
x x

-
-

= ，

所以直线 AB 的斜率 k 为定值；

（2）由（1）设直线 AB 的方程为 2y x t= + ，

由
2 2 1

2
x y
y x t

ì - =
í

= +î
，所以 2 2(2 ) 1x x t- + = ，整理可得 2 23 4 1 0x tx t+ + + = ，

所以 2 216 12 12 0t tD = - - > ，解得 3t < 或 3t > ，

所以 1 2
4
3
tx x+ = - ，

2

1 2 3
1tx x =

+
，

  

所以
2 2

24| | 5 [( ) 4 5
3 3 9

1 4 12tAB t t
= - - =

+ -g g（ ） ，

又原点到直线 AB 的距离为
| |

5
td = ,

所以 OAB△ 的面积为
2

3
4 121 | | 25

2 9 5
t t

´ ´ =
-

´ ，

化简可得 24 12 4| | tt - = ，解得 2t = ± ，



所以直线 AB 的方程 2 2y x= ± ．

反思提升：

第一步　求圆锥曲线的方程

第二步　特殊情况分类讨论

第三步　联立直线和圆锥曲线的方程

第四步　应用根与系数的关系用参数表示点的坐标

第五步　根据相关条件计算推证

第六步　明确结论 

【考点 3】几何图形的面积为定值

一、解答题

1．（2024 高二上·江苏·专题练习）在平面直角坐标系 xOy 中，已知椭圆  
2 2

2 2: 1 0x y
a b

C a b= > >+ 的左顶点为

A，上顶点为 B，右焦点为 F，连接 BF 并延长交椭圆 C 于点椭圆 P．

(1)若
8 3
5

, 3
5

P
æ ö

-ç ÷ç ÷
è ø

，
16| |
5

BP = ，求椭圆 C 的方程 ;

(2)若直线 AB 与直线 AP 的斜率之比是-2，证明：
BO F

APF

S
S

V

V
为定值，并求出定值．

2．（2024·江苏苏州·模拟预测） 已知椭圆 
2 2

2 2: 1( 0)x y a b
a b

g g+ = > > ， 与圆 ² ² ² ²x y a b+ = - 在第一、第二象

限分别交于 Q、P 两点，且满足 
π 1
3

POQ PQÐ = =， ，

(1)求椭圆 γ 的标准方程；

(2)A 是椭圆上的一点，若存在椭圆的弦 BC 使得 / / ,OA BC OA BC=  ，求证:四边形 OABC 的面积为定值.

3．（23-24 高二上·福建泉州·期中）已知圆 1A ：  2 21 16x y+ + = ，直线 1l 过点  2 1,0A 且与圆 1A 交于点 B，C，

BC 中点为 D，过 2A C 中点 E 且平行于 1A D的直线交 1AC 于点 P，记 P 的轨迹为G .

(1)求G的方程；

(2)坐标原点 O 关于 1A ， 2A 的对称点分别为 1B ， 2B ，点 1A ， 2A 关于直线 y x= 的对称点分别为 1C ， 2C ，过 1A

的直线 2l 与G交于点 M，N，直线 1B M ， 2B N 相交于点 Q.请从下列结论中，选择一个正确的结论并给予证

明.

① QBC△ 的面积是定值；② 1 2BB BV 的面积是定值；③ 1 2QC C△ 的面积是定值.

4．（2024·全国·模拟预测）已知双曲线 C 的中心是坐标原点，对称轴为坐标轴，且过𝐴(−2,0)，  4,3B - 两



点．

(1)求 C 的方程；

(2)设 P，M，N 三点在 C 的右支上，BM AP∥ ， AN BP∥ ，证明：

（ⅰ）存在常数l ，满足 OM OPNO l+ =
uuuruuuur uuur

；

（ⅱ） MNPV 的面积为定值．

5．（2024·全国·模拟预测）已知椭圆
2 2

1 2: 1, ,
16 12
x yC A A+ = 分别为椭圆C 的左､右顶点， 1 2,F F 分别为椭圆C 的

左､右焦点，斜率存在的直线 l交椭圆C 于 ,P Q 两点，记直线 1 2 2 1, , ,A P PA A Q QA 的斜率分别为 1 2 3 4, ,k k k k､ .

(1)证明： 3 4
3
4

k k× = - ；

(2)若  1 4 2 3
5
3

k k k k+ = + ，求 2F PQSV 的取值范围.

6．（2024 高三·全国·专题练习）如图所示，已知椭圆系方程 nC ：
2 2

2 2
x y n
a b

+ = （ 0a b> > ， n +Î N ）， 1F 、 2F

是椭圆 6C 的焦点，  6, 3A 是椭圆 6C 上一点，且 2 1 2 0AF F F× =
uuuur uuuur

．

(1)求 nC 的离心率，求出 1C 的方程．

(2)P 为椭圆 3C 上任意一点，过 P 且与椭圆 3C 相切的直线 l 与椭圆 6C 交于 M、N 两点，点 P 关于原点的对称

点为 Q，求证： QMNV 的面积为定值．

参考答案：

1．(1)
2 2

1
4 3
x y

+ =

(2)证明见解析，
5

16
.

【分析】（1）由
16| |
5

BP = 和
8 3 3( , )
5 5

P - 在椭圆上求出 a，b 即可.

（2）求出直线 BF 的方程，并与椭圆方程联立求得点 P 坐标，再由给定条件结合面积公式求解即可．

【详解】（1）由 (0, )B b ，
8 3 3( , )
5 5

P - ，
16| |
5

BP = 得： 2 2 28 3 3 16( ) ( ) ( )
5 5 5

b+ + = ，解得 3b = ，



又点
8 3 3( , )
5 5

P - 在椭圆上，则

2
2

2 2

3 38
55 1

a b

æ ö-æ ö ç ÷ç ÷
è ø è ø+ =

，解得 2a = ，

所以椭圆C 的方程为
2 2

1
4 3
x y

+ = ．

（2）

证明:依题意，令 ( ,0)F c ，直线 : 1x yBF
c b

+ = ，由 2 2

2 2

1

1

x y
c b

x y
a b

ì + =ïï
í
ï + =
ïî

，得
2 3

2 2 2 2

2( , )a c bP
a c a c

-
+ +

，

直线 AB 的斜率 AB
bk
a

= ，直线 AP 的斜率

 

3

32 2

2 2 3 2

2 2
2 2AP

b
ba ck

a c a c a aca
a c

-
-+= =
+ +- -

+

，

则
3

2 3 2
2

2
b b

a c a ac a
=

+ +
，即 2 2 22 2b ac a c= + + ，有  2 2 22 ( )a c a c- = + ，得 3a c= ， 2 2b c= ，

于是得点
9 8 2( , )
5 5
c cP - ，

21 8 2 16 2| | | |
2 5 5APF

c cS AF= × - =V ，
21 | || | 2

2BOFS OF OB c= =V ， 

所以
BO F

APF

S
S

=V

V

2

2

2 5
1616 2

5

c

c
=

为定值.

2．(1)

2 2

13 1
2 2

x y
+ =

(2)证明见解析

【分析】（1）根据椭圆和圆的对称性可得
3(

2
Q ，

1 )
2 ，再代入椭圆和圆的方程中，解方程组求出 2a 和 2b 的

值即可；

（2）设 ( , )A m n ， 0mn ¹ ，易知四边形OABC 是平行四边形，设直线BC 的方程为 ( )ny x t
m

= - ，将其与椭圆

方程联立，结合韦达定理，弦长公式以及椭圆的方程，推出
3
4

nt = ，再利用点到直线的距离公式，表示出

四边形OABC 的面积，然后化简即可得定值．
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