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一、三重积分的概念一、三重积分的概念
定义  设              是定义在空间有界闭区域    上的有
界函数。将闭区域    作任意分割，分割成n个小闭区
域                   ，其中     既表示第i个小闭区域，也表

示它的体积。在     上任取一点              ，作乘积 

                               ，并作和                       。 如果当

各小闭区域直径中最大值    趋向于零时，该和式的
极限总存在，则称此极限值为函数             在闭区域

   上的三重积分。记作                      ，即

其中     称作体积元素。



在直角坐标系中，如果用平行于坐标面的平面划
分     ，那么除了包含    的边界点的一些不规则小
闭区域外，得到的小闭区域     是长方体，其边长
分别为             及       ，则                     ，因此在直
角坐标系中，有时也把体积元素     记作             

，而把三重积分记作

其中           称作直角坐标系中体积元素。



连续函数                在闭区域     上的三重积分必存
在。以后我们总假定函数                 在闭区域上是
连续的。类似地,我们可以将三重积分推广到n重积

分。

对于空间物体的质量，如果它的密度函数为                

，该物体所占空间为闭区域     ，则物体的质量可
表示为



二、三重积分的计算二、三重积分的计算

1．直角坐标计算三重积分

(1) 设区域    由许多小柱体组合而成。假定平行于z

轴且穿过闭区域     内部的直线与闭区域    的边界曲
面相交不多于两点(当    不满足这一条件时,可将   分
成若干个满足条件的区域之和,利用区域可加性进行
处理)。把闭区域    投影到xOy平面上，得一平面闭
区域    。过    内的任一点(x,y)作平行于z轴的直线自

上向下地穿透    。设穿入    内时的竖坐标为           

，穿出    外时的竖坐标为          ，且          与           

皆为连续函数。



此时积分区域    可表示为

如果投影区域     为垂直型，则

于是空间闭区域    可表示为 



可得三重积分的计算公式为

若把投影区域     为水平型区域，则三重积分可表
示为



解   作闭区域如图所示,将    投影到xOy面上，得

投影区域

例1  计算                    ,其中   由平面                   及

三坐标面所围区域。

在     内任取一点作
平行于   轴的直线，
该直线在平面         

处穿入     内，又在
平面                 处穿
出      外。于是





例2  计算                                  ,其中   由平面

                           及三坐标面所围区域。

解  由于函数                及积分区域      关于自变量均
为对称，所以

于是



在     中任取一点作平行于   轴的直线，该直线由锥
面                  穿入     内，又由平面         穿出      外。
于是

解  积分区域    如图，  在xOy面上的投影可表示为

例3  计算三重积分                   其中    由锥面            

及平面       所围。



这一在      上的二重积分可以考虑用极坐标计算，
由于

故



(2)设区域     由平面薄片叠加而成。

于是，三重积分化为

如果区域    由垂直于   轴的平面闭区域         与高
度为      的立体叠加而成,        由    叠加至     ，则



例4   计算三重积分                   其中     是由椭球面 

                                  所围成的空间闭区域。

解  空间闭区域     可表示为

如图所示，则可得



其中         为垂直于    轴的平面截    所得的平面截面

区域。它是椭圆盘                          其面积为 

因此
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