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北京市中国人民大学附属中学 2024 届高三下学期 5 月热身练习

数学试题（三模）

学校:___________姓名：___________班级：___________考号：___________

一、单选题

1．已知集合  2 1 , { }P x x M a  ∣ ，若 P M MI ，则实数 a的取值范围是（    ）

A． ( , 1]  B．[ 1,1] C． 1,  D．   , 1 1,   

2．若 | | 1,| | 2 , ( )a b a b a   
r rr r r

，则向量 ar 与b
r
的夹角为（    ）

A．30 B．60 C．120 D．150

3．已知
2

n

x
x

 
 

 
的二项式系数之和为 64，则其展开式的常数项为（    ）

A． 240 B．240 C．60 D． 60

4．已知 , Rx y  ，且 x y ，则（    ）

A．
1 1
x y

   B． tan tan 0x y 

C． 1 1 0
e e

x y
       
   

D． ln | | ln | | 0x y 

5．若双曲线
2 2

1 : 1
4 2

x yC   与
2 2

2 2 2: 1y xC
a b

  具有相同的渐近线，则 2C 的离心率为（    ）

A．
6

2
B． 2 C． 3 D． 6

6．已知函数
1, 0

( )
1, 0

x
f x

x
 

  
，则不等式 ( 1) 1xf x   的解集为(    )．

A．[ 1, )  B． ( ,1] C．[1, 2] D．[ 1,1]

7．已知 ( 1,0), (1,0)A B ，若点 P 满足PA PB ，则点 P 到直线 : ( 3) ( 1) 0l m x n y    的

距离的最大值为（    ）

A．1 B．2 C．3 D．4

8．在 ABCV 中，角 , ,A B C 所对的边分别为 , ,a b c .则“ , ,a b c成等比数列”是 3sin
2

B  的（    ）

A．充分不必要条件 B．必要不充分条件

C．充要条件 D．既不充分又不必要条件
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9．故宫角楼的屋顶是我国十字脊顶的典型代表，如图 1，它是由两个完全相同的直三棱柱

垂直交叉构成，将其抽象成几何体如图 2 所示.已知三楼柱 ABF CDE 和BDG ACH 是两个

完全相同的直三棱柱，侧棱 EF 与GH 互相垂直平分， ,EF GH 交于点 I， AF BF a  ，

AF BF ，则点G 到平面 ACEF 的距离是（    ）

  

A．
3

3
a B．

1
2

a C． 2
2

a D．
2

4
a

10．2024 年 1 月 17 日我国自行研制的天舟七号货运飞船在发射 3 小时后成功对接于空间站

天和核心舱后向端口，创造了自动交会对接的记录.某学校的航天科技活动小组为了探索运

动物体追踪技术，设计了如下实验：目标 P 在地面轨道上做匀速直线运动；在地面上相距 7m

的 A，B 两点各放置一个传感器，分别实时记录 A，B 两点与物体 P 的距离.科技小组的同学

根据传感器的数据，绘制了“距离-时间”函数图像，分别如曲线 a，b 所示. 1t 和 2t 分别是两个

函数的极小值点.曲线 a 经过    0 1 10, , ,r t r 和  2 0,t r ，曲线 b 经过  2 2,t r .已知

21 1 2 1 2, 4m, 4sr t r t r t   ，并且从 0t 时刻到 2t t 时刻 P 的运动轨迹与线段 AB 相交.分析曲

线数据可知，P 的运动轨迹与直线 AB 所成夹角的正弦值以及 P 的速度大小分别为（    ）

A．
6 13, m / s
7 4

B． 6 13, m / s
7 2

C． 2 3 5, m / s
7 4

D．
2 3 5, m / s
7 2

二、填空题
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11．若
2 i

1 ia



是纯虚数，则实数 a 的值为          .

12．已知抛物线 2: 4C y x 的焦点为 F，准线与 x 轴的交点为 A，点 B 在 C 上.若 | | 2FB  ，

则直线 AB 的方程为          .

13．使 lg lg lg( )a b a b   成立的一组 a，b 的值为 a           ，b            .

14．已知函数 ( ) sin( π )( 0,0 π)f x x        ，若 ( )f x 是偶函数，则            ；若圆

面 2 2 2x y  恰好覆盖 ( )f x 图象的最高点或最低点共 3 个，则 的取值范围是          .

15．已知数列 na 的前 n 项和为 1, 1nS a  且  2 *
1 1, Nn na S n    ，给出下列四个结论：①长

度分别为 11, ,n na S 的三条线段可以构成一个直角三角形：② * 1N , 2n
nn S    ；③

*
2 1N , 2n n nn a a a     ；④ *

1 1

πN , 2 cos
2n n nn a a    .其中所有正确结论的序号是          .

三、解答题

16．如图，四边形 ABCD 为菱形，
π , 2
3

ABC AB   ，把 ABCV 沿着 BC 折起，使 A 到 1A 位

置.

(1)证明： 1BC AA ；

(2)若 1 6AA  ，求直线 1DA 与平面 1ABA 所成角的正弦值；

(3)在（2）的条件下，求点 D 到平面 1ABA 的距离.

17．已知函数 2( ) 2 3 sin cos 2cos , ( 0)f x x x x      的最小正周期为 π .

(1)求 的值；

(2)在锐角 ABCV 中，角 A，B，C 所对的边分别为 a，b，c.c 为 ( )f x 在
π0,
2

 
  

上的最大值，再

从条件①、条件②、条件③这三个条件中选择一个作为已知，求 a b 的取值范围.条件①：

cos cos 2 cosa B b A c C  ；条件②： 2 sin cos sin 2 3a A B b A a  ；条件③： ABCV
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的面积为 S，且
 2 2 23

4
a b c

S
 

 .注：如果选择多个条件分别解答，按第一个条件计分.

18．某口罩加工厂加工口罩由 A，B，C 三道工序组成，每道工序之间相互独立，且每道工

序加工质量分为高和低两种层次级别，A，B，C 三道工序加工的质量层次决定口罩的过滤

等级；A，B，C 工序加工质量层次均为高时，口罩过滤等级为 100 等级（表示最低过滤效

率为99.97%）；C 工序的加工质量层次为高，A，B 工序至少有一个质量层次为低时，口罩

过滤等级为 99 等级（表示最低过滤效率为99%）；其余均为 95 级（表示最低过滤效率为

95%）.现从 A，B，C 三道工序的流水线上分别随机抽取 100 个口罩进行检测，其中 A 工序

加工质量层次为高的个数为 50 个，B 工序加工质量层次高的个数为 75 个，C 工序加工质量

层次为高的个数为 80 个.

表①：表示加工一个口罩的利润.

口罩等级
100 等

级

99 等

级

95 等

级

利润/元 2 1 0.5

(1)用样本估计总体，估计该厂生产的口罩过滤等级为 100 等级的概率；

(2)X 表示一个口罩的利润，求 X 的分布列和数学期望；

(3)用频率估计概率，由于工厂中 A 工序加工质量层次为高的概率较低，工厂计划通过增加

检测环节对 A 工序进行升级.在升级过程中，每个口罩检测成本增加了 0.2 元时，相应的 A

工序加工层次为高的概率在原来的基础上增加了 b.试问：若工厂升级方案后对一个口罩利润

的期望有所提高，写出一个满足条件的 b 的值.

19．已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    的左右焦点分别为 1 2,F F ，以线段 1 2F F 为直径的圆过 C

的上下顶点，点  1,e 在 C 上，其中 e 为 C 的离心率.

(1)求椭圆 C 的方程和短轴长；

(2)点 ,A B在 C 上，且在 x 轴的上方，满足 1 2 1 2// , 2AF BF AF BF ，直线 2AF 与直线 1BF 的交

点为 P，求 1 2PF F△ 的面积.

20．已知函数 ( ) ( )e , ( )xf x x a x a    R .
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(1)若曲线 ( )y f x 在 (0, (0))f 处的切线为 x 轴，求 a 的值；

(2)在（1）的条件下，判断函数 ( )f x 的单调性；

(3)  2 21( ) 1 e 1
2

xg x x ax x x       
 

，若 1 是 ( )g x 的极大值点，求 a 的取值范围.

21．给定正整数 2n  ，设数列 1 2, ,..., na a a 是1,2,...,n的一个排列，对  1,2,...,i n ， ix 表示以

ia 为首项的递增子列的最大长度， iy 表示以 ia 为首项的递减子列的最大长度.

(1)若 4n  ， 1 1a  ， 2 4a  ， 3 2a  ， 4 3a  ，求 1x 和 2y ；

(2)求证：  1,2,..., 1i n   ，    2 2
1 1 0i i i ix y x y     ；

(3)求
1

n

i i
i

x y


 的最小值.
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参考答案：

1．B

【分析】化简集合 P ，由 P M MI 得出M P ，由子集的定义得出实数 a的取值范围.

【详解】Q 集合  2 1 0 { 1 1} [ 1,1]P x x x x        ∣ ∣ , { },M a P M M  

, [ 1,1]M P a    

故选：B

【点睛】本题主要考查了根据交集的结果求参数的取值范围，属于基础题.

2．B

【分析】根据 ( )a b a 
rr r

，得 ( ) 0a b a- × =
rr r

，结合数量积的运算律求出 a b
r r

，再根据向量的夹

角公式即可得解.

【详解】因为 ( )a b a 
rr r

，所以 ( ) 0a b a- × =
rr r

，

即
2

0a a b  
r r r

，所以
2

1a b a  
r r r

，

所以
1cos ,
2

a ba b
a b


 

rrrr
rr ，

又0 , 180a b   
rr

，

所以向量 ar 与b
r
的夹角为60 .

故选：B.

3．B

【分析】根据二项式系数之和可得 6n  ，结合二项展开式分析求解.

【详解】由题意可知：二项式系数之和为 2 64n  ，可得 6n  ，

其展开式的通项为    
6 3 36 2

1 6 6
2C 1 2 C , 0,1,2, ,6

r
rr rr r r

rT x x r
x





 

         
 

，

令
3 3 0
2

r   ，解得 2r  ，

所以其展开式的常数项为  2 4 2
61 2 C 240    .

故选：B.

4．C

【分析】根据题意，利用不等式的基本性质，正切函数的性质，以及指数函数与对数函数的

性质，逐项判定，即可求解.
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【详解】对于 A 中，
1 1 y x
x y xy


  ，其中 0y x  ，但 xy的符号不确定，所以 A 不正确；

对于 B 中，例如
ππ,
4

x y  ，此时 tan tan 0 1 1 0x y      ，所以 B 不正确；

对于 C 中，由函数   1
e

x

f x    
 

在R 上为单调递减函数，

因为 x y ，所以
1 1
e e

x y
      
   

，可得
1 1 0
e e

x y
       
   

，所以 C 正确；

对于 D 中，例如 2, 3x y   ，此时
2ln | | ln | | ln 2 ln 3 ln 0
3

x y     ，所以 D 不正确.

故选：C.

5．C

【分析】先求出两个双曲线的离心率，根据渐近线相等列式，代入离心率求解即可.

【详解】双曲线
2 2

1 : 1
4 2

x yC   的渐近线为
2

2
y x  ，

2 2

2 2 2: 1y xC
a b

  的渐近线为
ay x
b

  ，

由题可知
2

2
a
b

 ，

所以 2C 的离心率  
2 2 2

2 1 2 3c a be
a a


     .

故选：C.

6．D

【分析】由题可得   1, 1
1

1, 1
x

f x
x

 
   

，然后分类讨论解不等式即得.

【详解】∵
1, 0

( )
1, 0

x
f x

x
 

  
，

∴
1, 1

( 1)
1, 1

x
f x

x
 

   
，

当 1x  时， ( 1) 1 1xf x x    ，

∴ 1x  ，

当 1x  时， ( 1) 1 1 1xf x x x        ，

∴ 1 <1x ，

综上所述， ( 1) 1xf x   的解集为[ 1,1] ．

故选: D ．
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7．C

【分析】先确定 P 的轨迹以及直线 l过的定点，再根据圆的性质特点求最值.

【详解】由PA PB 可得点 P 的轨迹为以线段 AB 为直线的圆，圆心为  0,0 ，半径为1，

又直线 : ( 3) ( 1) 0l m x n y    ，其过定点  3,1 ，

故距离的最大值为 3 1 1 3   .

故答案为：C

8．A

【分析】先将 2b ac 代入余弦定理，利用基本不等式得到
1cos
2

B  ，从而得到
3sin

2
B  ，

接着根据
3sin

2
B  得到 B 可能为钝角，不满足 , ,a b c成等比数列，从而得答案.

【详解】当 , ,a b c成等比数列时， 2b ac ，

所以
2 2 2 2 1cos

2 2 2
a c b ac acB

ac ac
  

   ，当且仅当 a c 时等号成立，

又  0, πB  ，所以
π
3

B  ，所以
3sin

2
B  ，充分性满足；

当
3sin

2
B  时，

π 2π0, , π
3 3

B          
，

而当
2π , π
3

B    
时，b 为最长的边，不满足 , ,a b c成等比数列，必要性不满足.

则“ , ,a b c成等比数列”是 3sin
2

B  的充分不必要条件.

故选：A.

9．B

【分析】根据已知条件，结合空间总直线与平面的位置关系，先确定点G 到平面 ACEF 的

垂线段，在根据已知条件得
sin

2
2

KG h
IG

a
  

，解方程求出 h 即可.

【详解】取 AC 中点M ，连接MI ，过G 作MI 的垂线交MI 的延长线于点K ，

  

取 AB 中点 N ，连接FN ，
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由已知，M 、 I 分别为 AC 、 EF 中点，

因为 ABF CDE 是直三棱柱，所以 AF AC ， //EF AC 且 EF AC ，

所以 //FI AM 其 =FI AM ，所以四边形 AMIF 为平行四边形，

又 AF AC ，所以 AMIF 为矩形，所以EF MK ，

又EF GH ，MK  平面KIG，GH Ì 平面KIG，MK GH I  ，

所以EF  平面KIG，KG  平面KIG，所以EF KG ，

又因为KG MK ，EF 平面 ACEF ，MK  平面 ACEF ，EF MK I  ，

所以KG 平面 ACEF ，所以点G 到平面 ACEF 的距离等于线段KG的长度，设为 h ；

AF BF ，在Rt ABFV 中， AF BF a  ，

所以 2 2 2AB a a a   ，设角 FAB   ，则有
2sin

2
  ，

因为四边形 AMIF 为平行四边形，所以 //MI AF ，

又因为因为BDG ACH 是直三棱柱，所以 //AB HG ，且HG AB a  ，

所以 KIG FAB     ，
2
2

aIG  ，

又因为KG 平面 ACEF ， IK  平面 ACEF ，所以KG IK ，

所以
sin

2
2

KG h
IG

a
  

，即

2
22

2

h

a


，解得
2
ah  ，

所以点G 到平面 ACEF 的距离是
2
a
，

故选：B.

【点睛】关键点点睛：本题关键在于根据空间中点、线、面的位置关系，确定点G 到平面

ACEF 的垂线段.

10．B

【分析】建系，设点，作相应的辅助线，分析可知 6m, 2 mAC BC v  ，结合 7mAB  分

析求解即可.

【详解】如图，建立平面直角坐标系，
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