
第四章运动稳定性和分叉

一、自治系统平衡点的稳定性

由于实际系统总有干扰或误差，稳定性的意义在于任何初始扰动导致随后的运动任意小，稳定性包括 

三种：稳定、渐近稳定和不稳定。稳定性的定义具有多个，Lyapunov意义的稳定性是其中最基本的一个， 

它包括线性系统的稳定性问题。线性系统稳定性属于全局稳定性，而非线性系统的稳定性是一个局部性概 

念。

考察如下自治系统

u = f (u)，f : U U Rn — Rn (1)

式中U为定义域，是欧氏空间中的一个子集，平衡点满足f (u「= 0。

可将平衡点或周期解的稳定性化为零解的稳定性问题。一般地，例如对于一般非自治系统u = f (t,u)，

其周期解为u (t)，令u = x + u，可得x = f (t,u) — u (t) = f (t,x + u ) — f (t,u )，此时该方程的零解 s ss s s
对应于原系统的平衡点或周期解。

1. Lyapunov直接方法

(1) Lyapunov 函数
单值可微函数V (u) = V (u「u 2，…,u「，满足V (0) = 0，其定义域为U = ^\ u|| < H ｝，

H = const > 0 (这里||・||表示连续系统的范数，|・|表示离散系统的范数)。

［定义1］若在U内恒有V(u) > 0 ——正常号函数；V(u) < 0 ——负常号函数，统称为常号函数，否则称 

为变号函数。

［定义2］当且仅当u = 0时，V(0) = 0，称正常号函数为正定函数；负常号函数为负定函数，统称为定号 

函数。若V = 0 = u = 0时，称正常号函数为半正定函数；称负常号函数为半负定函数，统称为半定号函 数

。

例 1. V(u ,u ,u ) = u2 + u2 + u2，正定函数
1 2 3 1 2 3

V(u ,u ,u ) = u2 + u2，正常号函数，除(0,0,0)外，还有(0,0,u )使V = 0
12 3 1 2 3

V (u , u , u ) =u 2 + u 2 —u 2，变号函数
1 2 3 1 2 3

例 2・ V(u ,u , u ) =(u — u )2 + (u — u )2 + (u — u )2，当 u = u = u 时，V = 0，所以 V 常正。
1 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 3

V(u ,u ) = u2 + sinu，正常号函数，除(0,0)外，还有(0,n兀)使V = 0
12 1 2



V(u ,u ,u ) = (u — u )2 + (u — u )2 + (u + u )2，除(0,0,0)外，V > 0，所以V 定正。 123 1 2 2
3

1 一
V(u ,u ,u ) = k2(1 — co su ) + — u2

1 2 3 1 2 2

(2) Lyapunov 定理

一一， 、 .. ....................................................・ \

函数V(u)，其沿解曲线全导数V(u)为半负定(半正定)或

等于零，则原点稳定。这里全导数为

dV dV dV、

其中 VN(u)=(=,—,…,一)
。

du du du
1 2 n

(负定)函数#(u)，其沿解曲线全导数V(u)为负定(正定)，则原点

渐近稳定。

定理3 (不稳定性)若存在正定(负定)、半正定(半负定)或不定函数^(u)，其沿解曲线全导数V(u)

正定(负定)，则原点不稳定。

(a)若V(u)半负定或等于零，则从Sg内出发的任意相点p

于S2曲线的下方，导致从S
g内出发的相轨线不能越出Sg，根据Lyapunov稳定性的定义，稳定。

(b)若V(u)负定，则对应点p/必沿曲面下行至最低点，导致p趋于原点，渐近稳定。

u3可取任意值，所以V常正。

定理1 (稳定性定理)：若存在正定(负定)

V(u) = 2u +"u +
du 1 du 2

12

dV u 
du--n

n
(2)

定理2 (渐近稳定性)若存在正定

证明：以二维系统为例作几何直观证明。在三维空间(u ,u ,V)作正定曲面£与原点相切，如图1所示。

在£上对应点p/的运动不可能上行而必局限



(c)若v(u)不定，而V(u)正定，则p/必沿曲面上行，以致p将达到S的边界，不稳定，如图2所示。
£

说明:

(1)不稳定性并不意味着系统轨迹随时间无限“膨胀”，例如van del Pol自激系统的零平衡点在

Lyapunov 意义下是不稳定的，但系统趋于定幅为2的运动，而不是趋于无限。在这个意义上，可

以认为该系

统的性能仍是好的。可见，“膨胀”只是不稳定性出现的一种形式，而不是唯一形式。

(2)不稳定性意味着：只要对于某一个£，不论5如何小，使得起始于初值的轨迹最终要离开£球域，仅

仅在这个定义上才是不稳定的。在如图3所示情况下，可以有另外的概念：即该平衡点虽不稳定但 

具有吸引性。

例3考察刚度软化的Duffing系统

u + 2°① U + ①2 (u - £U 3) = 0

式中参数均为正，研究其平衡点的稳定性。

解：将方程(a)改写为

该系统具有三个平衡点(0,0)及(±1/。£,0)，以下分别讨论它们的稳定性。

a.对于平衡点(0,0)，取系统总能量为Lyapunov函数

—W2(u 2 — £u^) + u 2

2 0 1 2 2 2

显然，在除去(0,0)的邻域中V(u1,u2) > 0，而根据方程(b)

V = VV (u) - f (u) = W2(u — £u 3)u + u u =[①2(u — £u 3) + u ]u = —2°① u 2 < 0
0 1 1 1 2 2 0 1 1 2 2 0 2

根据定理2，该系统的平衡点(0,0)渐近稳定。

b,平衡点(±1/程,0)是对称的，我们只需研究(1/任,0)。通过坐标平移

(e)

图3不稳定但具有吸引性的平衡点

(a)

u
2

—①2 (u — £u3) — 
2°① u

=f (u) (b)

(c)

(d)



将方程(b)转化为

仍以系统总能量构成Lyapunov函数

-- 8v4 1
V (v , v )= 一① 2(v 2 + 气旬 3 + — ) + — v 2

1 2 0 1 1 4 2 2

V(v1,v2)为不定函数。而在除去(0,0)的邻域中，恒有

V = VV (v) - g (v) = -ro 2 (2v + 3、,8v 2 +8v3)v + vv _ 0 1 1 11 2 2
=[-ro2 (2v + 3\：8v 2 + 8v3) + v ]v =-2°ro v2 < 0 0 1 1 1 2 2 0 2

根据定理3,该系统的平衡点(±1/(8,0)皆不稳定。

(3)吸引盆

稳定性是一个局部概念，说明初始扰动充分小时，受扰运动足够接近未扰运动。实际系统当这个扰动 

足够大时可能呈现不稳定，例如

u = u + u (u 2 + u 2 - 10-5)
1 2 1 1 2 (a)

u = -u + u (u 2 + u 2 - 10 -5)
2 12 1 2

选定正定函数V = u2 + u2为Lyapunov函数，其全导数为

V = -2(u2 + u 2)[u2 + u2 —10-5 ] (b)
12 12

只有u 2 + u 2 < 10 -5时，V(u)负定，零解渐近稳定。但当u 2 + u 2 > 10 -5时，V(u)正定，零解不稳定。
12 12

吸引盆：能使扰动运动逐渐地趋于未扰运动的初值范围称为吸引盆。

说明：在实际问题中，不仅需要判定稳定性问题，还要给出渐近稳定运动的初始扰动范围，即吸引盆的

范 围。尽可能找到大的Lyapunov函数以确定较大范围的稳定区域，否则，虽然Lyapunov函数存在，但是

若 其稳定区域很小或空集，同样是无意义的。

2.根据派生系统判定稳定性

将方程(1)在u = 0附近作Taylor展开得

u = f (u) = Df (0)u + O (||u||2) = Au + O (| u||2) (3)

其中矩阵

A 些 Df (0) G Rnxn (4)

v
.1

v
1- 2」

v
L 2

① 2(2v + 3y： 8V2 + 8V 3) - 2°① 
v

=g( v) (f)

(g)

(h)



是向量函数f （u）在u = 0处的Jacobi矩阵。因此，系统（3）对应的派生系统为

u = Au
期望从派生系统（5）的稳定性来判断系统（3）的稳定性。为此，我们先回顾有关线性系统稳定性的研

究 结果，然后给出对非线性系统稳定性判断的二个充分条件。

（1）线性系统的稳定性

定理4记矩阵A的特征值为入,,r = 1,2,…,n，系统（5）的稳定性分为三种情况：

a.如果Re（X,） V 0,r = 1,2,…，n，则系统渐近稳定；反之亦然。

b. 如果存在某一入「使得Re（X「） > 0，则系统不稳定。

c. 如果在入，,r = 1,2,…，n中有m重特征值（代数重数）满足Re（人,）=0,r =〈‘•••,七，当对应的

特征子 空间维数（几何重数）为m时，系统稳定，但非渐近稳定；当特征子空间维数小于m时，系统不

稳定。

特征值人满足一元n次代数方程

det（A -XZ） = a Xn + a Xnt +•••+ a 人 + a = 0 （6）

若系统维数n V 5,则可用代数方法求解，否则只能用数值方法求入。Routh和Hurwitz提出了一种方法， 

可以根据方程（6）的系数判断特征值入的实部是否为负，从而免去求解方程（6）。它特别适用于含参

数 高维线性系统的渐近稳定性分析。

定理5 （Routh-Hurwitz判据）方程（6）的所有根有负实部等价于下述所有行列式同号

构造上述行列式时，若r > n则取a = 0。
r

（2）非线性系统的稳定性

定理6若派生系统（5）渐近稳定，则系统（3）的原点亦如此。

证明：先取一待定的对称矩阵B G Rnxn，构造二次型作为Lyapunov函数

V （u） = u T Bu

(5)
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它沿派生系统（5）相轨线的全导数为



V (u(t)) = U T Bu + u T Bu = u T (AB + BA T ) u d= u T Cu

C 耍 AB + BA T

是对称矩阵。由于派生系统渐近稳定，矩阵A的特征值入,,r = 1,...,n皆有负实部。根据附录，如果取负 

定矩阵C =-1，可由方程(10)解出唯一的对称矩阵B。

现证明这样的矩阵B正定。若不然，则二次型(8)将是不定号函数、常负函数或常正函数中的一种。 

对于前两种情况，总有某一u0。0使V(u「<。，进而对一切常数c。0有V(cu0) = c2V(u0) < 0，这说 明在

除去原点的邻域内恒有V(u) < 0。根据定理3,这将出现系统(5)不稳定的矛盾。对于第三种情况，

必有某一u丰0使V(u ) = 0。但沿过该点的相轨线上仍有
0 0

V(u(t)) = -uTCu = -||u||2 < 0 (11)
2

这与V (0) = 0矛盾。

最后，我们用正定二次型(8)来证明系统(3)原点渐近稳定性。根据式(2)和(11)，V(u)沿系统(3) 相轨线

的全导数为

V(u(t)) = VV(u) • f (u) = -||u||2 + VV(u) • O(||u||2) ( 12)
2

由于||VV(u)|| = O(||u||)，只要Iuil足够小，上式可保持负定。根据定理2,系统(3)的原点渐近稳定。证 毕

。

定理7若派生系统(5)的某一特征值有正实部，则系统(3)的原点不稳定。

上述两定理表明：只要派生系统的特征值实部不为零，就可免去构造Lyapunov函数，用Routh-Hurwitz 

判据确定派生系统的特征值实部的符号，从而推断非线性系统的渐近稳定性或不稳定性。这是工程中最常 

用的方法。

需要注意的是：这两个定理恰好对应于定理.4中的前二种情况。对于第三种情况，非线性系统原点的 

稳定性将取决于系统的非线性项。

例4考察含立方非线性阻尼的系统

u + cU 3 + u = 0 (a)

分析其平衡点的稳定性。 

解：将方程(a)改写为

u
1

u
— 
C 
—

=
「 u 1

2

—u — cu3
=
「0
-1

1
1 
0

「u 
1

1

u
— c 
—

+ 「01
—cu 3
— C 

—

(b)

显然

(9)

(10)



|_2二」 1 2二」 -"-2二」 2二



该系统有唯一平衡点（0,0），对于派生系统，它是一中心。取系统总能量为Lyapunov函

数
V (u , u ) = — u 2 + 上 

u 2
12 2 1 2 2

(c)

显然’在除去（0,0）的邻域中队ui，叩> 0，而

V = u u + u u
1 1 2 2

存在如下三种可能性：

=(u + u )u =—Cu4 (d)

a

.
系统原点稳定，但非渐近稳定;

b,若 c > 0， 系统原点渐近稳定;

c.若 c V 0
，

系统原点不稳定。

这说明，非线性项将使派生系统的中心成为稳定或不稳定焦点。因此，派生系统的稳定性并非能保证原

系 统的稳定性。

例5考察含立方非线性弹性力的保守系统

u + ku 3 = 0 (a)

分析其平衡点的稳定性

。 解：将方程（a）改

写为
-u - -u 一 0 1 3 - 0

1

= 2 = 1 +u —ku 3 0 0 u —ku 3
1- 2

」
1

2
1

（b）

该派生系统有2重特征值入1 =X 2 = 0，但仅有1个特征向量1 0卜。根据定理4,派生系统不稳定，但 该保

守系统的平衡点为3阶中心，是稳定的。

… k

构造正定Lyapunov函数V = 4 ": + u 2 > 0，全导数V = 0，原非线性系统稳定，但非渐近稳定。

二、非自治系统平衡点的稳定

性

1.稳定性概念的拓广

U = f (u, t), f : U x R + — Rn (13)

式中R += ｛加< 10 < t｝为时间正半轴。记us为式（13）的孤立平衡点,满足f （us，t） = 0，与时间有关。

［定义1］（孤立平衡点）若七在Rn中存在一个邻域N，使得除七外，N只包含（13）的不平衡点，则

称平衡点u是孤立的。
s



例如：保守系统的中心，单摆的平衡点均为孤立平衡点；而位于一条水平直线上的小球处于随遇平衡，

这 些平衡点是非孤立的。

[定义 2] Vs> 0, 3S(s, t ) > 0，使 ||M(t ) - u II <5(s, t )时，运动满足
0 0 s 0

||u(t) - uj| <8，t > t

则平衡点是稳定的，否则为不稳定。在稳定的条件下，有lim u(t) = u，则平衡点是渐近稳定的。 t —+3 1

说明：

(1) 与自治系统的区别：8与t0有关。若8与10无关，则称平衡点是一致稳定的或一致渐近稳定的。

(2) 在自治和周期系统的情况下，稳定性等价于一致稳定性；渐近稳定性等价于一致渐近稳定性。

2. Lyapunov直接方法

(1)预备知识

考察单值可微函数：V(u,t) = V(u「u2，…,由了t)，V(0,t) = 0，其定义域为

Q = {(u, t)| u < H， t > t }， H = cos nt. > 0, t > 0 (15)

［定义1］若V(u,t)在定义域Q内恒有V(u,t) > 0或V(u,t) < 0，则称V(u,t)分别为正常号函数或负常号 函数

，统称为常号函数。

［定义2］若存在正定函数W(")，使得V(u, t) — W > 0，则称V(u,t)为正定函数；若V(u, t) + W < 0，

则称V (u, t)为负定函数，统称为定号函数。

［定义 3］若 V (u, t)在 Q 上有界，且 V8> 0, t > 10 n38> 0 使得当 ||u|| <8 时，恒有 ||V (u,t)|| <8，

则 称V (u, t)具有无穷小上界。

当显含时间时,有界函数不一定具有无穷小上界,如函数〃 =sin［(u1 + u2 +…+ u )t］ < 1 0

(14)

说明：

(1) 不显含时间的连续函数具有无穷小上界。

(2)

例1

(1)

判定V是何种符号函数

V (u , u , t) = -_- u 2 +
1 2 t +1 1

八 . 、 、八 、 t -1
(1 + sint)u2 ； (2) V(u ,u ,t) = (1 + e-t)u2 + -----u2

2 1 2 1 t + 1 2
解：(1)当 t > 1 时，V > 0， 常正函数。取W(u ,u ) = u2 + u2， V - W = u2 sin t -

12 12 2

2
u 2符号不定，

t + 1 1

••• V常正，非正定。(2) 取 W(u , u ) = u2 +— u2 > 0 定正，V — W = e-tu 2 +----u 2，当 t > 3
12 1 2 2 1 2(t +1) 2



时，V -W > 0, V 定正。
例2判定V是否有无穷小上界

(1) V = (1 + cost)u2 - sin(u t) ； (2) V = tu2 + u2 sint ； (3) V = —!— u2 + (1 + e-)u2。
i 2 1 2 1 +1 1 2

解：(1)当七—0, u2 — 0时，sin(u2t)可以比较大，没有无穷小上界。(2) V无界，没有无穷小 上界。(3)

当t > 0时，若七—0, u2 — 0 n V — 0，有无穷小上界。

(2) Lyapunov 定理

将平衡点平移到原点，下面研究原点的稳定性问题
定理1 (稳定性定理)若存在定号函数V(u,t)，沿解曲线全导数V =当+ VV(u,t) - f (u,t)是与V(u,t) ot
异号的常号函数或恒为零，则原点稳定。

一 ..................................................... . . . ______________________________________________________________________________ .... 、 .................................. …______________________________________________________ .... 、

定理2 (渐近稳定性定理)若存在无穷小上界定号函数V(u,t)，沿解曲线全导数V(u(t),t)是与V(u,t)异

号的定号函数，则原点渐近稳定。

定理3 (不稳定定理)若存在连续可微、具有无穷小上界函数V(u,t)，在原点任意邻域内总有u使得

V(u,t ) > 0或V(u,t ) < 0，而沿解曲线全导数正定或负定，则原点不稳定。 0 0

例3考察参激系统«u1「(1 + sin2 t)u1 
+ (1-sintcost)u2平衡点的稳定性。

u - -(1 + sin t cos t)u 一 (1 + cos 21)u

T 7 / • • x r\ / _ x r\ / , , . '、一
V = 2(u u + u u ) = -2(u2 + u2) — 2(u sint + u cost)2 < 0，

11 22 1 2 1 2

V + W = -2(u sint + u cost)2 < 0，二 V 为负定函数，原点渐
12

近稳定。

u = -e -2tu - (4 + 2 sin t)u
1 1 2

例4考察系统< 1 平衡点的稳定性。

|u2 = (1 + e 一一 )u1- 4^ u2

解：V = (+e-2t )u2 + (4 + 2sint)u2，W = u2 + 4u2 正定，V - W = e-2tu2 + 2u2 sint，当 t > 0 时 V > 0，

.V 定正。全导数为 V = -2[e-2t(2 + e-2t)u2+(1-cost)u2]，当，> 0 时V < 0，.•.原点稳定。
12

例5 考察Mathieu方程u + u + (2 + sin t)u = 0原点的稳定性。

解：取正定函数V(u ,u ) = u2 + u2，
12 1 2

常负，原点稳定。

判定V的定号性，取w = u2 + u2
12



"=u u 2

.1 \ .、 ，取正定函数V = u2 + —2一，全导数为

" =—(1 + sin t )u — u 1 2 + sin t

V = _ 4 :2sm"y u2 < 0, vt > 0, V" , u , 原点是稳定的，由于具有周期系数，该原点也是
(2 + sin t )2 2 i 2

一致稳定的。

例6 Lyapunov理论的一个重要用途是获得稳定性的条件，考察系统"+ p(t)u + e-tu = 0。将之表示为状

u = u
态方程的形式］1 2 ，目的是选取参数p(t)使得原点稳定。为此，取正定函数

u = -e-tu - p(t)u
虹2 1 2

V = u12+篁，全导数为V =e-tu2［1 -2p(t)］。因此，只要p(t) > 2, vt >0，V总是非正的，平衡点

是稳定的。

说明：对于非自治系统，一般无法根据派生系统的稳定性来推断原系统的稳定性，如"=土 - u 3，其派 t 
+1

生系统的解为u (t)=u (t 0)三才，当t > 10 >-1时，原点不稳定，但是原系统的原点是渐近稳定的。
0

u = -(1 + e-t )u — (4 + sin t )u
1 1 2

习题：考察系统〈 1 平衡点的稳定性。

u = (1 + e-t )u - — --;— u

解：状态方程为<



三、平衡点附近相轨线的结构

（1）线性系统 ［定义1］设u = Au的矩阵特征值重数（代数重数）与特征向量所张成的子空间维数（

几何重数）相同（半 简情况），定义

a.对应Re（人）＜ 0, Es = span｛（^ 1，中2，…，中｝ 稳定子空间；

c.对应Re(人)> 0, Eu = span{^ ^,中 2'…'中}

其中气+ n + nu = n。从线性代数知An应为以上三个子空间的直和：Rn = Es © Ec © Eu。

-1 -1 0
(b)A = 1 -1 0 ， (Es = span{(1,0,0)，(1,1,0)}，Ec = 0，Eu = span(0,0,1))

0 0 2

说明：⑴子空间Es，E"对流八是不变子空间，含义：任取初始点勺e Er，r = s'c'u，当当＞ 10

后相轨线恒有u（t） e Er ；（2）流：由定义域所有点到值域的所有解曲线的总称。

b. 对应 Re(X ) = 0,
r

Ec - span{^ ,中，…,中} 中心子空间;

不稳定子空间。

直和：设乙，气，匕为线性空间V的子空间，若乙=乙 1 + %，且乙中每一元素只能唯一地表示为



证明：对于半简情况，化为Jordan型A = TJT-1，弘=TeJtT-1 =

有严格的数学定义，这里可简单理解为相空间中的曲线或曲面，如图5 

其流形为u0的邻域：WsUEs，WYE” ；⑶Ws，Wu和阳对 向量场而言是不

变的，即若起始点在流形上则整条相轨迹也在此流形上，统称为不变流

形；(4) Ws，Wu

是唯一的，而Wc并不唯一，即lim g(u0)方向不定，并可能失去光滑性。
t—±s

定理1 (中心流形定理)设向量函数f (u) e Cr，r > 1 ( r阶导数存在且连续)，则存在

当 t — s 时 ^etAu —0 ；若 u e Eu，当 t — s 时 ^etAu 对任意t，etAu0保持不

变。

(2)非线性系统

非线性系统一般不存在上述三个不变子空间，但具有类似不变性质的集合。将平衡点平移至原点，记

以原点为中心的一个邻域为8(0) > 0，从其中出发的相轨线为V(u)，引入三个集合:

a. ={u e 8(0)| Vt > 10， 甲,(u) e 8(0)且lim甲,(u) = 0}——局部稳定流形;

t—+s

b. Wc ={u e 8(0)| Vt > t0， 平(u) e 8(0)且 lim甲(u) ^ 0} ------局部中心流形;
t h+8 t

说明：(1)流形：降维光滑映射，

所示；(2)线性常微分方程系统，



a,在5(0)内并且在原点与Es和Eu分别相切、唯一 C阶光滑的阳和W” ； b,在5(0)内并且在原点与Ec相切、

但不唯一的Cr-i阶光滑的Wc。

几何解释：在Ws上相轨线收缩；在Wu上相轨线扩张;

复杂，这取决于系统的非线性，如图6所示。

双曲平衡点：与Wc对应的中心子空间为零维(矩阵A每个特征值都有非零实部)，否则为非双曲平衡点。

若平衡点为双曲的，则非线性系统和线性系统是局部拓扑等价的(局部具有相同的轨线结构)。

U = u
例1考察系统］1 1 在平衡点(0,0)附近的相流结构。

U = -U + U2

在Wc上系统的局部可能扩张，也可能收缩或更

图6平衡点的子空间和流形

r . 

n
u

「
1

0 _ 「u 
[

「
1

0 一
解：线性化系统为

1

u
L 2J

= 0 -1
1

u
2

，其中A = 0 -1
矩阵A特征值为人=—1，人=1，相应

0
特征向量为中s= 1，中u 。特征子空间: Es = span(0,1) u2轴；Eu = span(1,0) --------u 1 轴。

因此线性化系统的平衡点(0,0)为双曲鞍点，线性系统的稳定和不稳定流形与稳定子空间和不稳定子空间



原非线性系统可以化为7 2 = u ~ ~2，过(0,。)的特解为u — ~u2 (a)du1 1 u1 2 3 i

1 、

稳定流形：s = {(u ,u )| u =。}；不稳定流形：：Wu = {(u ,u )| u — —u2} (b)
1 2 ' 1 1 2 ' 2 3 1

1
稳定流形上的相轨迹：(u ,u ) = (0,u e-t)；不稳定流形上的相轨迹：(u ,u ) = (u et u e如) 12 20 1

2 10 3 20

对于非线性系统，子空间和流形如图7(b)所示。

| u — -u
例2 考察系统＜ 1 1在平衡点(0,0)附近的相流结构。

3 — "2

精确解为

(u , u ) = (u e-t, const.)

因线性化系统的平衡点为(0,const.)，其流形如图8(a)所示，分别是

u
2 =Ec

由方程(C)可知，当七从负方向趋于零时〃尸0；当％从正方向趋于零时〃尸8。因此，相迹在原 点的导数

不连续，说明Wc不唯一，如图8(b)所示。为了使相迹在原点的导数连续，可取中心流形为

r • n u 「-1 0
一

「u 
[

「u 
]

1

= 1 —A
1

• u 0 0 u u
L 2J 」 —1 2 2

，矩阵A特征值为人—0,人—-1， 相应特征向量为

「
0
「

，中—
「

「1 s 0
。特征子空间：Es = span(1,0)------u 辄 Ec — span(0,1) -----u

2
轴。线性化系统

解：线性化系统为

中
c

(a)

Ws = {(u ,u ) u ,u 满足(a)}；
1 2 1 2

Wc = {(0, u 2) (b)

Es——no
U1

——o
Ws / u =Es

(a)线性系统 (b)非线性系统

原非线性系统第二个方程精确解为

Wc

u
u -―『，联立第一个方程精确解(a)，从中消去t得到

2 1 一 u t
-L

u — Ke u2

，

i
—

K — u e u20 (c)
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