
专题 02 函数与导数下的新定义

【题型归纳目录】
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【方法技巧与总结】

1、函数与导数新定义问题主要分两类：一是概念新定义型，主要是以函数新概念为背景，通常考查

考生对函数新概念的理解，涉及函数的三要素的理解；二是性质新定义型，主要是以函数新性质为背景，

重点考查考生灵活应用函数性质的能力，涉及函数的各种相关性质的拓展延伸．

2、设    1 1 2 2, , ,P x y Q x y 为平面上两点，则定义 2 1 2 1x x y y   为“折线距离”“直角距离”或“曼哈

顿距离”，记作 2 1( , )d P Q x x   2 1y y ．

结论 1：设点  0 0,P x y 为直线 :l Ax By C   0 外一定点，Q为直线 l上的动点，则
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结论 2：设点 P 为直线 1 0Ax By C   上的动点，点Q为直线 2 0Ax By C   上的动点，则
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【典型例题】

题型一：曲率与曲率半径问题

【典例 1-1】(2024·高三·重庆·阶段练习)定义：若 ( )h x 是 ( )h x 的导数， ( )h x 是 ( )h x 的导数，则曲线

( )y h x 在点 ( , ( ))x h x 处的曲率
  
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；已知函数

π( ) e sin
2

xf x x   
 

，

1( ) (2 1)cos ,
2

g x x a x a     
 

，曲线 ( )y g x 在点 (0, (0))g 处的曲率为
2

4
；

(1)求实数 a 的值；

(2)对任意
π ,0 , ( ) ( )
2

x mf x g x      
恒成立，求实数 m 的取值范围；



(3)设方程 ( ) ( )f x g x 在区间  *π π2 π , 2 π N
3 2

n n n    
 

内的根为 1 2, , , nx x x ，…比较 1nx  与 2πnx  的大

小，并证明．

【典例 1-2】(2024·浙江温州·二模)如图，对于曲线Γ ，存在圆C 满足如下条件：

①圆C 与曲线Γ 有公共点A ，且圆心在曲线Γ 凹的一侧；

②圆C 与曲线Γ 在点A 处有相同的切线；

③曲线 Γ 的导函数在点 A 处的导数 (即曲线 Γ 的二阶导数 )等于圆 C 在点 A 处的二阶导数 (已知圆

   2 2 2x a y b r    在点  0 0,A x y 处的二阶导数等于  

2

3
0

r
b y

)；

则称圆C 为曲线Γ 在A 点处的曲率圆，其半径 r 称为曲率半径．

(1)求抛物线 2y x= 在原点的曲率圆的方程；

(2)求曲线
1y
x

 的曲率半径的最小值；

(3)若曲线 exy  在  1
1, e

xx 和   2
2 1 2, exx x x 处有相同的曲率半径，求证： 1 2 ln2x x   ．

【变式 1-1】(2024·高三·浙江宁波·期末)在几何学常常需要考虑曲线的弯曲程度，为此我们需要刻画曲线的

弯曲程度．考察如图所示的光滑曲线 C：  y f x 上的曲线段»AB ，其弧长为 s ，当动点从 A 沿曲线段

»AB 运动到 B 点时，A 点的切线 Al 也随着转动到 B 点的切线 Bl ，记这两条切线之间的夹角为  (它等于 Bl

的倾斜角与 Al 的倾斜角之差)．显然，当弧长固定时，夹角越大，曲线的弯曲程度就越大；当夹角固定时，

弧长越小则弯曲程度越大，因此可以定义
Δ
Δ

K
s


 为曲线段»AB 的平均曲率；显然当 B 越接近 A，即 s 越



小，K 就越能精确刻画曲线 C 在点 A 处的弯曲程度，因此定义
 

3Δ 0
2 2
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





 


(若极限存在)为曲线

C 在点 A 处的曲率．(其中 y＇，y＇＇分别表示  y f x 在点 A 处的一阶、二阶导数)

(1)求单位圆上圆心角为 60°的圆弧的平均曲率；

(2)求椭圆
2

2 1
4
x y  在

13,
2

 
 
 

处的曲率；

(3)定义  
 3

2 2
1

y
y

y








为曲线  y f x 的“柯西曲率”．已知在曲线   ln 2f x x x x  上存在两点

  1 1,P x f x 和   2 2,Q x f x ，且 P，Q 处的“柯西曲率”相同，求 3 3
1 2x x 的取值范围．

【变式 1-2】(2024·高三·辽宁·期中)用数学的眼光看世界就能发现很多数学之“美”．现代建筑讲究线条感，

曲线之美让人称奇．衡量曲线弯曲程度的重要指标是曲率，曲线的曲率定义如下：若  f x 是  f x 的导函

数，  f x 是  f x 的导函数，则曲线  y f x 在点   ,x f x 处的曲率
  

3
2 2

( )

1 ( )

f x
K

f x







．

(1)求曲线   lnf x x x  在  1,1 处的曲率 1K 的平方；

(2)求余弦曲线   cos ( R)h x x x  曲率 2K 的最大值；



题型二：曼哈顿距离与折线距离

【典例 2-1】(2024·甘肃兰州·一模)定义：如果在平面直角坐标系中，点 A，B 的坐标分别为  1 1,x y ，

 2 2,x y ，那么称 1 2 1 2( , )d A B x x y y    为 A，B 两点间的曼哈顿距离．

(1)已知点 1N ， 2N 分别在直线 2 0x y  ， 2 0x y  上，点  0, 2M 与点 1N ， 2N 的曼哈顿距离分别为

 1,d M N ，  2,d M N ，求  1,d M N 和  2,d M N 的最小值；

(2)已知点 N 是直线  2 2 1 0 0x k y k k     上的动点，点  0, 2M 与点 N 的曼哈顿距离  ,d M N 的最小值

记为  f k ，求  f k 的最大值；

(3)已知点  e , ek kM k ，点 ( , )N m n (k，m， Rn ，e 是自然对数的底)，当 1k  时，  ,d M N 的最大值为

 ,f m n ，求  ,f m n 的最小值．

【典例 2-2】(2024·高三·广西防城港·阶段练习)若设  , 1 2M a n ax ax ax n        为曼哈顿扩张距

离，它由n个绝对值之和组成，其中n为正整数.如：

  2 1 2 2 2 62,6 3 2 4 2 5 2M x x x x x x           

(1)若  1, 2 5M  ，求 x 的取值范围；

(2)若  3,2M m 对一切实数 x 恒成立，设 0a  ， 0b  ，且 2 2 1a b m   ，求 2a b 的最大值.

【变式 2-1】(2024·高三·北京·期中)“曼哈顿几何”也叫“出租车几何”，是在 19 世纪由赫尔曼·闵可夫斯基提

出来的．如图是抽象的城市路网，其中线段 AB 是欧式空间中定义的两点最短距离，但在城市路网中，我

们只能走有路的地方，不能“穿墙”而过，所以在“曼哈顿几何”中，这两点最短距离用  ,d A B 表示，又称

“曼哈顿距离”，即  ,d A B AC CB  ，因此“曼哈顿两点间距离公式”：若  1 1,A x y ，  2 2,B x y ，则

  2 1 2 1,d A B x x y y   



(1)①点  A 3,5 ，  2, 1B  ，求  ,d A B 的值．

②求圆心在原点，半径为 1 的“曼哈顿单位圆”方程．

(2)已知点  1 0B , ，直线 2 2 0x y   ，求 B 点到直线的“曼哈顿距离”最小值；

(3)设三维空间 4 个点为  , ,i i i iA x y z ， 1,2,3,4i  ，且 ix ， iy ，  0,1iz  ．设其中所有两点“曼哈顿距离”的

平均值即 d ，求 d 最大值，并列举最值成立时的一组坐标．

题型三：双曲正余弦函数问题

【典例 3-1】(2024·高三·江苏苏州·开学考试)定义：双曲余弦函数   e ecosh
2

x x

x


 ，双曲正弦函数

  e esinh
2

x x

x


 ．

(1)求函数    cosh 2 sinhy x x  的最小值；

(2)若函数      9log cosh 2 sinhf x x a x   在R 上的最小值为 1 ，求正实数 a的值；

(3)求证：对任意实数 k ，关于 x 的方程
 
 

sinh 1
cosh 2

x
kx

x
  总有实根．

【典例 3-2】(2024·高三·福建宁德·期末)固定项链的两端，在重力的作用下项链所形成的曲线是悬链

线.1691 年，莱布尼茨等得出“悬链线”方程
2

)(e e
x x
c ccy




 ，其中 c为参数.当 1c  时，就是双曲余弦函数

e ecosh
2

x x

x


 ，类似地我们可以定义双曲正弦函数
e esinh

2

x x

x


 .它们与正、余弦函数有许多类似的性质.

(1)类比正弦函数的二倍角公式，请写出双曲正弦函数的一个正确的结论: sinh 2x  _____________.(只写出

即可，不要求证明)；



(2) [ 1,1]x   ，不等式 cosh 2 cosh 0x m x  恒成立，求实数m 的取值范围；

(3)若
π 3π[ , ]
4 2

x  ，试比较 cosh(sin )x 与 sinh(cos )x 的大小关系，并证明你的结论.

【变式 3-1】(2024·上海宝山·模拟预测)在数学中，双曲函数是与三角函数类似的函数，最基本的双曲函数

是双曲正弦函数与双曲余弦函数，其中双曲正弦：  sinh
2

x xe ex


 ，双曲余弦函数：  cosh
2

x xe ex


 ，

( e是自然对数的底数).

(1)解方程：  cosh 2x  ；

(2)写出双曲正弦与两角和的正弦公式类似的展开式：  sinh x y  ________，并证明；

(3)无穷数列 na ， 1a a ，
2

1 2 1n na a   ，是否存在实数 a，使得 2021
5
4

a  ？若存在，求出 a的值，若不存

在，说明理由.

【变式 3-2】(2024·高三·江苏盐城·期末)悬链线(Catenary)指的是一种曲线，指两端固定的一条(粗细与质量

分布)均匀，柔软(不能伸长)的链条，在重力的作用下所具有的曲线形状，适当选择坐标系后，悬链线的方

程是一个双曲余弦函数，其解析式为   e e
2

x x

f x


 ，与之对应的函数   e e
2

x x

g x


 称为双曲正弦函数，

令    
 

g x
F x

f x
 ．

(1)若关于 x 的方程      2 2 5 0F f x F g x     在  0, ln3 上有解，求实数 的取值范围；

(2)已知函数   2 4h x x mx   ，若对任意的  0 2,2x   ，总存在不同的 1 2, [1,x x   ) ，使得

     1 2
0

1 2

h x h x
f x

x x





成立，求实数m 的取值范围．

题型四：凹凸函数



【典例 4-1】(2024·高三·湖南长沙·阶段练习)设连续函数  f x 的定义域为 ,a b ，如果对于 ,a b 内任意两数

1 2,x x ，都有
   1 21 2

2 2
f x f xx xf

   
 

，则称  f x 为 ,a b 上的凹函数；若
   1 21 2

2 2
f x f xx xf

   
 

，则

称  f x 为凸函数.若  f x 是区间 ,a b 上的凹函数，则对任意的  1 2, , , ,nx x x a bL ，有琴生不等式

     1 21 2 nn f x f x f xx x xf
n n

       
 

LL
恒成立(当且仅当 1 2 nx x x  L 时等号成立).

(1)证明：   1
1

f x
x




在  0,1 上为凹函数；

(2)设 1 2, , , 0, 2nx x x n L ，且 1 2 1nx x x   L ，求
1 2

1 21 1 1
n

n

xx xW
x x x

   
  

L 的最小值；

(3)设 1 2, , , nr r rL 为大于或等于 1 的实数，证明：
1 2 1 2

1 1 1
1 1 1 1n

n n

n
r r r r r r

   
   

L
L .(提示：可设 e ix

ir  )

【典例 4-2】(2024·高三·陕西安康·阶段练习)记函数  f x 的导函数为  f x ，  f x 的导函数为  f x ，设D

是  f x 的定 义域 的子 集， 若在 区间 D上   0f x  ，则 称  f x 在 D上是 “ 凸函 数 ”. 已知 函数

  2sinf x a x x  .

(1)若  f x 在
π0,
2

 
  

上为“凸函数”，求 a的取值范围；

(2)若 2a  ，判断     1g x f x  在区间  0, π 上的零点个数.

【变式 4-1】(2024·高三·广东东莞·阶段练习)记     f x f x   ，  f x 为  f x 的导函数.若对 x D  ，

  0f x  ，则称函数  y f x 为 D 上的“凸函数”.已知函数   3 21e 1
3

x xf xx a    ， Ra  .

(1)若函数  f x 为R 上的凸函数，求 a 的取值范围；

(2)若函数  y f x 在  1, 上有极值，求 a 的取值范围.



题型五：二元函数问题

【典例 5-1】(2024·高三·湖南·阶段练习)设A 是有序实数对构成的非空集， B 是实数集，如果对于集合A 中

的任意一个有序实数对  ,x y ，按照某种确定的关系 f ，在 B 中都有唯一确定的数 z 和它对应，那么就称

:f A B 为从集合A 到集合 B 的一个二元函数，记作    , , ,z f x y x y A  ，其中A 称为二元函数 f 的定

义域.

(1)已知      2 2
1 1 2 2, , , , ,f x y x y a x y b x y   

rr
，若     1 2 1 21, 2, 1f a f b x x y y   

rr
，求  ;f a b

rr

(2)非零向量  0 0,u x y ，若对任意的  , , , 0x y D D A h   ，记  ,a x y
r

，都有    f a f a hu 
r r

，则称 f

在D上沿u 方向单调递增.已知  , e e , R, Rx y x yf x y x y     .请问 f 在   , , Rx y x y ∣ 上沿向量  1,1 方向

单调递增吗？为什么？

(3)设二元函数 f 的定义域为D，如果存在实数M 满足：

①  x y D , ，都有  ,f x y M ，

②  0 0,x y D  ，使得  0 0,f x y M .

那么，我们称M 是二元函数 f 的最小值.求

     21 1, sin2 cos , , , , R, 2
2

f x y y x y x x y x y x y
y

            
  

∣ 的最大值. 

【典例 5-2】(2024·江苏盐城·模拟预测)根据多元微分求条件极值理论，要求二元函数 ( , )z f x y 在约束条

件 ( , )g x y 的可能极值点，首先构造出一个拉格朗日辅助函数 ( , , ) ( , ) ( , )L x y f x y g x y   ，其中 为拉格朗

日系数．分别对 ( , , )L x y  中的 , ,x y λ部分求导，并使之为 0，得到三个方程组，如下：

( , , ) ( , ) ( , ) 0
( , , ) ( , ) ( , ) 0
( , , ) ( , ) 0

x x x

y y y

L x y f x y g x y
L x y f x y g x y
L x y g x y

 
 


  
   
  

，解此方程组，得出解 ( , )x y ，就是二元函数 ( , )z f x y 在约束条件

( , )g x y 的可能极值点． ,x y 的值代入到 ( , )f x y 中即为极值．

补充说明：【例】求函数 2 2( , )f x y x xy y   关于变量 x 的导数．即：将变量 y 当做常数，即：

( , ) 2xf x y x y  ，下标加上 x ，代表对自变量 x 进行求导．即拉格朗日乘数法方程组之中的 , ,x yL L L 表示

分别对 , ,x y λ进行求导．

(1)求函数 2 2 2( , ) 2f x y x y xy xy   关于变量 y 的导数并求当 1x  处的导数值．

(2)利用拉格朗日乘数法求：设实数 ,x y 满足 2 2( , ) 4 1 0g x y x y xy     ，求 ( , ) 2f x y x y  的最大值．

(3)①若 , ,x y z为实数，且 1x y z   ，证明：
2 2 2 1

3
x y z   ．



②设 0a b c   ，求
2 21 12 10 25

( )
a ac c

ab a a b
   


的最小值．

【变式 5-1】(2024·全国·模拟预测)已知变量 x，y，z，当 x，y 在某范围 D 内任取一组确定的值时，若变量

z 按照一定的规律 f，总有唯一确定的 x，y 与之对应，则称变量 z 为变量 x，y 的二元函数，记作

 ,z f x y ．已知二元函数    1, 2 0f x y x y
y

   ．

(1)若 0xy  ，求   1 1, ,f x y
x y

f
 
 
 

的最小值．

(2)对任意实数 x，不等式    , , 2f x a f x a a  恒成立，求实数 a 的取值范围．

题型六：切线函数新定义

【典例 6-1】(2024·全国·模拟预测)已知函数     ln 0f x x ax a  ，设函数  f x 的导函数为  g x ，若函数

 f x 和  g x 的图象在 0x x 处的两条切线 1l 和 2l 平行，则称 0x 为函数  f x 和  g x 的“关联切点”．

(1)证明：对于任意的正实数 a，函数  f x 和  g x 的“关联切点”有且只有一个；

(2)若两条切线 1l 和 2l 之间的距离为 1，证明： 2 1
5 3

3 2

5e 3e
a  (其中 e 为自然对数的底数)．

【典例 6-2】(2024·河南新乡·二模)定义：若函数  f x 图象上恰好存在相异的两点 P ，Q满足曲线  y f x

在 P 和Q处的切线重合，则称 P ，Q为曲线  y f x 的“双重切点”，直线 PQ为曲线  y f x 的“双重切线”．

(1)直线 2y x 是否为曲线   3 1f x x
x

  的“双重切线”，请说明理由；

(2)已知函数  
2e , 0,
e

ln , 0,

x x
g x

x x

   
 

求曲线  y g x 的“双重切线”的方程；

(3)已知函数   sinh x x ，直线 PQ为曲线  y h x 的“双重切线”，记直线 PQ的斜率所有可能的取值为 1k ，



2k ，…， nk ，若 1 2 ik k k  ( 3,4,5, ,i n  )，证明：
1

2

15
8

k
k

 ．

【变式 6-1】(2024·高三·上海浦东新·阶段练习)设函数  y f x 的定义域为开区间 I ，若存在 0x I ，使得

 y f x 在 0x x 处的切线 l与  y f x 的图像只有唯一的公共点，则称  y f x 为“ L函数”，切线 l为一

条“ L切线”．

(1)判断 1y x  是否是函数 lny x 的一条“ L切线”，并说明理由；

(2)设   2e 6xg x x  ，求证：  y g x 存在无穷多条“ L切线”；

(3)设    3 2 1 0f x x ax x c     ，求证：对任意实数 a和正数  c y f x， 都是“ L函数”

【变式 6-2】(2024·高三·上海·期中)设 P 是坐标平面 xOy 上的一点，曲线是函数  y f x 的图像．若过点

P 恰能作曲线的  Nk k  条切线，则称 P 是函数  y f x 的“ k 度点”．

(1)判断点  0,0O 是否为函数 exy  的 1 度点，请说明理由；

(2)若点
π , π
2

B   
 

是   π
2 2

cos π,g xx x    的“ k 度点”，求自然数 k 的值；

(3)求函数 3y x x  的全体 2 度点构成的集合．

题型七：非典型新定义函数

【典例 7-1】(2024·高三·广东佛山·阶段练习)若对实数 0x ，函数  f x 、  g x 满足    0 0f x g x ，且

   0 0f x g x  ，则称    
 

0

0

,
,

f x x x
F x

g x x x
   

为“平滑函数”， 0x 为该函数的“平滑点”已知

  3 23 1
2 2

f x ax x x   ，   lng x bx x ．

(1)若 1 是平滑函数  F x 的“平滑点”，

(ⅰ)求实数 a，b 的值；



(ⅱ)若过点  2,P t 可作三条不同的直线与函数  y F x 的图象相切，求实数 t 的取值范围；

(2)判断是否存在 1a  ，使得对任意 0b  ，函数  F x 存在正的“平滑点”，并说明理由．

【典例 7-2】(2024·高三·上海·期中)已知定义域为R 的函数  y f x ．当 a  R 时，若

       f x f a
g x x a

x a


 


是严格增函数，则称  f x 是一个“  T a 函数”．

(1)判断函数  1 5 3f x x  是否为  1T 函数；

(2)是否存在实数b ，使得函数   e , 0,
1, 0,

x x
h x

bx x
 

 
 

是  1T  函数？若存在，求实数b 的取值范围；否则，证

明你的结论；

(3)已知    2e 1xJ x qx  ，其中 q  R ，证明：若  J x 是R 上的严格增函数，则对任意 n  Z ，  J x 都是

 T n 函数．

【变式 7-1】(2024·高三·上海普陀·阶段练习)给出下列两个定义：

I.对于函数  y f x ，定义域为D，且其在D上是可导的，若其导函数定义域也为D，则称该函数是“同定

义函数”.

II.对于一个“同定义函数”  y f x ，若有以下性质：

①     f x g f x  ；②     f x h f x  ，其中    ,y g x y h x  为两个新的函数，  y f x 是  y f x

的导函数.

我们将具有其中一个性质的函数  y f x 称之为“单向导函数”，将两个性质都具有的函数  y f x 称之为

“双向导函数”，将  y g x 称之为“自导函数”.

(1)判断函数 tany x 和 lny x 是“单向导函数”，或者“双向导函数”，说明理由.如果具有性质①，则写出其

对应的“自导函数”；

(2)已知命题  :p y f x 是“双向导函数”且其“自导函数”为常值函数，命题

 : ( , 0, 1)xq f x k a k a a    R .判断命题 p 是q的什么条件，证明你的结论；

(3)已知函数    ea xf x x b  .
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