
专题 05 圆锥曲线大题综合（新高考广东专用）

一、解答题

1．（2023·广东广州·统考三模）已知椭圆
2 2

: 1
4 3
x yC   的左、右顶点分别为 A，B．直

线 l 与 C 相切，且与圆 2 2: 4O x y  交于 M，N 两点，M 在 N 的左侧．

(1)若直线 l 的斜率
1
2

k  ，求原点 O 到直线 l 的距离；

(2)记直线 AM，BN 的斜率分别为 1k ， 2k ，证明： 1 2k k 为定值．

【答案】(1) 4 5
5

(2)证明见解析

【分析】（1）设出直线 l 方程，根据直线 l 与 C 相切求出 2m  或 2m   ，再利用点到

直线距离公式即可求出.

（2）设直线 l 方程为 y kx m  ，根据直线 l 与 C 相切求出 2 24 3m k  ，再把直线方程与

圆的方程联立，借助韦达定理得到 1 2,x x 关系式，代入 1 2k k 即可化简出定值.

【详解】（1）由题意知直线 l 斜率存在，设直线 l 方程为 y kx m  ，

与椭圆
2 2

: 1
4 3
x yC   联立得 2 2 2(3 4 ) 8 4 12 0k x kmx m     .

因为直线 l 与 C 相切，所以 2 2 2(8 ) 4(3 4 )(4 12)km k m     2 248(4 3) 0k m    ，

故 2 24 3m k  .

当
1
2

k  时， 2 4m  ， 2m  或 2m   ，直线 l 方程为
1 2
2

y x  .

所以原点 O 到直线 l 的距离为 2

2 4 5
511

2

d


 
   
 

.

（2）设  1 1,M x y ，  2 2,N x y ， 1 2x x ，由已知可得  2,0A  ，  2,0B ，

∴ 1
1

1 2
yk

x


 ，
1

2
1 2



yk

x .由（1）得 1 1y kx m  ， 2 2y kx m  ， 2 24 3m k  .

所以   
  

 
 

 

2 2
1 2 1 2 1 21 2

1 2
1 2 1 2 2 1 1 2 2 12 2 2 4 2 4

kx m kx m k x x km x x my yk k
x x x x x x x x x x

    
  

       
①，

由 2 2 4
y kx m
x y

 
  

，得  2 2 21 2 4 0k x kmx m     ，由韦达定理得



2 2 2(2 ) 4(1 )( 4)km k m     2 216(4 4) 16 0k m     ，

1 2 2

2
1

kmx x
k

  


，
2

1 2 2

4
1

mx x
k





，

故  
 

 
   

2 22 2 2
2

2 1 2 2 222 2 2

4 4 44 4 44
11 1 1

k mk m mx x
kk k k

 
     

  
，

∴ 2 1 2

2
1

x x
k

 


，代入①式整理可得

   
 

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 22 2

4 2 1 4 3
4 44 4 4 1

k m k m m k m kk k
m km k

    
   

    
，所以 1 2k k 为定值．

2．（2023·广东深圳·统考模拟预测）已知抛物线C ： 2 2 ( 0)y px p  的焦点为  2,0F .

    

(1)求抛物线的标准方程；

(2)抛物线C 在 x 轴上方一点A 的横坐标为 2，过点A 作两条倾斜角互补的直线，与曲线

C 的另一个交点分别为 B ，C ，求证：直线BC 的斜率为定值．

【答案】(1) 2 8y x

(2)证明见解析

【分析】（1）根据已知中抛物线C ： 2 2 ( 0)y px p  的焦点为  2,0F ，求出 p 值，可求

抛物线的标准方程；

（2）设出直线 AB 、 AC 的方程与椭圆方程联立，求出 B 、C 的坐标，利用斜率公式，

即可证明直线BC 的斜率为定值．

【详解】（1）Q 抛物线C ： 2 2 ( 0)y px p  的焦点为  2,0F ，

2
2
p

  ，解得 4p  ，

故抛物线C 的标准方程为： 2 8y x ；

（2）Q 点A 的横坐标为 2，即 2 8 2y   ，解得 4y   ，



故A 点的坐标为  2,4 ，设  1 1,B x y ，  2 2,C x y ，

由已知设 AB ：  4 2m y x   ，即 4 2x my m   ，

代入抛物线的方程得  2 8 4 2y my m   ，即 2 8 32 16 0y my m    ，

则 1 4 8y m  ，故 1 8 4y m  ，

所以   2
1 1 4 2 8 4 4 2 8 8 2x my m m m m m m          ，

即  28 8 2,8 4B m m m   ，

设 AC ：  4 2m y x    ，即 4 2x my m    ，

同理可得 2 8 4y m   ，则   2
2 2 4 2 8 4 4 2 8 8 2x my m m m m m m             ，

即  28 8 2, 8 4C m m m   

直线BC 的斜率
1 2

1 2

16 1
16BC

y y mk
x x m


   

  ，

所以直线BC 的斜率为定值．

3．（2023·广东佛山·校考模拟预测）已知点A 为直线 : 1 0l x   上的动点，过点A 作射线

AP （点 P 位于直线 l的右侧）使得  , 1,0AP l F ，设线段 AF 的中点为 B ，设直线 PB

与 x 轴的交点为 ,T PF TF .

(1)求动点 P 的轨迹C 的方程.

(2)设过点  0,2Q 的两条射线分别与曲线C 交于点 ,M N ，设直线 ,QM QN 的斜率分别为

1 2,k k ，若
1 2

1 1 2
k k

  ，请判断直线MN 的斜率是否为定值以及其是否过定点，若斜率为

定值，请计算出定值；若过定点，请计算出定点.

【答案】(1)  2 4 0y x x 

(2)是，定值 1；定点  2,2 .

【分析】（1）设点 P 的坐标为  0 0,x y ，得到直线 PB的方程，从而求出T 的坐标，再根

据PF TF ，求出动点轨迹方程；

（2）设直线 MN 的方程为 x ty m  ，  1 1,M x y ，  2 2,N x y ，联立直线与抛物线方程，

消元、列出韦达定理，利用斜率公式及
1 2

1 1 2
k k

  求出 t 的值或 t 、m 的关系，即可得解.

【详解】（1）设点 P 的坐标为  0 0,x y ，点  01,A y ，



其中A 、  1,0F 的中点为
00,

2
y 

 
 

，由此可得直线 PB的方程为  0 0

0

0
2 2
y yy x x
x

   ，

可得点T 的坐标为  0 ,0x ，再结合PF TF 可得 00 0
2 2( 1) 1x y x    ，

整理得
2
0 04y x ，所以动点 P 的轨迹C 的方程为：  2 4 0y x x  .

（2）设直线MN 的方程为 x ty m  ，联立直线MN 与C 的方程可得： 2 4 4 0y ty m   ，

设点 ,M N 的坐标为    1 1 2 2, , ,x y x y ，根据韦达定理可得 1 2 4y y t  ， 1 2 4y y m   ，

其中
1 2

1 2
1 2

2 2,y yk k
x x
 

  ，结合条件可得：
1 2

1 2 1 2

1 1 2
2 2

x x
k k y y

   
  ，

整理可得    1 2 2 1 1 2 1 2 1 22 2 4 8x y x y x x y y y y        ，

结合直线MN 的方程可化简为：     1 2 1 22 2 2 4 4 8t y y m t y y m       ，

代入韦达定理可得 22 4 2 0t mt t m     ，

通过分解因式可得   1 2 2 0t t m    即可得 1t  或 2 2m t  ，

当 1t  时，直线MN 的斜率为定值1；

当 2 2m t  时，直线MN 恒过定点  2,2 .



4．（2023·广东惠州·统考模拟预测）已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    的右焦点为F ，点

 2,0A  在椭圆上且 | | 3AF  ．

(1)求椭圆C 的方程；

(2)点P Q、 分别在椭圆C 和直线 4x  上，OQ AP∥ ，M 为 AP 的中点，若T 为直线OM

与直线QF 的交点．是否存在一个确定的曲线，使得T 始终在该曲线上？若存在，求出

该曲线的轨迹方程；若不存在，请说明理由．

【答案】(1)
2 2

1
4 3
x y

 

(2)存在，
2

21 1
2 4

x y    
 

【分析】（1）利用待定系数法求出椭圆C 的方程；

（2）设   0 0 0, 2P x y x   ，表示出直线 OQ 的方程，定点
0

0

44,
2

yQ
x

 
  

和

0 02 ,
2 2

x yM  
 
 

.

进而求出
 

 

2 2
0 0

0

3 4 4
2 2
x y

OM FQ
x
 

 


uuuur uuur
，把

2 2
0 03 12 4x y  代入得 0OM FQ 

uuuur uuur
，从而



OM FQ ，判断出点T 始终在以 OF 为直径的圆上，即可求解 .

【详解】（1）因为椭圆C 过点  2,0A  ，所以 2a  .

因为 | | 3AF  ，所以 3a c  ，得 1c  ．

故 2 2 2 3b a c   ，

从而椭圆 C 的方程为
2 2

1
4 3
x y

  ．

（2）设   0 0 0, 2P x y x   ，则直线 AP 的斜率为
0

0 2
y

x  .

因为OQ AP∥ ，所以直线 OQ 的方程为
0

0 2
yy x

x


 .

令 4x  可得
0

0

4
2

yy
x


 ，所以

0

0

44,
2

yQ
x

 
  

，

又 M 是 AP 的中点，所以 0 02 ,
2 2

x yM  
 
 

.

从而
0 02 ,
2 2

x yOM    
 

uuuur
，

0

0

43,
2

yFQ
x

 
   

uuur

所以
   

 

2 22
0 00 0

0 0

3 4 43 2 2
2 2 2 2

x yx yOM FQ
x x

 
   

 

uuuur uuur
①

因为点 P 在椭圆 C 上，所以
2 2
0 0 1

4 3
x y

  ，故
2 2
0 03 12 4x y  ，

代入式①可得 0OM FQ 
uuuur uuur

，从而OM FQ ，

所以，点T 始终在以OF 为直径的圆上，且该圆方程为
2

21 1
2 4

x y    
 

5．（2023·广东佛山·统考一模）已知椭圆
2 2

2 2Γ : 1x y
a b

   0a b  的左焦点为  1,0F  ，

左、右顶点及上顶点分别记为A 、 B 、C ，且 1CF CB 
uuur uuur

.

(1)求椭圆Γ 的方程；

(2)设过F 的直线 PQ交椭圆Γ 于 P、Q 两点，若直线PA、QA与直线 l： 4 0x   分别交

于 M、N 两点，l 与 x 轴的交点为 K，则 MK KN 是否为定值？若为定值，请求出该定

值；若不为定值，请说明理由.

【答案】(1)
2 2

1
4 3
x y

 

(2)为定值9

【分析】（1）首先表示C ， B 的坐标，即可得到CF
uuur

，CB
uuur

，根据 1CF CB 
uuur uuur

及 2 2 2b a c 



，求出 a，即可求出 2b ，从而得解；

（2）设直线 PQ的方程为 1x my  ，  1 1,P x y ，  2 2,Q x y ，联立直线与椭圆方程，消

元、列出韦达定理，即可得到直线PA的方程为  1

1

2
2

yy x
x

 
 ，令 4x   求出 My ，同

理得到 Ny ，则 M NMK KN y y  ，代入计算可得.

【详解】（1）解：依题意  0,C b ，  ,0B a ，  1,0F  ，所以  1,CF b  
uuur

，

 ,CB a b 
uuur

，

由 1CF CB 
uuur uuur

，可得 2 1b a  ，即 2 2 0a a   ，解得 2a  或 1a   （舍去），

故 2 4a  ， 2 3b  ，

所以椭圆Γ 的方程为
2 2

1
4 3
x y

  .

（2）解：设直线 PQ的方程为 1x my  ，  1 1,P x y ，  2 2,Q x y ，

联立
2 2

1
4 3
x y

  ，消去 x 整理得  2 23 4 6 9 0m y my    ，

所以 1 2 2

6
3 4

my y
m

 


， 1 2 2

9
3 4

y y
m





，

直线PA的方程为  1

1

2
2

yy x
x

 
 ，令 4x   ，得

1 1

1 1

2 2
2 1M

y yy
x my
 

 
  ，

同理可得
2

2

2
1N

yy
my



 ，

所以  
1 2 1 2

2
1 2 1 21 2

4
1

2 2
1 1M N

y y
my m

y yMK KN y y
m y yy m y y

 


 


 


  

2 2

2

2 2

93

1

36
4

9 6
3 4 3 4

m

m m
m m









 



，

故 MK KN 为定值9 .

6．（2023·广东江门·统考一模）已知 M 是平面直角坐标系内的一个动点，直线MA与直

线 y x 垂直，A 为垂足且位于第一象限，直线MB与直线 y x  垂直，B 为垂足且位于

第四象限，四边形OAMB （O 为原点）的面积为 8，动点 M 的轨迹为 C.

(1)求轨迹 C 的方程；

(2)已知  5,3T 是轨迹 C 上一点，直线 l 交轨迹 C 于 P，Q 两点，直线TP，TQ 的斜率

之和为 1， tan 1PTQ  ，求 TPQV 的面积.

【答案】(1) 2 2 16x y  （ 4x  ）



(2)
55
3

【分析】（1）设动点  0 0,M x y ，由题意知
0 0

2
x y

AM


 ，
0 0

2
x y

BM


 ，由题意

0 0 0 0 8
2 2

x y x y 
  ，化简可得轨迹 C 的方程；

（2）设直线TP的倾斜角为 ，斜率为 k，直线TQ 倾斜角为 ，则TQ 斜率为1 k ，

tan k  ， tan 1 k   ，由过点 T 直线与曲线 C 有两个交点确定 k 的范围，由

 tan tan 1PTQ      ，解得 3k  ，从而可得直线TP、TQ 的方程，与曲线 C 的方

程联立解得 ,P Q 的坐标，求出 PT 及点 Q 到直线TP的距离d ，即可求出 TPQV 的面积.

【详解】（1）设动点  0 0,M x y ，由题意知 M 只能在直线 y x 与直线 y x  所夹的范

围内活动.

0 0

2
x y

AM


 ，
0 0

2
x y

BM


  ，

动点  0 0,M x y 在 y x 右侧，有 0 0 0x y  ，同理有 0 0 0x y  ，

∵四边形OAMB 的面积为 8，∴ 0 0 0 0 8
2 2

x y x y 
  ，即

2 2
0 0 16x y   ，

所以所求轨迹 C 方程为 2 2 16x y  （ 4x  ）.

（2）如图，设直线TP的倾斜角为 ，斜率为 k，直线TQ 倾斜角为 ，则TQ 斜率为

1 k ，

tan k  ， tan 1 k   ，  5,3T 在曲线 C 上，过点 T 直线与曲线 C 有两个交点，

则 1k  或 1k   ，同时1 1k  或1 1k   ，解得 2k  或 1k   .  

   
tan tan 1tan tan 1

1 tan tan 1 1
k kPTQ

k k
  

 
  

     
   ，解得 3k  或 0k  （舍去）. 

3k  时，直线TP的方程为 3 12y x  ，

联立 2 2

3 12
16

y x
x y

 
  

，消 y 得： 2 9 20 0x x   ，则 4x  或 5x  ，得  4,0P . 



直线TQ 的方程为 2 13y x   ，

联立 2 2

2 13
16

y x
x y

  
  

，消 y 得： 23 52 185 0x x   ，则
37
3

x  或 5x  ，得
37 35,
3 3

Q   
 

，

2 2(5 4) (3 0) 10PT      ，

点 Q 到直线TP的距离
2 2

3537 12
1103

3 103 1
d

 
 


  ，

1 1 110 5510
2 2 33 10TPQS TP d      △ .

方法二： 2 2(5 4) (3 0) 10PT       ，

2 237 35 22 55 3
3 3 3

TQ           
   

 ，

tan 1PTQ  ，则
2sin

2
PTQ  ，

1 1 22 5 2 55sin 10
2 2 3 2 3TPQS TP TQ PTQ      △

.

7．（2023·广东佛山·华南师大附中南海实验高中校考模拟预测）在椭圆

2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    ）中， 2c  ，过点  0,b 与  ,0a 的直线的斜率为 3
3

.

(1)求椭圆C 的标准方程；

(2)设F 为椭圆C 的右焦点， P 为直线 3x  上任意一点，过F 作PF 的垂线交椭圆C 于

,M N 两点，求
| |
| |
MN
PF 的最大值.

【答案】(1)
2 2

1
6 2
x y

 

(2)最大值为 3 .

【分析】（1）利用两点的斜率公式及椭圆中 , ,a b c的关系即可求解；

（2）根据横截式方程设出直线MN 的方程，联立直线MN 的方程与椭圆方程，利用韦

达定理及弦长公式，结合两点间的距离公式及基本不等式即可求解.

【详解】（1）过点  0,b 与  ,0a 的直线的斜率为
3

3
 ，

所以
3

3
b
a

 


，即 3a b= ，

又 2c  ，即 2 2 4a b  ，解得 2 22, 6b a  ，

所以椭圆C 的标准方程是
2 2

1
6 2
x y

  .

（2）由题知  2,0F ，作出图形如图所示



设点  3,P m ，则直线FP的斜率为 FPk m .

当 0m  时，直线MN 的斜率
1

MNk
m

  ，直线MN 的方程是 2x my   ；

当 0m  时，直线MN 的方程是 2x  ，也符合 2x my   的形式，

将直线MN 的方程 2x my   代入椭圆
2 2

1
6 2
x y

  方程得

 2 23 4 2 0m y my    ，且  2 2 2Δ ( 4 ) 8 3 24 24 0m m m       ，

设    1 1 2 2, , ,M x y N x y ，则 1 2 1 22 2
4 2,

3 3
my y y y

m m
   

 
.

所以           2 2 2 22 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 1 4MN x x y y m y y m y y y y            

 
 

2 2
2

2 22

24 24 11 24
33

m mm
mm

 
    



又 2 1PF m  ，令  2 1 1t m t   ，则

2
24 2424 322 2 2

MN t
PF t t

t

    
 

，

当且仅当
2t
t

 ，即 2t  时等号成立，

由 2 1 2t m   ，解得 2 1m  ，

所以
MN
PF 的最大值为 3 .

8．（2023·广东深圳·校考二模）中国是纸的故乡，折纸也是起源于中国.后来数学家将几

何学原理运用到折纸中，并且利用折纸来研究几何学，很好的把折纸艺术与数学相结合.

将一张纸片折叠一次，纸片上会留下一条折痕，如果在纸片上按照一定的规律折出很多

折痕后，纸上能显现出一条漂亮曲线的轮廓.如图，一张圆形纸片的圆心为点 D，A 是圆

外的一个定点，P 是圆 D 上任意一点，把纸片折叠使得点 A 与 P 重合，然后展平纸片，

折痕与直线 DP 相交于点 Q，当点 P 在圆上运动时，得到点 Q 的轨迹.



  

(1)证明：点 Q 的轨迹是双曲线；

(2)设定点 A 坐标为 (2,0)，纸片圆的边界方程为 2 2 2( 2)x y r   .若点 (2,3)M 位于（1）

中所描述的双曲线上，过点 M 的直线 l 交该双曲线的渐近线于 E，F 两点，且点 E，F

位于 y 轴右侧，O 为坐标原点，求 EOFV 面积的最小值.

【答案】(1)证明见解析.

(2) 3

【分析】（1）利用双曲线的定义即可证得结果.

（2）利用直线与双曲线的位置关系即可求得结果.

【详解】（1）证明：设圆 D 半径为 r，由题意知 QA QP ，

所以 QA QD QP QD DP r     ，

因此，动点 Q 到定点 A 和 D 的距离之差的绝对值为定值 r，且 r DA ，

由双曲线定义知，点 Q 的轨迹是以 A，D 为焦点的双曲线.

（2）由（1）知双曲线中 2a r ， 2 4c  ，设双曲线方程为

2 2

2 2 1
4

4 4

x y
r r

 


，

又点 (2,3)M 在双曲线上， 2 2
4 9 1

4
4 4
r r

 


，解得 2r  ，因此双曲线方程为
2

2 1
3
yx   ，

渐近线为 3y x  ，则
1 π
2 3

EOA AOF EOF      .

①直线 l 斜率不存在，此时 EOFV 为顶角为
2π
3
的等腰三角形，且 4OE  ，所以

4 3EOFS V ；

②若直线 l 斜率存在，设为： ( 2) 3y k x   ，联立双曲线
2

2 1
3
yx   ，得：

2 2 2 2(3 ) (4 6 ) 4 12 12 0k x k k x k k       .

因为直线 l 交双曲线于 y 轴右侧于两点    1 1 2 2, , ,x y x y ，



所以 2 2 2 2(4 6 ) 4(3 )( 4 12 12) 0k k k k k         ，且
2

1 2 2

6 4 0
3
k kx x

k


  


，

2

1 2 2

4 12 12 0
3

k kx x
k

  
 


；解得 3k   或 3k  .

设 3 3( , )E x y ， 4 4( , )F x y ，联立直线和渐近线方程解得： 3
3 2

3
kx
k





， 4

3 2
3

kx
k




 
，

所以 3
32

cos
x

OE x
EOA

 


， 4
42

cos
x

OF x
FOA

 


，

1 sin
2EOFS OE OF EOF   V 3 4

1 2π2 2 sin
2 3

x x  

3 43 x x
2

2

3(3 2 )
3
k

k



 2

7 44 3 3 3
3
k

k


  


，

令 2

7 4( )
3
kf k

k





， 2 2

2(2 3)( 2)( )
( 3)
k kf k
k
  


，

当 3k   时， ( ) 0f k  ， ( )f k 单调递增，且 ( ) 0f k  ，此时 4 3EOFS V .

当 3 2k  时， ( ) 0f k  ， ( )f k 单调递减，当 2k  时， ( ) 0f k  ， ( )f k 单调递增所

以 ( )f k 的极小值为 (2) 1f   ，此时 3EOFS V .

综上所述， EOFV 面积的最小值为 3，此时 2k  且Δ 0 ，即直线 l 与双曲线相切.

    

【点睛】方法点睛：圆锥曲线中关于最值的求解方法主要有：①二次函数型，利用二

次函数最值求解；②基本不等式法，借助基本不等式求解最值；③导数法，利用导数

求解最值.

9．（2023·广东深圳·校考一模）已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    的长轴长是短轴长的

2 倍，过椭圆 C 的右焦点 F 的直线 l 与 C 交于 P，Q 两点，且当直线 l 的倾斜角为45

时，
4 2| |

3
PQ  ．

(1)求椭圆 C 的方程；

(2)若点 P 在 x 轴上方，E 为线段 PF 的中点，椭圆 C 的左焦点为F ，直线 PO（O 为坐

标原点）与EF 交于点 A，求
QF A

PQF

S
S





△

△

（S 表示面积）的取值范围．



【答案】(1)
2

2 1
2
x y 

(2)
6 2 6 2,

12 12
  
  
 

【分析】第一问先求出 a b、 的关系式，再联立直线 l与椭圆方程解出b 即可.第二问由

QF A OQF OAF OAQS S S S    △ △ △ △ 求得 QF AS △ ，再求 PQFS △ ，联立直线 l与椭圆方程，消去参

数即可求
QF A

PQF

S
S





△

△

的取值范围．

【详解】（1）依题意， 2 2 2a b ，得 2 22a b ，

则椭圆
2 2

2 2 1
2
x yC
b b

 : ．                                 

设直线 l 的斜率为 k．

由题易知 ( ,0)F b ，故当倾斜角为45时，直线 :l y x b  ．                     

联立
2 2 22 2 0x y b

y x b
   


 
可得 23 4 0x bx  ，解得 0x  或

4
3

x b ．                  

故
4 4 2 4 2| | 1 1 0
3 3 3

PQ b b      ，解得 1b  ．                       

故椭圆 C 的方程为
2

2 1
2
x y  ．

（2）依题意， ( 1,0), (1,0)F F  ．

设    1 1 2 2, , ,P x y Q x y ，则 1 20, 0y y  ．

如图，连接 OE，OQ，

因为 O，E 分别为线段FF ，PF 的中点，

所以
1
2

OE OA
PF AP

 


，

1 1
3 3QF A OQF OAF OAQ OQF POF POQS S S S S S S         △ △ △ △ △ △ △

   2 1 1 2 1 2
1 1 1 1 2
2 6 6 3

y y y y y y       ，



PQF △ 的面积为 1 2PQFS y y  △ ．                                 

记  
1 2

1 2

2
3

QF A

PQF

S y y
S y y






 


△

△

，得
1

2

3 2
3 1

y
y







 ．                                 

设直线 : 1l x ty  ，与椭圆 C 的方程联立，消去 x 得  2 22 2 1 0t y ty    ，

由根与系数的关系可得 1 2 1 22 2
2 1,

2 2
ty y y y

t t
 

  
 

．                       

令 1 2y my ，其中
3 2
3 1

m 






，

则   2 2

2
2 2

0
21

2
1

2

m
tm y

t

my
t


 
    

  

可得
2 2

2

( 1) 4
2

m t
m t
 




．                        

当 0t 时，
2( 1) 0, 1m m

m


   ，此时
1
2

  ．

当 0t  时，

2

2

( 1) 4 ( 4,0)21

m
m

t

 
  


，所以

2( 1)4 0m
m


   ，

又 0m  ，解得 3 2 2 3 2 2m      ．                               

所以
3 23 2 2 3 2 2
3 1




     


，解得

6 2 6 2
12 12

 
  ，

又因为
6 2 1 6 2

12 2 12
 

  ，

所以实数 的取值范围是
6 2 6 2,

12 12
  
  
 

．

10．（2023·广东·统考模拟预测）已知圆 O 的方程为 2 2 4x y  ，P 为圆上动点，点 F 坐

标为  1,0 ，连 OP，FP．过点 P 作直线 FP 的垂线 l，线段 FP 的中垂线交 OP 于点 M，

直线 FM 交 l 于点 A．

(1)求点 A 的轨迹方程；

(2)记点 A 的轨迹为曲线 C，过点  4,0G 作斜率不为 0 的直线 n 交曲线 C 于不同两点 S，

R，直线 1x  与直线 n 交于点 H，记
HFR

HFS

S
S

  △

△
．

GFS

GFR

S
S

  △

△
，问：  是否为定值?若是，

求出该定值；若不是，请说明理由．

【答案】(1)
2 2

1
4 3
x y

 

(2)1；理由见解析



【分析】（1）根据椭圆的定义，即可求轨迹方程；

（2）首先根据面积公式，理由线段比值表示 ,  ，再设直线 : 4n x ty  ，与椭圆方程

联立，利用坐标表示  .

【详解】（1）记  1 1,0F  ， 则O为 1F F 的中点，M 为 AF 中点，

所以 1 2AF OM ，

 1 2 2 2 2 2AF AF OM MF OM MP OM MP       ，

1 22 4OP F F   ，

所以点A 的轨迹是长轴长为 4，焦距为 2 的椭圆，

所以点A 的轨迹方程为
2 2

1
4 3
x y

  ；

（2）设F 到直线 n的距离为 h ，设  1 1,S x y ，  2 2,R x y ，  ,H HH x y ,

1
2
1
2

HFR

HFS

HR hS HR
S HSHS h


 

  
 

V

V

，

1
2
1
2

GFS

GFR

GS hS GS
S GRGR h


 

  
 

V

V

，

 
 

2 1

1 2

H

H

y y yHR GS
HS GR y y y




 
 

，

设直线 : 4n x ty  ，令 1x  ，
31,H
t

  
 

，

进而
2 1

1 2 1

2 1 2
1 2

3
3

3 3

y y
ty y yt

y ty yy y
t



     
    

 

，

联立

2 2

1
4 3

4

x y

x ty


 


  

，消去 x ，得  2 23 4 24 36 0t y ty    ，

所以 1 2 2

24
3 4

ty y
t


 


， 1 2 2

36
3 4

y y
t




，  1 2 1 2
3
2

ty y y y   ，



所以
 

 

 

 

1 2 1 1 2

2 1 2 1 2

3 33
2 2 13 33

2 2

y y y y y

y y y y y


   
  

   
，

所以  是定值为 1.

11．（2023·广东茂名·统考二模）已知 1F ， 2F 分别为双曲线E ：  
2 2

2 2 1 0, 0x y a b
a b

   

的左、右焦点，Р 为渐近线上一点，且 1 23 7PF PF ， 1 2
21cos
7

F PF  .

(1)求双曲线的离心率；

(2)若双曲线 E 实轴长为 2，过点 2F 且斜率为 k 的直线 l交双曲线 C 的右支不同的 A，B

两点，Q为 x 轴上一点且满足 QA QB ，试探究
2

1 1

2
4

QF
AF BF 

是否为定值，若是，则

求出该定值；若不是，请说明理由.

【答案】(1)2

(2)是，2

【分析】（1）判断出 1 2PF F△ 为直角三角形，利用边长关系得到 3b
a

 ，利用齐次式法

求出离心率；（2）利用“设而不求法”表示出 2QF ， AB ，利用双曲线的定义得到

1 1 4AF BF AB   ，进而证明出
2

1 1

2
4

QF
AF BF 

为定值.

【详解】（1）由 1 23 7PF PF ，可设 1 7PF x ， 2 3PF x

在 1 2PF F△ 中，因为 1 2
21cos
7

F PF  ，

所以
2 2 2 2

1 2
217 3 2 7 3 4
7

F F x x x x x      ，即 1 2 2F F x ，

所以
2 2 2

1 2 1 2PF PF F F  ，即 1 2PF F△ 为直角三角形.



所以在 2OPFV 中， 2 2PF OF⊥ ， 2 3PF x ， 2OF x ，所以
2

2

3
PFb

a OF
  ，

则双曲线的离心率为
2

1 1 3 2c be
a a

       
 

.

（2）由（1）可知在双曲线E 中有 3b
a

 且实轴长为 2，所以 1a  ， 3b 

所以双曲线E 方程为
2

2 1
3
yx   .

由  2 2,0F ，故设斜率为 k 的直线 l为  2y k x  ，

联立

 
2

2

2

1
3

y k x
yx

  



 

，可得  2 2 2 23 4 4 3 0k x k x k     ，

因为直线 l与双曲线右支交于不同两点，所以

2

2

2

2

2

Δ 36( 1) 0
4 0

3
4 3 0
3

k
k
k

k
k


   


  
  

 

，解得： 2 3k  .

设  1 1,A x y ，  2 2,B x y ，则
2

1 2 2

4
3

kx x
k

 


，
2

1 2 2
4 3

3
kx x
k





，

则
2

1 2
2

2
2 3

x x k
k





，

2
1 2

2 2

2 62
2 3 3

y y k kk
k k

 
     

，

即A ， B 的中点坐标为
2

2 2
2 6,

3 3
k k

k k
 
   

，

因为 Q 为 x 轴上一点，满足 QA QB ，故 Q 为 AB 的垂直平分线与 x 轴的交点，

AB 的垂直平分线的方程为：
2

2 2
6 1 2

3 3
k ky x

k k k
 

      
，

令 0y  ，则得
2

2

8
3

kx
k




，即
2

2

8 ,0
3

kQ
k

 
  

，

所以
 22

2 2 2

6 18 2
3 3

kkQF
k k


  

 
，

又  22
1 2 1 21 4AB k x x x x    

 2 22 2
2

2 2 2

6 14 4 31 4
3 3 3

kk kk
k k k

  
         

又因为A ， B 在双曲线的右支上，故 1 2 2 2AF AF a   ， 1 2 2BF BF  ，



故 1 1 2 2 4AF BF AF BF    ，即 1 1 4AF BF AB   ，

故

 

 

2

2
2 2

2
1 1

2

6 1
2

32 2
2

4 6 1
3

k
kQF QF

AF BF AB k
k





  

  



，即
2

1 1

2
4

QF
AF BF 

为定值.

12．（2023·广东广州·统考模拟预测）已知双曲线
2 2

: 1
4 12
x yC   ，直线 l过C 的右焦点F

且与C 交于 ,M N 两点．

(1)若 ,M N 两点均在双曲线C 的右支上，求证：
1 1

MF NF
 为定值；

(2)试判断以MN 为直径的圆是否过定点？若经过定点，求出定点坐标；若不过定点，请

说明理由．

【答案】(1)证明见解析

(2)圆过定点  2,0

【分析】（1）设直线 : 4MN x ty  ，与双曲线方程联立得出韦达定理，根据弦长公式

表示 ,MF NF ，再代入求得结果.

（2）表示圆的方程，由对称性可知定点在 x 轴上，令 0y  进行求解即可.

【详解】（1）如图，

由  4,0F ，设    1 1 2 2, , ,M x y N x y ，直线 : 4MN x ty  ，

代入 2 23 12x y  ，整理得：  2 23 1 24 36 0t y ty    ，

由
1 2

Δ 0
0y y


 

解得：
3 3,

3 3
t

 
   

 

由韦达定理： 1 2 1 22 2

24 36,
3 1 3 1

ty y y y
t t


  
 

，

由  2 2
1 1 14 2 6MF x y ty     ，

同理， 22 6NF ty  ．

1 2

1 1 1 1
2 6 2 6MF NF ty ty

   
 

 
 

2

21 2
2 22

1 2 1 2
2 2

48 122 12 3 1
144 2884 12 36 36
3 1 3 1

t
t y y t

t tt y y t y y
t t


   

    
 

2

2

12 12 1
36 36 3

t
t

 
 

 
为定值．



另法：由  2 2 2
1 1 14 1MF x y t y     ，

同理， 2
21NF t y  ．

由于 1 2 0y y  ，不妨设 1 20, 0y y  ，

则 2 1
2 2

1 2 1 2

1 1 1 1 1 1
1 1

y y
MF NF y y y yt t

  
     

  
．

由      22
2 2

2 1 1 2 1 2 2 2 2

144 124 4 364
3 1 3 1 3 1

tty y y y y y
t t t

            
，

得
2

2 1 2

12 1
3 1

ty y
t


 


．

所以

2

2
2 1

2 2
1 2

2

12 1
1 1 1 1 13 1

36 31 1
3 1

t
y y t

MF NF y yt t
t


      

 


为定值．

（2）由题意：圆的方程为
   2 22 2

1 2 1 21 2 1 2

2 2 4
x x y yx x y yx y

            
   

即    2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 0x y x x x y y y x x y y       

由对称性可知：若存在定点，则必在 x 轴上

令 0y  ，有  2
1 2 1 2 1 2 0x x x x x x y y    

由（1）可知  1 2 1 2 2

88
3 1

x x t y y
t


    


，

    
2 2 2

2
1 2 1 2 1 2 1 2 2 2 2

36 96 12 164 4 4 16 16
3 1 3 1 3 1

t t tx x ty ty t y y t y y
t t t

 
          

  

代入方程后有：
2

2
2 2

8 20 12 0
3 1 3 1

tx x
t t


  

 
，

即    2
2

84 2 0
3 1

x x
t

   


，

令 2

2 0
4 0

x
x

 
  

即 2x   ．故圆过定点  2,0 ．

13．（2023·广东·统考模拟预测）已知抛物线 2: 4C y x ，过点  3 4A ， 作不与 x



轴垂直的直线 l， l分别与抛物线 C 交于 M，N 和 P、Q 两点.

(1)若 M，N 两点的纵坐标之和为-6，求直线 l 的斜率；

(2)证明：
MN PQ MQ NP

MN PQ MQ NP

k k k k
k k k k

 


 
；

(3)若点 E 为线段 MN 的中点，点 G 为线段 PQ 的中点，求
1MN PQ

MN PQ EG

k k
k k k





的值.

注：k 表示直线的斜率.

【答案】(1)
2
3



(2)证明见解析

(3)2

【分析】（1）解设出点的坐标，利用M 和 N 的方程式相减即可得出答案.

（2）分别用 1 2 3 4, , ,y y y y 表示出 MNk ， PQk ， MQk ， NPk ，即可得出结论.

（3）利用坐标得出 Ey ， Ex ， Gy ， Gx ，再表示出相应的斜率，即可得出答案.

【详解】（1）设  1 1M x y， ，  2 2N x y， ，  3 3P x y， ，  4 4Q x y， ，

则 1 2x x ， 3 4x x .

依题意

2
1 1
2
2 2

4
4

y x
y x

 



，两式相减可得     1 2 1 2 1 24y y y y x x    ，

故    1 2 1 26 4y y x x    ，

则
1 2

1 2

2
3

y y
x x


 

 ，即直线 l 的斜率为
2
3

 .

（2）由（1）知，
2 1 2 1

2 12 1 2 1
2 2

4

4 4

MN
y y y yk

y yx x y y
 

  
 

，

同理
3 4

4
PQk

y y


 ，
1 4

4
MQk

y y


 ，
2 3

4
NPk

y y


 .

因为
1 2 3 41 1

4
MN PQ

MN PQ MN PQ

k k y y y y
k k k k

   
  


，

1 2 3 41 1
4

MQ NP

MQ NP MQ NP

k k y y y y
k k k k

   
  


，

所以
MN PQ MQ NP

MN PQ MQ NP

k k k k
k k k k

 


 
.



（3）记 1MNk k ， 2PQk k ， 3EGk k .

联立
 1

2

4 3
4

y k x
y x

   



，得  2

1 14 4 4 3 0k y y k    ，

故 1 2
1

4y y
k

  ，
 1

1 2
1

4 4 3k
y y

k


 ，

所以  1 2
1

1 2
2Ey y y

k
   ，

1
2

1 1

2 43 34E
E

y kx
k k


   


，

同理可得，
2

2
Gy

k
 ，

2
2
2

2 4 3G
kx

k


  ，

故

1 2
2 22 2

1 2 1 21 2

3 1 2

1 2 1 2

1 1 2 22 4 2 4
1 1 1 22 2 1 1

E G

E G

k k
k k k kx x k k

k y y k k
k k k k

                    
  

，

即
1 2 3

1 1 1 1 2MN PQ

MN PQ EG

k k
k k k k k k


    


.

  

14．（2023·广东汕头·统考三模）已知双曲线  
2 2

2 2: 1 0, 0x yC a b
a b

    的实轴长为

2 2 ，C 的一条渐近线斜率为
2

2
 ，直线 l 交 C 于 P，Q 两点，点  2 ,M a b 在双曲线

C 上.

(1)若直线 l 过 C 的右焦点，且斜率为 1 ，求 PMQV 的面积；

(2)设 P，Q 为双曲线 C 上异于点  2 ,M a b 的两动点，记直线 MP，MQ 的斜率分别为

1k ， 2k ，若 1 2 1 22k k k k  ，求证：直线 PQ 过定点.

【答案】(1) 6 2 3

(2)证明见详解.

【分析】（1）根据双曲线离心率公式，结合双曲线焦距定义求出双曲线的方程联立进行

求解即可；



（2）设出直线方程与双曲线方程联立，根据一元二次方程根的判别式、根与系数关系，

结合直线斜率公式进行求解即可.

【详解】（1）如图：

  

因为双曲线  
2 2

2 2: 1 0, 0x yC a b
a b

    的实轴长为 2 2 ，

所以 2 2 2a  ，即 2a  .又因为 C 的一条渐近线斜率为
2

2
 ，

所以
2

2
b
a

   ，所以 1b  ，故双曲线
2

2: 1
2
xC y  .

则其右焦点坐标为  3,0 ，因为直线 l 过 C 的右焦点，且斜率为 1 ，

所以直线 l 的方程为： 3  y x ，设  1 1,P x y ，  2 2,Q x y .

联立 2
2

3

1
2

y x
x y

   



 


得： 2 4 3 8 0x x   ，

所以由韦达定理得： 1 2 4 3x x  ， 1 2 8x x  .

所以      22
1 2 1 21 4 2 48 32 4 2PQ k x x x x         ，

点  2,1M 到直线 l 的距离为：
3 3

2
d 

 .

所以
1 1 3 34 2 6 2 3
2 2 2PMQS PQ d 

     V .

（2）证明：如图



    

设直线 PQ 的方程为： x my n  ，设  1 1,P x y ，  2 2,Q x y .

联立 2
2 1

2

x my n
x y

 



 

得：  2 2 22 2 2 0m y mny n     .

    2 2 2 2 2 2Δ 4 4 2 2 8 2 0m n m n m n        ，即 2 2 2m n 

所以： 1 2 2
2

2
mny y

m


 


，
2

1 2 2
2
2

ny y
m





.

而  2,1M ，则
1

1
1

1
2

yk
x




 ，
2

2
2

1
2

yk
x




 .

因为 1 2 1 22k k k k  ，所以
1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 1 12
2 2 2 2

y y y y
x x x x

- - - -
+ = ×

- - - -

整理的：
  
  

  
  

1 2 2 1 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 12
2 2 2 2 2 2

y x y x y y
x x x x x x

     
  

     
，

所以         1 2 2 1 1 21 2 1 2 2 1 1y x y x y y        ，

所以： 1 2 2 1 2 1 1 22 2y x y x x x y y     ，

所以        1 2 2 1 2 1 1 22 2y my n y my n my n my n y y         ，

整理得：     1 2 1 22 2 2 2 0m y y n m y y n       ，

代入韦达定理得：
       2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 22
0

2 2 2
m n n mmn n m

m m m
     

  
  

，

所以        2 22 2 2 2 2 2 2 0m n mn n m n m         ，

整理得： 2 2 2 2 0m n m n    ，

即   2 0m n m n    ，则m n 或 2m n  .

当m n 时，直线线 PQ 的方程为：  1x ny n n y    ，所以过定点  0, 1 ；

当 2m n  时，直线线 PQ 的方程为：    2 1 2x n y n n y y      ，所以过定点

 2,1 .
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