
专题 02 函数的综合应用 
【考点预测】

高考中考查函数的内容主要是以综合题的形式出现，通常是函数与数列的综合、函数与不等式的综合、

函数与导数的综合及函数的开放性试题和信息题，求解这些问题时，着重掌握函数的性质，把函数的性质

与数列、不等式、导数等知识点融会贯通，从而找到解题的突破口，要求掌握二次函数图像、最值和根的

分布等基本解法；掌握函数图像的各种变换形式（如对称变换、平移变换、伸缩变换和翻折变换等）；了

解反函数的概念与性质；掌握指数、对数式大小比较的常见方法；掌握指数、对数方程和不等式的解法；

掌握导数的定义、求导公式与求导法则、复合函数求导法则及导数的定义、求导公式与求导法则、复合函

数求导法则及导数的几何意义，特别是应用导数研究函数的单调性、最值等.

【题型归纳目录】

题型一：函数与数列的综合

题型二：函数与不等式的综合

题型三：函数中的创新题

【典例例题】

题型一：函数与数列的综合

例 1．（2023·浙江·效实中学模拟预测）已知数列 na 满足 1 1a  ，  1
1e 2

1
na

n

n
a

   


N ，其中 e是自然对

数的底数，则（       ）

A． 2022
10

4043
a  B． 2022

1 1
4043 2022

a 

C． 2022
1 1

2022
a  D． 20221 2a 

例 2．（2023·辽宁·东北育才学校二模）已知数列 na 满足 10 0.5a  ，  1 ln 2n n na a a    ，则下列说法正

确的是（       ）

A． 20220 0.5a  B． 20220.5 1a 

C． 20221 1.5a  D． 20221.5 2a 



例 3．（2023·浙江绍兴·模拟预测）已知数列 na 满足 1
3
4

a 
 ， 1 cos 0

2n na a 
    ，则下列说法正确的是

（       ）

A． 1
2

2 4


   n na a B． 2
1

1 1
2 2n na a 

   

C． 1
2 2 2

2


   n na a D． 1
2 1

2


   n na a

例 4．（2023·浙江·慈溪中学模拟预测）已知数列 na 满足： 1
1
2

a   ，且  1 ln 1 sin   n n na a a ，则下列关

于数列 na 的叙述正确的是（       ）

A． 1n na a  B．
1 1
2 4

   na C．
2

1 2
n

n
n

aa
a  


D． 2 1

2
4n na  

例 5．（2023·辽宁·二模）已知等差数列 na 的前 n 项和为 nS ，满足

   3 3 9 9sin 1 2 5 0,sin 1 2 1 0a a a a        ，则下列结论正确的是（       ）

A． 11 3 911,S a a  B． 11 3 911,S a a 

C． 11 3 922,S a a  D． 11 3 922,S a a 

例 6．（2023·上海·高三专题练习）若等差数列 na 的公差 0d  ，令函数

 1( ) , ( ) min ( ), ( )i i i nf x x a a g x f x f x    L ， ( 其中 1,2, )i n L ，则下列四个结论中：① ( ) ( )ng x f x ；②

( ) ( )g x d g x d   ；③ 1( ) ( )n nf x d f x d   ；④ max 1( )g x a ；⑤ min ( ) ng x a ；错误的序号是_________.

【方法技巧与总结】

利用函数与数列知识的相互联系、相似性质：

（1）抽象函数的关系与数列递推关系式类似.

(2)函数单调性与数列单调性的相似性.

（3）数列与不等式的综合可以利用数列的形式构造辅助函数，利用函数的性质证明不等式，因此解决

数列问题可转化为函数问题，用函数的知识或方法解决.

题型二：函数与不等式的综合

例 7．（2023·全国·模拟预测）已知函数  f x 是定义域为 R 的函数，    2 0f x f x    ，对任意 1x ，

 2 1,x    1 2x x ，均有    2 1 0f x f x  ，已知 a，b  a b 为关于 x 的方程 2 22 3 0x x t    的两个解，

则关于 t 的不等式       0f a f b f t   的解集为（       ）

A．  2, 2 B．  2,0 C．  0,1 D．  1,2

例 8．（2023·海南·模拟预测）已知函数
ln( 1) ,1 3

( )
2 2, 1

x x
f x

x x
      

，若关于 x 的不等式 ( ) 1x m f x x m    



有且仅有两个整数解，则m 的取值范围是__________．

例 9．（2023·全国·高三专题练习）不等式  10112 2002 21 2 1 0x x x     的解集为：_________．

例 10．（2023·四川遂宁·三模（文））德国大数学家高斯年少成名，被誉为数学届的王子，19 岁的高斯得到

了一个数学史上非常重要的结论，就是《正十七边形尺规作图之理论与方法》，在其年幼时，对

1 2 3 100   L 的求和运算中，提出了倒序相加法的原理，该原理基于所给数据前后对应项的和呈现一定

的规律生成，因此，此方法也称之为高斯算法，现有函数
2( )

2 2

x

x
f x 


，设数列{ }na 满足

*1 2 1(0) ( ) ( ) ( ) (1)( )n
na f f f f f n N

n n n


      L ，若存在 *n N 使不等式
2 4 2 27 0nn n ka    成立，则 k

的取值范围是______.

【方法技巧与总结】

不等式问题转化为函数问题是静态转化为动态，常量转化为变量，这体现了函数思想，并能用函数的

图像及性质解答.

题型三：函数中的创新题

例 11．（2023·全国·高三专题练习）定义两个函数的关系：函数 ( ), ( )m x n x 的定义域分别为 ,A B，若对任意的

1x A ，总存在 2x B ，使得 1 2( ) ( )m x n x ，我们就称函数 ( )m x 为 ( )n x 的“子函数”．已知函数

3( ) 1 ln
4 3

xf x x   ， 4 3 2( ) 3g x x ax bx ax     ， , Ra b ．

（1）求函数 ( )f x 的单调区间；

（2）若 ( )f x 为 ( )g x 的一个“子函数”，求 2 2a b 的最小值．

例 12．（2023·上海·高三专题练习）若存在常数  0k k  ，使得对定义域D内的任意  1 2 1 2,x x x x ，都有

   1 2 1 2f x f x k x x   成立，则称函数  f x 在其定义域 D上是“ k 利普希兹条件函数”．

（1）若函数    , 1 4f x x x   是“ k 利普希兹条件函数”，求常数 k 的最小值；

（2）判断函数   2logf x x 是否是“ 2 利普希兹条件函数”，若是，请证明，若不是，请说明理由；

（3）若   y f x x R  是周期为 2 的“1利普希兹条件函数”，证明：对任意的实数 1 2,x x ,都有

   1 2 1f x f x  ．

例 13．（2023·上海·高三专题练习）对定义域 ,f gD D 的函数  y f x ，  y g x ，规定：



     函数  
   
 
 

,
,
,

f g

f g

f g

f x g x x D D
h x f x x D x D

g x x D x D

  
  
  

且

且

   （1）若函数   1
1

f x
x




，   2g x x ，写出函数  h x 的解析式；

   （2）求问题（1）中函数  h x 的值域；

   （3）若    g x f x   ，其中 是常数，且  0,  ，请设计一个定义域为 R 的函

            数  y f x ，及一个 的值，使得   cos 4h x x ，并予以证明.

例 14．（2023·上海·高三专题练习）对于函数   f x x D ，若存在正常数T ，使得对任意的 x D ，都有

   f x T f x  成立，我们称函数  f x 为“T 同比不减函数”．

（1）求证：对任意正常数T ，   2f x x 都不是“T 同比不减函数”；

（2）若函数   sinf x kx x  是“
2

同比不减函数”，求 k 的取值范围；

（3）是否存在正常数T ，使得函数   1 1f x x x x     为“T 同比不减函数”，若存在，求T 的取值范围；

若不存在，请说明理由．

【方法技巧与总结】

紧扣题目中所给的信息和对已知条件的解读理解，将其转化为已有的认知结构，然后利用函数性质解

题.

【过关测试】



一、单选题

1．（2023·全国·高三专题练习）已知函数
2( )
2

xf x ax b
x


  


，若对任意的实数 a，b，总存在 0 [ 1, 2]x   ，

使得  0f x m… 成立，则实数 m 的取值范围是（       ）

A．
1,
4

   
B．

1,
2

   
C．

2,
3

   
D． ( ,1]

2．（2023·全国·高三专题练习）若定义在 R 上的函数  f x 满足    2 2f x f a x b   ，则其图象关于点  ,a b

成中心对称.已知：函数   1

1
4 1xf x 


，则函数  f x 图象的中心对称点是（       ）

A．  0,1 B．
1 ,1
2

 
 
 

C．  1,0 D．
11,
2

 
 
 

3．（2023·全国·高三专题练习）已知函数  
2

12 , 1
2

1log , 1
2

x x
f x

x x


  

      

，若函数    0g x x m m    与  y f x

的图象相交于 A，B 两点，且 A，B 两点的横坐标分别记为 1x ， 2x ，则 1 2x x 的取值范围是

A．
31,
2

 
 
 

B． 2
5log 3,
2

 
 

C．
51,
2

 
 

D． 2log 3,3

4．（2023·全国·高三专题练习（理））已知  f x 是定义在 R 上的奇函数，对任意两个不相等的正数 1 2,x x 都有

   2 1 1 2

1 2

0
x f x x f x

x x





，记
     0.2

0.2
0.2

0

2

2
.2

4 0.4 log
, ,

4 0.
4

4 log 4
f f f

a b c   ，则（       ）

A． c b a  B． a b c  C． a c b  D． c b a 

5．（2023·全国·高三专题练习）关于函数 ( ) sin | | | sin  |f x x x  有下述四个结论：

①f(x)是偶函数             ②f(x)在区间（
2


, ）单调递增

③f(x)在[ , ]  有 4 个零点       ④f(x)的最大值为 2

其中所有正确结论的编号是

A．①②④ B．②④ C．①④ D．①③

6．（2023·全国·高三专题练习）已知函数   2
1 1f x 2x x 2
x 2

     
 

的图象上存在点 P，函数 g（x）=ax-3 的

图象上存在点 Q，且 P，Q 关于原点对称，则实数 a 的取值范围是（　　）

A． 4,0 B．
50,
8

 
  

C． 0,4 D．
5 ,4
8

 
  

7．（2023·天津一中模拟预测）已知 1a  ，且函数   2 22 4f x x x a x x a    ＝ .若对任意的  1,x a 不等

式    1f x a x  恒成立，则实数 a的取值范围为



A．  1 9， B．  1 25， C． 4 25， D． 4  ，

8．（2023·全国·高三专题练习（文））设函数   (2 1)xf x e x ax a    ，其中 1a   ，若存在唯一的整数 0x ，

使得 0( ) 0f x  ，则 a的取值范围是（     ）

A．
3 ,1
2e

   
B．

3 3,
2e 4

   
C．

3 3,
2e 4

 
 

D．
3 ,1

2e
 

 

二、多选题

9．（2023·浙江嘉兴·高二期中）对于定义域为 D的函数  f x ，若存在区间  ,m n D ，同时满足下列条件：

①  f x 在 ,m n 上是单调的；②当定义域是 ,m n 时，  f x 的值域也是 ,m n ，则称 ,m n 为该函数的“和谐

区间”.下列函数存在“和谐区间”的是（        ）

A．   2f x x B．   23f x
x

  C．   2 2f x x x  D．   ln 2f x x 

10．（2023·福建福州·高一期末）设 x  R ，计算机程序中的命令函数 ( )INT x 表示不超过 x 的最大整数，例如：

 2.1 3INT    ，  1.2 1INT  .若函数
log , 0

( )
( ), 0

a x x
f x

x INT x x


   
（ 0a  ，且 1a  ），则下列说法正确的是

（       ）

A． ( )f x 在区间  ,0 上为单调函数

B． ( )f x 在区间  ,0 上不存在最大值

C． ( )f x 在区间 4,4 上有 5 个零点

D．若 ( )f x 的图象上至少存在 4 对关于坐标原点对称的点，则
10
3

a  .

11．（2023·全国·高一单元测试）数学的对称美在中国传统文化中多有体现，譬如如图所示的太极图是由黑

白两个鱼形纹组成的圆形图案，充分展现了相互转化､对称统一的和谐美.如果能够将圆的周长和面积同时平

分的函数称为这个圆的“优美函数”，下列说法正确的是（       ）

A．对于任意一个圆，其“优美函数”有无数个

B．   3f x x 可以是某个圆的“优美函数”

C．正弦函数 siny x 可以同时是无数个圆的“优美函数”

D．函数  y f x 是“优美函数”的充要条件为函数  y f x 的图象是中心对称图形

12．（2023·重庆市秀山高级中学校高三阶段练习）设[ ]x 表示不超过 x 的最大整数，给出以下命题，其中正

确的是（       ）

A．若 1 2x x ，则 1 2[ ] [ ]x x

B．[lg1] [lg 2] [lg3] ... [lg 2020] 4953    



C．若 0x  ，则可由
1[2sin ] [ ]x
x

 解得 x 的范围是
5[ ,1) ( , ]

6 6
  

D．若
2 1( ) ,

1 2 2

x

xf x  


，则函数[ ( )] [ ( )]f x f x  的值域为{ 1,0}

13．（2023·全国·高二课时练习）已知函数       1 2 1f x x x x x n      2
1 2

n
na x a x a x    ，

     2 1
1 2 1

n
ng x f x x n b x b x b x 

      ，其中 *n N ，  1,2, ,ia R i n   ，  1,2, , 1ib R i n    ，则

1 2 na a a      ______， 2 1
1 2 3

n
nb nb n b n b     ______.

三、填空题

14．（2023·全国·高三专题练习）已知函数   1f x x
x

  ，给出下列命题：①存在实数 a，使得函数

   y f x f x a   为奇函数；②对任意实数 a，均存在实数m ，使得函数     ( )g x f x f x a   关于 x m

对称；③若对任意非零实数 a，    f x f x a k   都成立，则实数 k 的取值范围为  , 4 ；④存在实数 k ，

使得函数    y f x f x a k    对任意非零实数 a均存在6个零点.其中的真命题是___________.（写出所有

真命题的序号）

15．（2023·全国·高三专题练习）已知 P 是曲线
3

1
3 3:
2 2

C y x x x      
 

上的点，Q 是曲线 2C 上的点，曲线

1C 与曲线 2C 关于直线 2 4y x  对称，M 为线段 PQ 的中点，O 为坐标原点，则 | |OM 的最小值为

________．

16．（2023·全国·高三专题练习）若   3f x x a x a  g ，且  0,1x  上的值域为  0,  1f  ，则实数 a的取值

范围是____________

17．（2023·全国·高三专题练习）设 a，b  ， c为实数，     2f x x a x bx c    ，

    21 1g x ax cx bx    ，记集合   | 0,S x f x x R   ，   | 0,T x g x x R   ，若 S ， T 分别为集合

S ，T 的元素个数，则下列结论可能成立的是________．

① 1S  ， 0T  ；② 1S  ， 1T  ；③ 2S  ， 2T  ；④ 2S  ， 3T  .

18．（2023·全国·高三专题练习）已知定义域为 R 的奇函数  f x 满足    1 3f x f x   ，当  0,2x  时，

  2 4f x x   ，则函数    y f x a a R   在区间 4,8 上的零点个数最多时，所有零点之和为

__________．





专题 02 函数的综合应用 
【考点预测】

高考中考查函数的内容主要是以综合题的形式出现，通常是函数与数列的综合、函数与

不等式的综合、函数与导数的综合及函数的开放性试题和信息题，求解这些问题时，着重掌

握函数的性质，把函数的性质与数列、不等式、导数等知识点融会贯通，从而找到解题的突

破口，要求掌握二次函数图像、最值和根的分布等基本解法；掌握函数图像的各种变换形式

（如对称变换、平移变换、伸缩变换和翻折变换等）；了解反函数的概念与性质；掌握指数、

对数式大小比较的常见方法；掌握指数、对数方程和不等式的解法；掌握导数的定义、求导

公式与求导法则、复合函数求导法则及导数的定义、求导公式与求导法则、复合函数求导法

则及导数的几何意义，特别是应用导数研究函数的单调性、最值等.

【题型归纳目录】

题型一：函数与数列的综合

题型二：函数与不等式的综合

题型三：函数中的创新题

【典例例题】

题型一：函数与数列的综合

例 1．（2023·浙江·效实中学模拟预测）已知数列 na 满足 1 1a  ，  1
1e 2

1
na

n

n
a

   


N ，

其中 e是自然对数的底数，则（       ）

A． 2022
10

4043
a  B． 2022

1 1
4043 2022

a 

C． 2022
1 1

2022
a  D． 20221 2a 

答案：B

【解析】

分析：

利用不等式 e 1x x  可得 1 112
1 n

na
a   

 ，即
1

1 1 1
n na a

  ，由累加法可得
1

na
n

 ，利用不

等式
1e

1
x

x



可得

1

12
1

1
1n na a 

 
 ，即

1

1 1 2
n na a

  ，同理用累加法可得
1

2 1na
n




，则

1 1
2 1 na

n n
 


，即可求解.

【详解】



∵ e 1x x  （当 0x  时等号成立），∴ 1
1e 1na

na
  ，

当 0na  时，
1

1
1e 2 1 0

1
na

n
n

a
a


    

 ，即 1 1 0 0na a    ，

则 1
1e 1na

na
  ，

1
1

1
1

1e 2na

n
na

a
  


 ，

整理得 11
n

n
n

a a
a 

 ，即
1

1 1 1
n na a

  ，

即
2 1

1 1 1
a a

  ，
3 2

1 1 1
a a

  ， ，
1

1 1 1
n na a 

  ，

将n个不等式相加得
1

1 1 1
n

n
a a

   ，即
1

n

n
a

 ，
1

na
n

 ，

令    e 1 1xf x x   ，则   exf x x   ，

当 0x  时，   0f x  ，当 0x  时，   0f x  ，

则  f x 在  ,0 上单调递增，在  0,  上单调递减，即  f x 在 0x  出取得最大值，

   0 0f x   ，所以  e 1 1 0x x   （当 0x  时等号成立），

当 1x  时，
1e

1
x

x



（当 0x  时等号成立），

即当 1n  时， 1

1

1e
1

na

na





 ，

1

12
1

1
1n na a 

 
 ，

1

1 1
1

11
1 nn aa 




 
 ，

1

11 1
n n

n n

a a
a a






  ，

1

1

1 1n n

n n

a a
a a





 
 ，即

1

1 1 2
n na a

  ，

同理利用累加法可得  
1

1 1 2 1
n

n
a a

   ，即
1

2 1na
n




，

所以  1 1 1
2 1 na n

n n
  


，则 2022

1 1
4043 2022

a  ，

故选：B  .

例 2．（2023·辽宁·东北育才学校二模）已知数列 na 满足 10 0.5a  ，  1 ln 2n n na a a    ，

则下列说法正确的是（       ）

A． 20220 0.5a  B． 20220.5 1a 

C． 20221 1.5a  D． 20221.5 2a 

答案：B

【解析】

分析：

利用 ln 1 x x 可得 1na  ，且数列 na 是单调递增数列，得出0 1na  ，利用导数可得



   ln 2 ,0 1g x x x x     在  0,1 单调递增，即可得出当 1n  时， ln 2 1na  ，即可

求解.

【详解】

令   ln 1, 0f x x x x    ，则   1 xf x
x
  ，

由   0f x  得0 1x  ，由   0f x  得 1x  ，

所以  f x 在  0,1 单调递增，在  1, 单调递减，所以    1 0f x f  ，

所以 ln 1 x x ，

所以    1 ln 2 2 1 1n n n n na a a a a         ，当且仅当 1na  时等号成立，与已知矛盾，所

以 1na  ，

则  1 ln 2 ln1 0n n na a a      ，所以数列 na 是单调递增数列，所以0 1na  ，

令    ln 2 ,0 1g x x x x     ，则   11 0
2

g x
x

   


，

所以  g x 在  0,1 单调递增，则    2 1 0 ln 2a g a g   ，

所以当 1n  时， ln 2 1na  ，因为 ln 2 0.5 ，所以0.5 1na  ，所以 20220.5 1a  .

故选：B.

例 3．（2023·浙江绍兴·模拟预测）已知数列 na 满足 1
3
4

a 
 ， 1 cos 0

2n na a 
    ，则下列

说法正确的是（       ）

A． 1
2

2 4


   n na a B． 2
1

1 1
2 2n na a 

   

C． 1
2 2 2

2


   n na a D． 1
2 1

2


   n na a

答案：D

【解析】

分析：

将已知等式化为 1 sin
2 2n na a 


    
 

，根据   sinx x xf  的单调性和  0 0f  ，可得

sinx x ，由此可化简得到
3

4 4na 
  ；分别构造函数  1 cos

2
g x x x

   、

  2
2

1cos
2 2

g x x x
   、  3

2 2cos
2

g x x x


   和  4
2cos

2
g x x x


   ，利用导数可求

得各个函数在
3,

4 4
  

  
上的单调性，进而根据单调性得到最值，从而判断出各个选项的正误.



【详解】

1 cos 0
2n na a 

   Q ， 1 cos sin
2 2n n na a a 


       
 

，

令   sinx x xf  ，则   1 cos 0f x x    ，

 f x 在R 上单调递增，又  0 0f  ， sinx x ，

1 sin
2 2 2n n na a a  


       
 

，

2 12 2
a a 

    ， 3 22 2
a a 

   ，…， 12 2n na a 
   ，

12 2 4na a  
     ，解得：

3
4 4na 

  ；

对于 A， 1 cos
2n n n na a a a

     ，

令  1 cos
2

g x x x
   ，则  1 sin 1 0g x x    ，  1g x 在R 上单调递减，

3
4 4na 

 Q ，  1 1
3 2
4 2 4ng a g       

 
，A 错误；

对于 B， 2 2
1

1 1cos
2 2 2n n n na a a a

     ，

令   2
2

1cos
2 2

g x x x
   ，则  2 sing x x x   ，

令    h x g x ，则   cos 1 0h x x    ，

 2g x 在R 上单调递减，又  2 0 0g  ，

当  ,0x   时，  2 0g x  ；当  0,x   时，  2 0g x  ；

 2g x 在  ,0 上单调递增，在  0,  上单调递减，

3
4 4na 

 Q ，  
2

2 2
2 1

4 2 2 32 2ng a g            
 

，B 错误；

对于 C， 1
2 2 2 2cos

2n n n na a a a
      ，

令  3
2 2cos

2
g x x x


   ，则  3

2 2sing x x


   ，

令    3m x g x ，则   cosm x x  ，

当 ,
4 2

x     
时，   0m x  ；当

3,
2 4

x     
时，   0m x  ；

 3g x 在 ,
4 2
  

 
上单调递增，在

3,
2 4
  

  
上单调递减，



又 3
2 21 0

2
g 


     
 

， 3
2 2 2 0

4 2
g 


     
 

， 3
3 2 2 2 0
4 2

g 


     
 

，

1 ,
4 2

x     
 

， 2
3,

2 4
x     

 
，使得    3 1 3 2 0g x g x   ，

 3g x 在 1,
4

x 
 
， 2

3,
4

x  
  

上单调递增，在  1 2,x x 上单调递减，

 3 1 3 2
2 2

g x g       
 

，
3

4 4na 
 Q ， 1, 2na x    

 
，使得  3 2

2ng a 
  ，C 错误；

对于 D， 1
2 2cos

2n n n na a a a
      ，

令  4
2cos

2
g x x x


   ，则  4

2sing x x


   ，

当
3,

4 4
x      

时，
2sin ,1

2
x

 
  

 
，

2sin 0x


   ，即  4 0g x  ，

 4g x 在
3,

4 4
  

  
上单调递增，

3
4 4na 

 Q ，  4
2 1 1

4 2 2 2ng a g          
 

，D 正确.

故选：D.

【点睛】

关键点点睛：本题考查利用导数求解函数最值的问题，解题关键是能够根据 sinx x 的特

点，构造不等式求得 na 的取值范围，进而可以通过构造函数的方式，将问题转化为函数最

值的求解问题，从而利用导数来进行求解.

例 4．（2023·浙江·慈溪中学模拟预测）已知数列 na 满足： 1
1
2

a   ，且

 1 ln 1 sin   n n na a a ，则下列关于数列 na 的叙述正确的是（       ）

A． 1n na a  B．
1 1
2 4

   na C．
2

1 2
n

n
n

aa
a  


D． 2 1

2
4n na  

答案：D

【解析】

分析：

构造函数    ln 1 sinf x x x   （
1 0
2

x   ），由导数确定其单调性，从而利用数学归纳法

证明
1 0
2

  na ，然后构造函数      ln 1 sing x f x x x x x      （
1 0
2

x   ），利用导

数证明 ( ) 0g x ，得 ( )f x x ，利用此不等式可直接判断 A，对选项 B，由数列{ }na



的单调性与有界性知其极限存在，设 lim nn
a A


 ，对数列的递推关系求极值可得 0A  ，从而

判断 B，对选项 C，引入函数设
2( ) ln( 1) ( 1 0)

2
xp x x x

x
     


，由导数证明 ( ) 0p x  ，得

2ln( 1) ( 1 0)
2

xx x
x

    


，从而利用不等式性质得出数列{ }na 的不等关系，判断 C，利用

判断选项 C 所得正确不等式变形，并换元引入新数列
1

n
nb

a
  ，得{ }nb 前后项关系（求对数

再变化），类比等比数列的通项公式的方法得出结论后判断 D．

【详解】

首先我们证明：
1 0
2

  na ，利用数学归纳法．

事实上，当 1n  时， 1
1 0
2

  a ；

假设当 n k 时，
1 0
2

  ka ，则当 1n k  时，  1 ln 1 sin   k k ka a a ．

设函数    ln 1 sinf x x x   （
1 0
2

x   ），则   1 cos 0
1

f x x
x

   


，则  f x 在
1 ,0
2

   

上单调递增，

从而    1
1 1 1 1ln sin 0 0
2 2 2 2 k kf a f a f

          
 

．

当
1 0
2

x   时，设      ln 1 sing x f x x x x x      （
1 0
2

x   ），

则   1 cos 1
1

g x x
x

   


，设
1( ) ( ) cos 1

1
h x g x x

x
   


，

 
 2

1 sin 0
1

h x x
x

    
 ，则  g x 在

1 ,0
2

   
上单调递减，又  1 0, 0 0

2
g g     

 
，

所以存在 0
1( ,0)
2

x   ，使得 0 0( )g x  ， 0
1
2

x x   时， ( ) 0g x  ， 0 0x x  时， ( ) 0g x  ，

故  g x 在
1 ,0
2

   
上先增后减，从而     1min 0 , 0

2
g x g g      

  
，从而  f x x ．

对于 A 选项：由于
1 0
2

  na ，  1 ln 1 sin    n n n na a a a ，故数列 na 单调递增，选项 A

错误．

对于 B 选项，由于 na 单调递增且
1 0
2

  na ，从而 lim nn
a A


 存在，由

 1 ln 1 sin    n n n na a a a 可得  ln 1 sinA A A   ，故 0A  ，从而 lim 0nn
a


 ．故选项 B 错

误．

对于 C 选项，由于 1 0x   时，



设
2( ) ln( 1) ( 1 0)

2
xp x x x

x
     


，

2

2 2

1 4( ) 0
1 ( 2) ( 1)( 2)

xp x
x x x x

    
   

，

所以 ( )p x 是增函数， ( ) (0) 0p x p  ，所以   2ln 1
2

xx
x

 


（ 1 0x   ），

0 1x  时， sinx x ，因此有 sin x x （1 0x  ），

从而    
22ln 1 sin

2 2
x xf x x x x

x x


     
 

，故  
2

1 ln 1 sin
2


   


n

n n n
n

aa a a
a

，故选项 C

错误．

对于 D 选项，由于
2

1 0
2


 


n

n
n

aa
a

，即 2
1

1 1 20


   
n n na a a ，令

1

n
nb

a
  ，则

2
1 2  n n nb b b ，即

2
2 2

1
1 12 2 2
8 4

        
 

n n n n n nb b b b b b ，其中 12 n nb b   ，故

1
1ln ln 2 2ln ln 2 2ln
4

      
 

n n nb b b ，从而  1ln ln 2 2 ln ln 2   n nb b ，即

 1
1ln ln 2 2 ln ln 2  n

nb b ，
122 4




n

nb ，即
122 4



 
n

na ，故 12

2
4

  nna ．从而选项 D 正

确．

故选：D．

【点睛】

难点点睛：本题考查数列的性质，难度很大，解题难点在于有关数列的不等关系，一是用数

学归纳法进行证明，二是需引入函数，利用导数研究函数的单调性，从而得出数列的不等关

系，考查了学生的逻辑能力，运算求解能力，属于困难题．

例 5．（2023·辽宁·二模）已知等差数列 na 的前 n 项和为 nS ，满足

   3 3 9 9sin 1 2 5 0,sin 1 2 1 0a a a a        ，则下列结论正确的是（       ）

A． 11 3 911,S a a  B． 11 3 911,S a a 

C． 11 3 922,S a a  D． 11 3 922,S a a 

答案：B

【解析】

分析：

把已知等式变形为        3 3 9 9sin 1 2 3 0,1 1sin 1 2 3 0a a a a        ，构造函数

  sin 2 3f x x x   ，可知 3 1a  和 91 a 是函数  f x 的零点，故利用导数研究其  f x 单调性

并研究其零点，结合函数零点存在性定理求得 3 9,a a 的关系，再利用等差数列的性质与求和

公式即可求解.

【详解】



Q    3 3 9 9sin 1 2 5 0,sin 1 2 1 0a a a a       

        3 3 9 9sin 1 2 3 0,1 1sin 1 2 3 0a a a a       

令   sin 2 3f x x x   ，即 3 1a  和 91 a 是函数  f x 的零点

∵   cos 2 0f x x   ，故 f(x)最多有一个零点

3 1a   91 a ， 93 2a a  

∴
   91 11

11
311 11

11
2 2

a a a a
S

 
  

又∵  1 sin1 1 0f    ，  2 sin2 1 0f    ，

∴1＜ 3 91 1a a   ＜2，

∴ 32 3a  ， 91 0a   ，∴ 3 9a a .

故选：B

例 6．（2023·上海·高三专题练习）若等差数列 na 的公差 0d  ，令函数

 1( ) , ( ) min ( ), ( )i i i nf x x a a g x f x f x    L ， ( 其中 1,2, )i n L ，则下列四个结论中：①

( ) ( )ng x f x ；② ( ) ( )g x d g x d   ；③ 1( ) ( )n nf x d f x d   ；④ max 1( )g x a ；⑤

min ( ) ng x a ；错误的序号是_________.

答案：②④

【解析】

分析：

不妨取 1 1, 1a d    ，则 ( )if x x i i   过原点，且 ( )ny f x 在最下方，根据性质逐项判定，

即可求解，得到答案.

【详解】

不妨取 1 1, 1a d    ，则 ( )if x x i i   过原点，且 ( )ny f x 在最下方，

可得①中，函数 ( ) ( )ng x f x 是正确的；

②中， ( ) ( 1) 1 , ( ) 1ng x d f x x n n g x d x n n            ，

所以 ( ) ( )g x d g x d   ，所以不正确；

③中， 1( ) ( 1) 1 , ( ) 1 ( 1) 1 1n nf x d f x x n n f x d x n n x n n                  ，

所以 1( ) ( )n nf x d f x d   ，所以是正确的；

④中，由 ( ) ( )ng x f x x n n    ，函数  g x 无最大值，所以 max 1( )g x a 不正确；

⑤中，函数 ( )nf x x n n   ，所以当 x n  时，函数  nf x 取得最小值 nn a  ，

即函数 min ( ) ng x a ，所以是正确的.

故答案为：②④.



【点睛】

本题主要考查了等差数列的性质，以及函数的基本行性质的应用，其中解答中认真审题，合

理利用题设条件，构造新函数，逐项判定是解答的关键，着重考查了分析问题和解答问题的

能力，属于中档试题.

【方法技巧与总结】

利用函数与数列知识的相互联系、相似性质：

（1）抽象函数的关系与数列递推关系式类似.

(2)函数单调性与数列单调性的相似性.

（3）数列与不等式的综合可以利用数列的形式构造辅助函数，利用函数的性质证明不

等式，因此解决数列问题可转化为函数问题，用函数的知识或方法解决.

题型二：函数与不等式的综合

例 7．（2023·全国·模拟预测）已知函数  f x 是定义域为 R 的函数，    2 0f x f x    ，

对任意 1x ，  2 1,x    1 2x x ，均有    2 1 0f x f x  ，已知 a，b  a b 为关于 x 的方程

2 22 3 0x x t    的两个解，则关于 t 的不等式       0f a f b f t   的解集为（       ）

A．  2,2 B．  2,0 C．  0,1 D．  1,2

答案：D

【解析】

分析：

由题可得函数  f x 关于点  1,0 对称，函数  f x 在 R 上单调递增，进而可得

   0 1f t f  ，利用函数的单调性即得.

【详解】

由    2 0f x f x    ，得  1 0f  且函数  f x 关于点  1,0 对称．

由对任意 1x ，  2 1,x    1 2x x ，均有    2 1 0f x f x  ，

可知函数  f x 在 1, 上单调递增．

又因为函数  f x 的定义域为 R，

所以函数  f x 在 R 上单调递增．

因为 a，b  a b 为关于 x 的方程 2 22 3 0x x t    的两个解，

所以  2Δ 4 4 3 0t    ，解得 2 2t   ，

且 2a b  ，即 2b a  ．

又    2 0f x f x    ，

令 x a  ，则     0f a f b  ，



则由       0f a f b f t   ，得    0 1f t f  ，

所以 1t  ．

综上，t 的取值范围是  1,2 .

故选：D．

例 8．（2023·海南·模拟预测）已知函数
ln( 1) ,1 3

( )
2 2, 1

x x
f x

x x
      

，若关于 x 的不等式

( ) 1x m f x x m     有且仅有两个整数解，则m 的取值范围是__________．

答案：[ 3 ln 2, 2)  

【解析】

分析：

令    =g x f x x ，讨论  g x 的单调性，分析画出函数的图象，由 ( ) 1m f x x m    可知

3 ln 2 2m     .

【详解】

关于 x 的不等式 ( ) 1x m f x x m     有且仅有两个整数解，转化为 ( ) 1m f x x m    有

且仅有两个整数解，令      
 

3 2, 0
2,0 1

ln 1 ,1 2
ln 1 ,2 3

x x
x x

g x f x x
x x x

x x x

  
          
    

，

当 2 3x  ，    ln 1  g x x x，   1 1 1 21 0
1 1 1

x xg x
x x x

       
  

，所以  g x 在  2,3

上单调递减，同理已知  g x 在  ,0 ，  1, 2 上单调递减，在  0,1 上单调递增，且

       0 2, 1 1, 2 2, 3 ln 2 3g g g g        ，  g x 的图象如下图，而 , 1y m y m   的距离

为 1，即在 , 1y m y m   之间有且仅有两个整数解，所以 3 ln 2 2m     ，则m 的取值范

围是：[ 3 ln 2, 2)   .

故答案为：[ 3 ln 2, 2)   .



例 9．（2023·全国·高三专题练习）不等式  10112 2002 21 2 1 0x x x     的解集为：

_________．

答案：
2 2,

2 2
 
 

 

【解析】

分析：

将不等式化为    1011 10112 2 2 21 1x x x x     ，构造   1011f x x x  根据其单调性可得

2 21x x  ，求解即可.

【详解】

不等式变形为    1011 10112 2 2 21 1 0x x x x      ，

所以    1011 10112 2 2 21 1x x x x     ，

令   1011f x x x  ，则有    2 21f x f x  ，显然 ( )f x 在 R 上单调递增，

则 2 21x x  ，可得
2 1

2
x  ，解得

2 2
2 2

x   .

故不等式的解集为
2 2,

2 2
 
 

 
．

故答案为：
2 2,

2 2
 
 

 



例 10．（2023·四川遂宁·三模（文））德国大数学家高斯年少成名，被誉为数学届的王子，19

岁的高斯得到了一个数学史上非常重要的结论，就是《正十七边形尺规作图之理论与方法》，

在其年幼时，对1 2 3 100   L 的求和运算中，提出了倒序相加法的原理，该原理基于所

给数据前后对应项的和呈现一定的规律生成，因此，此方法也称之为高斯算法，现有函数

2( )
2 2

x

x
f x 


，设数列{ }na 满足

*1 2 1(0) ( ) ( ) ( ) (1)( )n
na f f f f f n N

n n n


      L ，若存在

*n N 使不等式
2 4 2 27 0nn n ka    成立，则 k 的取值范围是______.

答案：
49 ,
5

  

【解析】

分析：

根据题意先求 ( ) (1 )f x f x  ，然后利用倒序相加法求 na ，则由
2 4 2 27 0nn n ka    可得

2 24 27 ( 1) 2( 1) 24 24( 1) 2
1 1 1

n n n nk n
n n n

     
     

  
，求出

24( 1) 2
1

n
n

  


的最小值即可

求得 k 的取值范围

【详解】

因为
2( )

2 2

x

x
f x 


，

所以
1

1

2 2 2 2 2 2( ) (1 ) 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

x x x x

x x x x x x
f x f x




        

      
，

由
*1 2 1(0) ( ) ( ) ( ) (1)( )n

na f f f f f n N
n n n


      L ，

1 2 1(1) ( ) ( ) ( ) (0)n
n na f f f f f

n n n
 

     L ，

所以 2 1na n  ，所以
1

2n
na 

 ，

所以由
2 4 2 27 0nn n ka    ，得

2 14 2 27 0
2

nn n k 
     ，

2 4 ( 1) 27 0n n k n     ，

2 4 27 ( 1)n n k n    ，

所以
2 24 27 ( 1) 2( 1) 24 24( 1) 2

1 1 1
n n n nk n

n n n
     

     
  

，

令
24( ) ( 1)

1
g x x

x
  


，（ *x  N ）则当0 2 6 1x   ， ( )g x 递减，当 2 6 1x   时， ( )g x

递增，

因为
24 49 24(4) 5 , (3) 4 10
5 5 4

g g      ，



所以 min
49( ) (4)
5

g x g  ，

所以
49 592
5 5

k    ，

即 k 的取值范围是
49 ,
5

  
，

故答案为：
49 ,
5

  

【方法技巧与总结】

不等式问题转化为函数问题是静态转化为动态，常量转化为变量，这体现了函数思想，

并能用函数的图像及性质解答.

题型三：函数中的创新题

例 11．（2023·全国·高三专题练习）定义两个函数的关系：函数 ( ), ( )m x n x 的定义域分别为

,A B，若对任意的 1x A ，总存在 2x B ，使得 1 2( ) ( )m x n x ，我们就称函数 ( )m x 为 ( )n x 的“子

函数”．已知函数
3( ) 1 ln
4 3

xf x x   ， 4 3 2( ) 3g x x ax bx ax     ， , Ra b ．

（1）求函数 ( )f x 的单调区间；

（2）若 ( )f x 为 ( )g x 的一个“子函数”，求 2 2a b 的最小值．

答案：（1）单调递减区间为  0,3 ，单调递增区间为 (3, ) ，（2）
4
5
．

【解析】

分析：

（1）求导，令 '( ) 0f x  ，可得  f x 的单调递增区间；令 '( ) 0f x  ，可得  f x 的单调递减

区间；

（2）根据  f x 的单调性求出  f x 的取值范围，进而得到 min( ) 2g x  ，即   2g x  有实数解，

从而得到
2

2
1 1 0x ax b a
x x

     ，令
1 ( , 2 2, )] [t x
x

       ，可得 2 2 0t at b    ，

令 2 2u a b  ，则
2

min 2

2
1

tu
t





， 2 4t  ，利用换元法和函数的单调性即可得出结果.

【详解】

（1）
3( ) 1 ln
4 3

xf x x   ，函数  f x 的定义域为  0,  ，

3 1 ( 1 2)(2 1 1)( )
4 2 1 4 1

x xf x
x x x x

   
   

 
' ，

令 '( ) 0f x  ，即 1 2 0x   ，解得 3x  ，

所以函数  f x 的单调递增区间为 (3, ) ；



令 '( ) 0f x  ，即 1 2 0x   ，解得0 3x  ，

所以函数  f x 的单调递减区间为  0,3 ，

综上，函数  f x 的单调递减区间为  0,3 ，单调递增区间为 (3, ) .

（2）由（1）知，当 3x  时，函数  f x 取得极小值，即最小值，

所以   2,[ )f x   ，

当 x  时，  g x  ，

且  g x 为连续函数，只需 min( ) 2g x  ，

即   2g x  有实数解，

即 4 3 2 1 0x ax bx ax     ，因为 0x  ，

则
2

2
1 1 0x ax b a
x x

     ，

令
1 ( , 2 2, )] [t x
x

       ，

即 2 2 0t at b    在区间 ( , 2] [2, )  U 上有实数解，

将  ,a b 看成直线 2 2 0ta b t    上的点，

令 2 2u a b  ，则
2

min 2

2
1

tu
t





， 2 4t  ，

令 2 1 5s t   ，则 min
3 2

5
u s

s
   ，

所以 2 2a b 的最小值为
4
5

.

【点睛】

本题考查了利用导数研究函数的单调性、极值、最值，不等式的解法，考查了换元法和等价

转化法的应用，考查学生的推理能力与计算能力，属于难题.

例 12．（2023·上海·高三专题练习）若存在常数  0k k  ，使得对定义域D内的任意

 1 2 1 2,x x x x ，都有    1 2 1 2f x f x k x x   成立，则称函数  f x 在其定义域 D上是“ k 

利普希兹条件函数”．

（1）若函数    , 1 4f x x x   是“ k 利普希兹条件函数”，求常数 k 的最小值；

（2）判断函数   2logf x x 是否是“ 2 利普希兹条件函数”，若是，请证明，若不是，请说

明理由；

（3）若   y f x x R  是周期为 2 的“1利普希兹条件函数”，证明：对任意的实数 1 2,x x ,都

有    1 2 1f x f x  ．
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