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初等数论学习总结

本课程只介绍初等数论的的基本内容。由于初等数论的基本知识和技巧与中学数学

有着密切的关系， 因此初等数论对于中学的数学教师和数学系(特别是师范院校)的本

科生来说，是一门有着重要意义的课程，在可能情况下学习数论的一些基础内容是有益

的．一方面通过这些内容可加深对数的性质的了解，更深入地理解某些他邻近学科，另

一方面，也许更重要的是可以加强他们的数学训练，这些训练在很多方面都是有益

的．正因为如此，许多高等院校，特别是高等师范院校，都开设了数论课程。

     最后，给大家提一点数论的学习方法，即一定不能忽略习题的作用，通过做习题来理

解数论的方法和技巧，华罗庚教授曾经说过如果学习数论时只注意到它的内容而忽略习题

的作用，则相当于只身来到宝库而空手返回而异。

数论有丰富的知识和悠久的历史，作为数论的学习者，应该懂得一点数论的常识，为此

在辅导材料的最后给大家介绍数论中著名的“哥德巴赫猜想”和费马大定理的阅读材料。

初等数论自学安排

第一章：整数的可除性（6 学时）自学 18 学时

整除的定义、带余数除法

最大公因数和辗转相除法

整除的进一步性质和最小公倍数

素数、算术基本定理

[x]和{x}的性质及其在数论中的应用

习题要求 3p ：2，3 ； 8p ：4 ； 12p ：1； 17p ：1，2，5； 20p ：1。

第二章：不定方程（4 学时）自学 12 学时

二元一次不定方程 cbyax 

多元一次不定方程 cxaxaxa nn  �2211

勾股数

费尔马大定理。

习题要求 29p ：1，2，4； 31p ：2，3。



3

第三章：同余（4 学时）自学 12 学时

同余的定义、性质

剩余类和完全剩余系

欧拉函数、简化剩余系

欧拉定理、费尔马小定理及在循环小数中的应用

习题要求 43p ：2，6； 46p ：1； 49p ：2，3； 53p  1，2。

第四章：同余式（方程）（4 学时）自学 12 学时

同余方程概念

孙子定理

高次同余方程的解数和解法

素数模的同余方程

威尔逊定理。

习题要求 60p ：1； 64p ：1，2； 69p ：1，2。

第五章：二次同余式和平方剩余（4 学时）自学 12 学时

二次同余式

单素数的平方剩余与平方非剩余

勒让德符号

二次互反律

雅可比符号、

素数模同余方程的解法

习题要求 78p ：2； 81p ：1，2，3； 85p ：1，2； 89p ：2； 93p ：1。

第一章：原根与指标（2 学时）自学 8 学时

指数的定义及基本性质

原根存在的条件

指标及 n 次乘余

模 2 
及合数模指标组、
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（2） a∣b,  a∣c, 则有 a∣mb+nc

读者要熟练掌握并能灵活应用。特别要注意，数论的研究对象是整数集合，比小学数学

中非负整数集合要大。

本章中最重要的定理之一为带余除法定理，即为

设 a 是整数，b 是非零整数，则存在两个整数 q，r，使得

             a=bq+r      （0 br ）

它可以重作是整除的推广。同时也可以用带余除法定理来定义整除性，（即当余数 r=0

时）。带余除法可以将全体整数进行分类，从而可将无限的问题转化为有限的问题。这是一

种很重要的思想方法，它为我们解决整除问题提供了又一条常用的方法。同时也为我们建立

同余理论建立了基础。读者应熟知常用的分类方法，例如把整数可分成奇数和偶数，特别对

素数的分类方法。例全体奇素数可以分成 4k+1，4k+3；或 6k+1，6k+5 等类型。

和整除性一样，二个数的最大公约数实质上也是用等号来定义的，因此在解决此类问题

时若有必要可化为等式问题，最大公因数的性质中最重要的性质之一为 a=bq+c，则一定有

（a，b）=（b，c），就是求二个整数的最大公约数的理论根据。也是解决关于最大公约数

问题的常用方法之一。读者应有尽有认真体会该定理的证明过程。

互素与两两互素是二个不同的概念，既有联系，又有区别。要认真体会这些相关的性质，

例如，对于任意 a ,b∈Z，可设（a ,b）=d，则 a=da1 ,b=db1，则（a1 ,b1）=1，于是可对

a1 ,b1 使用相应的定理，要注意，相关定理及推论中互素的条件是经常出现的。读者必须注

意定理成立的条件，也可以例举反例来进行说明以加深影响。顺便指出，若 a∣c，b∣c，

（a ,b）=1，则 ab∣c 是我们解决当除数为合数时的一种方法。好处是不言而喻的。

最小公倍数实际上与最大公因数为对偶命题。特别要指出的是 a 和 b 的公倍数是有无穷

多个。所以一般地在无穷多个数中寻找一个最小数是很困难的，为此在定义中所有公倍数中

的最小的正整数。这一点实际上是应用自然数的最小自然数原理，即自然数的任何一个子集

一定有一个最小自然数有在。最小公倍数的问题一般都可以通过以下式子转化为最大公因数

的问题。两者的关系为
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a ,b∈N，   [a ,b]=  ba
ab
,

上述仅对二个正整数时成立。当个数大于 2 时，上述式子不再成立。证明这一式子的关

键是寻找 a , b 的所有公倍数的形式，然后从中找一个最小的正整数。

解决了两个数的最小公倍数与最大公因数问题后，就可以求出 n 个数的最小公倍数与最

大公因数问题，可以两个两个地求。即有下面定理

设 naaa �,, 21 是 n 个整数， ,),( 221 daa  �,),( 332 dad  ,),( 1 nnn dad  则（ naaa �,, 21 ）

= ,nd

设 ,],[ 221 maa  �,),( 332 mam  ,),( 1 nnn mam  则有[ naaa �,, 21 ]= ,nm

素数是数论研究的核心，许多中外闻名的题目都与素数有关。除 1 外任何正整数不是质

数即为合数。判断一个已知的正整数是否为质数可用判别定理去实现。判别定理又是证明素

数无穷的关键。实际上，对于任何正整数 n>1，由判别定理一定知存在素数 p，使得 p∣n 。

即任何大于 1 的整数一定存在一个素因数 p 。素数有几个属于内在本身的性质，这些性质是

在独有的，读者可以用反例来证明：素数这一条件必不可少。以加深对它们的理解。其中 p

∣abp∣a 或 p∣b 也是常用的性质之一。也是证明算术基本定理的基础。

算术基本定理是整数理论中最重要的定理之一，即任何整数一定能分解成一些素数的乘

积，而且分解是唯一的，不是任何数集都能满足算术基本定理的，算术基本定理为我们提供

了解决其它问题的理论保障。它有许多应用，由算术基本定理我们可以得到自然数的标准分

解问题。

设 a= k
kpp  ...1

1 ，b= k
kpp  ...1

1 ， 0,0  ii  则有

（a，b）= k
kpp  ...1

1     ),min( iii  

[a，b]= k
kpp  ...1

1    maxi ),( ii 

例如可求最大公约数，正整数正约数的个数等方面问题，对具体的 n，真正去分解是件

不容易的事。对于较特殊的 n，例如 n！分解还是容易的。应用[x]的性质，n！的标准分解

式可由一个具体的公式表示出来，这一公式结合[x]
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的性质又提供了解决带有乘除符号的整除问题的方法。

本章的许多问题都围绕着整除而展开，读者应对整除问题的解决方法作一简单的小结。

五、例子选讲

补充知识

①最小自然数原理：自然数的任意非空子集中一定存在最小自然数。

②抽屉原理：

（1）设 n 是一个自然数，有 n 个盒子，n+1 个物体，把 n+1 个物体放进 n 个盒子，至

少有一个盒子放了两个或两个以上物体；

（2）km+1 个元素，分成 k 组，至少有一组元素其个数大于或等于 m+1；

（3）无限个元素分成有限组，至少有一组其元素个数为无限。

③梅森数：形如 2n-1 的数叫梅森数，记成 Mn=2n-1。

④费尔马数：n 为非负整数，形如 12 2 
n

的数叫费尔马数，记成 Fn= 12 2 
n

。

⑤设 n= k
kpp  ...1

1 ，设 n 的正因子个数为 d(n)，所有正因子之和为 )(n ，则有

))...(()()( 111 21  knd 

1
1

1
1

1
1 1

2

1
2

1

1
1

21
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k
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P
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⑥有关技巧

1. 整数表示 a=a0×10n+a1×10n-1+…+an，

a=2kb(b 为奇数)

  2.整除的常用方法

a. 用定义

b. 对整数按被 n 除的余数分类讨论

c. 连续 n 个整数的积一定是 n 的倍数

d. 因式分解

an-bn=(a-b)M1,

an+bn=(a+b)M2, 2  n

e. 用数学归纳法
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f. 要证明 a|b，只要证明对任意素数 p，a 中 p 的幂指数不超过 b 中 p 的幂指数即可，

用 p(a)表示 a 中 p 的幂指数，则 a|b  p(a)  p(b)

例题选讲

例 1.请写出 10 个连续正整数都是合数.

解: 11!+2，11!+3，……，11！+11。

例 2. 证明连续三个整数中，必有一个被 3 整除。

证：设三个连续正数为 a，a+1，a+2，而 a 只有 3k，3k+1，3k+2 三种情况，令 a=3k，显

然成立，a=3k+1 时，a+2=3(k+1)，a=3k+2 时，a+1=3(k+1)。

例 3. 证明 lg2 是无理数。

证：假设 lg2 是有理数，则存在二个正整数 p，q，使得 lg2=
q
p
，由对数定义可得 10 p =2 q ，

则有 2 p ·5 p  =2 q ,则同一个数左边含因子 5，右边不含因子 5，与算术基本定理矛盾。∴lg2

为无理数。

例 4. 求(21n+4，14n+3)

解：原式=(21n+4,14n+3)=(7n+1,14n+3)=(7n+1,7n+2)=(7n+1,1)=1

例 5. 求 2004!末尾零的个数。

解：因为 10=2×5，而 2 比 5 多，

所以只要考虑 2004！中 5 的幂指数，即

5（2004！）= 499
5

2004
5

2004
125
2004

25
2004

5
2004

54






































例 6.证明（n!）(n-1)!|(n!)!

证：对任意素数 p,设（n!）(n-1)!中素数 p 的指数为 ，

（n!）!中 p 的指数β，则
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即   ，即左边整除右边。

例 7. 证明 2003|（20022002+20042004-2005）

证：∵  20022002=（2003-1）2002=2003M1+1

20042004=（2003+1）2002=2003M2+1

∴20022002+20042004-2005=2003（M1+M2-1）

由定义 2003|（20022002+20042004-2005）

例 8. 设 d(n)为 n 的正因子的个数，  (n)为 n 的所有正因子之和，求 d(1000)，  (1000)。

解：∵ 1000=23·53

∴ d(1000)=(3+1)(3+1)=16，  (1000)=
15
15

12
12 44








例 9. 设 c 不能被素数平方整除，若 a2|b2c，则 a|b

证：由已知 p(c)≤1，且 p(a2)≤p(b2c)

∴ 2p(a)≤2p(b)+p(c)   ,   ∴ p(a)≤p(b)+
2

)(cp

即 p(a) ≤p(b)     ,       ∴ a|b

例 10. 若 Mn 为素数，则 n 一定为素数。

证：若 n 为合数，则设 n=ab，（1<a,b<n）

∴ 2ab-1=(2a)b-1=(2a-1)M 为合数，与 Mn 为素数矛盾，

∴ n 为素数。

例 11. 证明对任意 m,n，m≠n, (Fn,Fm)=1。

证：不妨设 n>m，则 Fn-2=（ 12
12 

n

）（ 12
12 

n

）=(Fn-1-2) （ 12
12 

n
）
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= Fn-1Fn-2……Fm- F0

设（Fn,Fm）=d,则 d|Fn, d|Fm  d|2

但 Fn 为奇数，∴d=1, 即证。

例 12. 设 m,n 是正整数。证明

( , )(2 1,2 1) 2 1m n m n   

证 :  不妨设 nm  。由带余数除法得

,11 rnqm     .nr  10

我们有

12122122212 1111111   rnqrrrrnqm )(

由此及 1212 1  nqn | 得, ),( 1212  nm = ),( 1212 1  rn

注意到 ),(),( 1rnnm  ,若 01 r ,则 nnm ),( ,结论成立.若 01 r ,则继续对 ),( 1212 1  rn 作同样的

讨论，由辗转相除法知，结论成立。显见，2 用任一大于 1 的自然 a 代替，结论都成立。

例 13. 证明：对任意的正整数n ，成立如下不等式 2lglg kn  。

其中 nlg 是数n 的以 10 为底的对数，k 是n 的不同的素因数（正的）的个数。

证：设n 是大于 1 的整数（如果n =1，上述不等式显然成立，因k =0）， kppp ,...,, 21  是n 的k

个相异的素因素。n 的素因数分解式为

kl
k

ll pppn ...21
21 .( kili ,...,,, 211  )  , 由于 ),...,,(, kipi 212  ，从而

kkk lllllll
k

ll pppn  ......... 212121 222221 ，

而 klll k  ...21 ，故 kn 2 。

将上述不等式取对数（设底 1a ）,则有 2aa kn loglog  。

特别有 2lglg kn  。

例 14. 试证明任意一个整数与它的数字和的差必能被 9
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整除，并且它与它的数字作任意调后换后所成整数的差也能被 9 整除。

证： 设整数 m 的个位、十位、百位…的数字分别为 1a , 2a ，…， na ，则m 可表作：

n
n aaaam 1

321 1010010  ...

  )......()...( n

n

n aaaaaaa
��� 个1

32321 999999




)......()...( n

n

n aaaaaaa
��� 个1

32321 111119




所以 )...( naaaam  321 )......( n

n

aaa
��� 个1

32 111119




因为 2a ， 3a ,…， na 都是整数，所以任一整数与其数字之和的差必能被 9 整除。

再设将 1a , 2a ，…， na 按任一种顺序排成 1'a , 2'a ，…， na ' ，并令

naaa  ...21 ， naaa '...'''  21 ， n
n aaam 1

21 1010  ... ，

n
n aaam '...''' 1

21 1010  。

根据前面证明的结果，知存在整数 A，B，使 .'', BmAm 99  

因为 '  ，所以 )('' BABAmm  999  。

由于 A-B 是整数，这就证明了 'mm  能被 9 整除。

注：若对某个整数 )( nkk 1 ，有 0ka ' ，但当 nik  时， 0ia ' ，则此时 'm 为整数：

,'...''' k
k aaam 1

21 1010  即 12 ''...'' aaam k 。

如前证，此时结论正确。又当m 为负整数及零时，结论显然正确。

➢ 第二章   不定方程

一、 主要内容

一次不定方程有解的条件、解数、解法、通解表示，不定方程 x2+y2=z2通解公式、无

穷递降法、费尔马大定理。

二、 基本要求

1、了解不定方程的概念，理解对“解”的认识，掌握一次不定方程 cbyax  有解的

条件，能熟练求解一次不定方程的特解，正整数解及通解。了解多元一次不定方程
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cxaxaxa nn  �2211 有解的条件，在有解的条件下的解法。

2、掌握不定方程 x2+y2=z2 在一定条件下的通解公式，并运用这个通解公式作简单的应

用。

3、对费尔马大定理应有在常识性的了解，掌握无穷递降法求证不定方程 x4+y4=z2 无解

的方法。

4、掌握证明不定方程无解的若干方法。

三、难点和重点

（1）重点为求解一次不定方程的方法

（2）掌握第二节中引证的应用。

（1） 费尔马无穷递降法。

四、自学指导

不定方程主要讲解以下几个问题

（i）给定一类不定方程，判别在什么条件下有解。

（ii）在有解的条件下，有多少解

（iii）在有解的条件下，求出所给的不定方程的所有解。

   二元一次不定方程的一般形式为 ax+by=c 。若(a ,b)∣c，则该二元一次不定方程一定有

解，若已知一个特解，则一切解可以用公式表示出来，因此求它的通解只要求出一个特解即

可。求解二元一次不定方程的一个通解有好多种方法。读者应该总结一下，各种方法都有独

到之处。特别要指出用最大公因数的方法。它的根据是求（a ,b）时所得的结果。由于注意

通解公式 x=x0-b1t，y=y0+a1t 中 a1，b1的意义和位置。以免出错。

多元一次不定方程 cxaxaxa nn  �2211 也有类似的结果，但在求解的过程中将它转

化二元一次不定方程组，从最后一个二元一次不定方程解起，可逐一解出 x1 ,x2 ,……xn 。

所用的方法一般选择最大公因数的方法。由于 n 元一次不定方程可转化为 n-1 个二元一次不

定方程组，故在通解中依赖于 n-1 个任意常数。但不象二元一次不定方程那样有公式来表示。

x2+y2=z2的正整数解称为勾股数，在考虑这个方程时，我们对（x ,y
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）作了一些限制，而这些限制并不影响其一般性。在条件 x>0，y>0，z>0，（x，y）=1，

2∣x 的条件可以给出 x2+y2=z2 的通解公式，x=2ab，y=a2-b2，z2=a2+b2，a>b>0 , (a ,b)=1，

a ,b 一奇一偶。若将 2∣x 限为 2∣y，则也有相应的一个通解公式。在证明这个通解公式的

过程中，用到了引理 uv=w2，u>0，v>0，（u ,v）=1，则 u=a2，v=b2，w=ab 。a>0，b>0，

（a ,b）=1 。利用这个结论可以求解某些不定方程。特别当 w=1 或素数 p 。则由 uv=1 或 uv=P 

可将原不定方程转化为不定方程组。从而获得一些不定方程的解。上述解不定方程的方法叫

因子分解法。希望读者能掌握这种方法。     

为了解决著名的费尔马大定理：xn+yn=zn ，n≥3 无正整数解时，当 n=4 时可以用较初

等的方法给出证明。证明由费尔马本人给出的，一般称为费尔马无穷递降法。其基本思想为

由一组解出发通过构造得出另一组解，使得两组解之间有某种特定的关系，而且这种构造可

以无限重复的。从而可得到矛盾。因此无穷递降法常用来证明某些不定方程无整数解。

证明一类不定方程无解是研究不定方程邻域中常见的形式，一般的要求解不定方程比证

明不定方程无解要容易些。证明不定方程无解的证明方法常采用以下形式：（反证法）

若 A 有解A1有解A2有解……An有解，而 An本身无解，这样来构造矛盾。从而

说明原不定方程无解。

对于证明不定方程的无解性通常在几种方法，一般是总的几种方法交替使用。特别要求

掌握：简单同余法、因子分解法、不等式法，以及中学数学中所涉及的判别式法。

五、例子选讲

例 1：利用整数分离系数法求得不定方程 15x+10y+6z=61。

解：注意到 z 的系数最小，把原方程化为

z= )()( 123
6
11022611015

6
1

 yxyxyx

令 t1= zyx  )( 123
6
1 ，即-3x+2y-6t1+1=0

此时 y 系数最小， )()( 1
2
13163

2
1

11  xtxtxy

令 t2 = zx  )( 1
2
1 ,即 12 2  tx ,反推依次可解得

y=x+3t1+t2=2t2+1+3t1+t2=1+3t1+3t2

z=-2x-2y+10+t1=6-5t1+10t2
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∴原不定方程解为













21

21

2

1056
331

21

ttz
tty

tx
t1t2∈z.

例 2:证明 2 是无理数

证：假设 2 是有理数，则存在自数数 a,b 使得满足 22 2yx  即 22 2ba  ，容易知道 a 是偶数，

设 a=2a1，代入得 2
1

2 2ab  ,又得到 b 为偶数， aba 1 ，设 12bb  ，则 2
1

2
1 2ba  ,这里 12 ab 

这样可以进一步求得 a2，b2…且有 a>b>a1>b1> a2>b2>…

但是自然数无穷递降是不可能的，于是产生了矛盾，∴ 2 为无理数。

例 3：证明：整数勾股形的勾股中至少一个是 3 的倍数。

证：设 N=3m±1(m 为整数)   ，  ∴N2=9m2±6m+1=3(3m2±2m)+1

即一个整数若不是 3 的倍数，则其平方为 3k+1,或者说 3k+2 不可能是平方数，设 x,y 为

勾股整数，且 x,y 都不是 3 的倍数，则 x2,y2都是 3k+1，但 z2=x2+y2=3k+2 形，这是不可

能，∴勾股数中至少有一个是 3 的倍数。

例 4：求 x2+y2=328 的正整数解

解：∵ 328 为偶数，∴x,y 奇偶性相同，即 x±y 为偶数，设 x+y=2u, x-y=2v，代入原方程即

为

u2+v2=164,同理令 u+v=2u1,u-v=2v1有

211211
2
1

2
1 2282 vvuuvuvu  ,,

,412
2

2
2  vu 22 vu , 为一偶一奇，且 0<u2<6

u2=1，2，3，4，5 代方程，有解（4，5）（5，4）

∴原方程解 x=18,y=2,或 x=2,y=18。

例 5：求 x2+xy-6=0 的正整数解。

解：原方程等价于 x(x+y)=2·3,故有

∴







,
,

3
2
yx

x   







,
,

2
3
yx

x   







,
,

6
1
yx

x   







.
,

1
6
yx

x     ，  ∴ 即有 x=2,y=1; x=1,y=5.
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例 6：证明不定方程 x2-2xy2+5z+3=0 无整数解。

解：若不定方程有解，则 3542  zyyx

但 y4≡0，1(mod5), ∴ 对 y,z      ，y4-5z-3≡2，3(mod5)

而一个平方数≡0，1，4（mod 5）

∴ y4-5z-3 不可能为完全平方，即 354  zy 不是整数，所以原不定方程无解。

例 7：证明： 222 zyx  78  a 无整数解

证：若原方程有解，则有 222 zyx  )8(mod78  a

注意到对于模 8，有

,002  ,112  ,422  ,132  ,042  ,152  ,462  ,172 

因而每一个整数对于模 8，必同余于 0，1，4 这三个数。

不论 222 ,, zyx 如何变化，只能有 )8(mod6,5,4,3,2,1,0222  zyx

而 8 7 7(mod8)a   ，故 78 a 不同余于 222 zyx  关于模 8，所以假设错误，即

 78a 222 zyx  ，从而证明了原方程无解。

例 8:某人到银行去兑换一张 d 元和 c 分的支票，出纳员出错，给了他 c 元和 d 元，此人直

到用去 23 分后才发觉其错误，此时他发现还有 2d 元和 2c 分，问该支票原为多少钱？

解：由题意立式得： cddc 2210023100 

即 .2319998  dc

令 dcu 2 得 ,23398  du

令 duv  33 得 .233  uv

所以 vvu (233  为任意整数），代入得：

,23339833  vvud （1）

,23671992  vduc

其中 v 是任意整数。又根据题意要求： 10000  cd , .
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根据(1)，仅当 v=8 时满足此要求，从而 ., 5125  cd

因此该支票原为 25 元 51 分.

➢ 第三章  同余

一、 主要内容

同余的定义、性质、剩余类和完全剩余系、欧拉函数、简化剩余系、欧拉定理、费尔马

小定理、循环小数、特殊数 2，3，4，5，6，7，8，9，11，13 的整除规律

二、 基本要求

通过本章的学习，能够掌握同余的定义和性质，区别符号：“三”和=”之间的差异。能

利用同余的一些基本性质进行一些计算，深刻理解完全剩余系，简化剩余系的定义、性质及

构造。能判断一组数是否构成模 m 的一个完全剩余系或一个简化剩余系。能计算欧拉函数

的值，掌握欧拉定理、费尔马小定理的内容以及证明方法。能应用这二个定理证明有关的整

除问题和求余数问题。能进行循环小数与分数的互化。

三、难点和重点

（1）同余的概念及基本性质

（2）完全剩余系和简化剩余系的构造、判别

（3）欧拉函数计算、欧拉定理、费尔马小定理的证明及应用

（4）循环小数与分数的互化

（5）特殊数的整除规律。

四、自学指导

同余理论是初等数论中最核心的内容之一，由同余定义可知，若 a≡b(mod m)，则 a

和 b 被 m 除后有相同的余数。这里 m 为正整数，一般要求 m 大于 1，称为模，同余这一思

想本质上是将整数按模 m 分类，然后讨论每一个类中整数所具有的共性及不同类之间的差

异。第一章中用带余除法定理将整数分类解决一些问题的方法只不过是同余理论中的一个特

殊例子。从同余的定理上看，同余和整除实际上是同一回事，故同余还有二个等价的定义：①
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用整除来定义即  m∣a-b 。②用等号来定义 a=b+mt 。值得注意 a 和 b 关于 m 同余是

个相对概念。即它是相对于模 m 来讲，二个整数 a 和 b 关于一个整数模 m 同余。则对于另

一个整数模 m 1，a 和 b 未必会同余。

从定义上看，同余和整除是同一个事情，但引进了新的符号“三”后，无论从问题的叙

述上，还是解决问题的方法上都有了显著的变化，同时也带来了一些新的知识和方法。在引

进了同余的代数性质和自身性质后，同余符号“三”和等号“=”相比，在形式上有几乎一

致的性质，这便于我们记忆。事实上在所有等号成立的运算中，只有除法运算是个例外，即

除法的消去律不成立。为此对于同余的除法运算我们有二种除法：

（i）模不改变的除法，若 ak≡bk(mod m) ，(k,m)=1，则 a≡b(mod m)

(ii)模改变的除法,  若 ak≡bk(mod m)   (k,m)=d,则 a≡b 







a
mmod

这一点读者要特别注意。

完全剩余系和简化剩余系是二个全新的概念，读者只要搞清引成这些概念的过程。因为

同余关系是一个等价关系，利用等价关系可以进行将全体整数进行分类，弄清来胧去脉，对

于更深刻理解其本质是很有好处的。完全剩余系或简化剩余系是一个以整数为元素的集合，

在每个剩余类各取一个数组成的 m 个不同数的集合，故一组完全剩余系包含 m 个整数，由于

二个不同的剩余类中的数关于 m 两两不同余，故可得判别一组数是否为模 m 的一个完全剩余

系的条件有二条为

（1） 个数=m

（2） 关于 m 两两不同余

另外要能用已知完全剩余系构造新的完全剩余系。即有定理

设（a，m）=1，x 为 m 的完全剩余系，则 ax+b 也是 m 的完全剩余系。

当 1),( 21 mm 时，能由 1m 的完全剩余系和 2m 的完全剩余系，构造 21mm 完全剩余系。

为讨论简化剩余系，需要引进欧拉函数φ(m)，欧拉函数φ(m)定义为不超过 m 且与 m 互

素的正整数的个数，记为φ(m)，要掌握φ(m)的计算公式，了解它的性质。这些性质最主要

的是当（a ,b）=1 时，φ(ab) = φ(a) φ(b)，和
1)(   ppp
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现在在剩余类中把与 m 互素的集合分出来，从中可在各个集合中任取一个数即可构造模

m 的一个简化剩余系。另一方面，简化剩余数也可从模 m 的一个完全剩余系中得到简化剩余

系，一组完全剩余系中与 m 互素的的数组成的φ(m)个不同数的集合称为 m 简化剩余系。同

样简化剩余系也有一个判别条件。

判别一组整数是否为模 m 的简化剩余系的条件为

（2） 个数=φ(m)

（3） 关于 m 两两不同余

（3） 每个数与 m 互素

关于 m 的简化剩余系也能用已知完全剩余系构造新的简化剩余系。

设（a，m）=1，x 为 m 的简化剩余系，则 ax 也是 m 的简化剩余系。

当 1),( 21 mm 时，能由 1m 的简化剩余系和 2m 的简化剩余系，构造 21mm 简化剩余系。

欧拉定理、费尔马小定理是同余理论非常重要的定理之一。要注意欧拉定理和费尔马定

理的条件和结论。

欧拉定理：设 m 为大于 1 的整数，（a，m）=1，则有

)(mod1)( ma m 

费尔马小定理：若 p 是素数，则有

                )(mod paa p 

除此以外，欧拉定理的证明的思想是非常好的，在各个地方都有应用。就欧拉定理、费

尔马小定理来讲，它在某些形如 a n 数的整除问题应用起来显得非常方便。同余方法也是解

决整除问题的方法之一。

另外同余方法在证明不定方程时也非常有用，即要掌握同余“三”和相等“=”的关系：

相等必同余，同余未必相等，不同余肯定不相等。

对于特殊数的整除规律要求能掌握其一般定理的证明，并熟记一些特殊数的整除规律

1、 一个整数被 2 整除的充要条件是它的末位为偶数。
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以上内容仅为本文档的试下载部分，为可阅读页数的一半内容。如要下载

或阅读全文，请访问：https://d.book118.com/248017125000006052
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