
重难点突破 04 导数中的取整问题

一．选择题（共 6 小题）

1．（2023 春•孝感期中）已知函数 ( ) ( 2) ( 0)xf x kx e x x    ，若 ( ) 0f x  的解集为 ( , )m n ，

且 ( , )m n 中恰有一个整数，则实数 k 的取值范围是 (　　 )

A． 2

1 1[ 1, 2)
e e

  B． 3 2

1 2 1[ , 1)
3e e

 

C． 1( , 2)
e

  D． 2

1( , 1)
e

 

【解答】解：由 ( ) 0f x  ，得 2 x

xkx
e

  ，

令 ( ) ( 0)x

xh x x
e

  ，则
1( ) ( 0)x

xh x x
e


   ，

当 0 1x  时， ( ) 0h x  ， ( )h x 在 (0,1) 上递增，

当 1x  时， ( ) 0h x  ， ( )h x 在 (1, ) 上递减，

令 ( ) 2( 0)g x kx x   ，画出 ( )h x ， ( )g x 的图象如图：

根据条件，由图象，可得

0
(1) (1)
(2) (2)

k
g h
g h


 

 …

，解得 2

1[ 1k
e

  ，
1 2)
e

 ．

故选： A．

2．（2023春•石家庄期中）已知函数 1( ) xf x xe kx k   ，有且只有一个负整数 0x ，使 0( ) 0f x „



成立，则 k 的取值范围是 (　　 )

A．
2 1( , ]
3 2e

B． 1(0, ]
2

C． 2 1[ , )
3 2e

D．
1[0, )
2

【解答】解：已知函数 1( ) xf x xe kx k   ，则 1( ) 0 xf x xe kx k „ „ 有且只有一个负整数

解．

令 1( ) xg x xe  ，则 1( ) ( 1) xg x x e    ，

当 1x   时， ( ) 0g x  ，

当 1x   时， ( ) 0g x  ，

所以 ( )g x 在 ( , 1)  上递减，在 ( 1, )  上递增，

当 1x   时， ( )g x 取得最小值为 1 1( 1) ( 1) 1g e       ，

设 ( ) ( 1)h x kx k k x    ，则 ( )h x 恒过点 (1,0) ，

在同一坐标系中分别作出 ( )y g x 和 ( )y h x 的图象，如图所示：

显然 0 1x   ，依题意得 ( 1) ( 1)g h „ 且 ( 2) ( 2)g h   ，即 1 2k „ 且
2 3k
e

   ，解得

2 1
3 2

k
e

 „ ，

所以实数 k 的取值范围是
2 1( , ]
3 2e

．

故选： A．

3．（2023 春•安徽期中）已知函数 ( ) lnxf x
x

 ，直线 : (2 1)l y a x  ，若有且仅有一个整数

0x ，使得点 0(P x ， 0( ))f x 在直线 l 上方，则实数 a的取值范围是 (　　 )

A．[ 2ln ， 3)ln B． ( 2ln ， 3]ln C． 3 2[ , )
15 6
ln ln D．

3 2( , ]
15 6
ln ln



【解答】解：点 0(P x ， 0( ))f x 在直线 l 上方，即 0
0

0

(2 1)lnx a x
x

  ，

因为 0x  ，

所以 (2 1)lnx a x
x

  有且仅有一个正整数解．

2

1( ) , ( )lnx lnxf x f x
x x

  ，

则 (0, )x e ， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增；

( , )x e  ， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减，

所以
1( ) ( )f x f e
e

„ ．

又 0 1x  ， ( ) 0f x  ； 1x  ， ( ) 0f x  ； 1x  ， ( ) 0f x  ，故可得 ( )f x 图象如下图，

直线 : (2 1)l y a x  过定点
1( ,0)
2

M ，

当 0a„ ， (2 1)lnx a x
x

  有无数个正整数解，不合题意，故 0a  ，

又 (2 1)lnx a x
x

  有 且 仅 有 一 个 正 整 数 解 ， 故 2 是 唯 一 的 正 整 数 解 ， 即

2 (4 1) 3 22
3 15 6(6 1)

3

ln a ln lna
ln a

    
 


„
„

．

故选：C ．

4．（2022 秋•萍乡期末）已知函数 ( )f x ax lna  ， ( ) xg x x e lnx   ，若关于 x 的不等式

( ) ( )f x g x 在区间 (0, ) 内有且只有两个整数解，则实数 a的取值范围为 (　　 )

A． (e ， 2 ]e B．
2

( , ]
2
ee C． 2(e ， 3 ]e D．

2 3

( , ]
2 3
e e

【解答】解：显然 0a  ，



由 ( ) ( )f x g x ，得 xax lna x e lnx    ，得 ( ) xax ln ax e x   ，

得 ( ) ( )ln ax xe ln ax e x   ，

令 xy e x  ， 0x  ，则 1 1 0xy e     ，

所以函数 xy e x  区间 (0, ) 内为增函数，

所以 ( ) ( )ln ax xe ln ax e x   可化为 ( )ln ax x ，即 xax e ，即
xea

x
 ，

所以关于 x 的不等式
xea

x
 在区间 (0, ) 内有且只有两个整数解，

令 ( ) ( 0)
xeg x x

x
  ，则 2 2

( 1)( )
x x xe x e e xg x

x x
     ，

令 ( ) 0g x  ，得 1x  ，令 ( ) 0g x  ，得 0 1x  ，

所以 ( )g x 在 (0,1) 上为减函数，在 (1, ) 上为增函数，

因为关于 x 的不等式
xea

x
 在区间 (0, ) 内有且只有两个整数解，

结合图形可知，满足题意的整数解只能是 1 和 2，

所以 g （2） a g „ （3），即
2 3

2 3
e ea „ ．

故选： D ．

5．（2023•长沙模拟）已知函数 2( ) ( 1) xf x mx e x   ，若不等式 ( ) 0f x  的解集中恰有两个

不同的正整数解，则实数m 的取值范围 (　　 )

A． 2

2 1(
2e

 ，
1 1)
e

 B． 2

2 1[
2e

 ，
1 1)
e



C． 3

3 1[
3e

 ， 2

2 1)
2e

 D． 3

3 1(
3e

 ， 2

2 1)
2e



【解答】解：函数 2( ) ( 1) xf x mx e x   ，不等式 ( ) 0f x  化为：
2

1 x

xmx
e

  ．



分别令 ( ) 1h x mx  ，
2

( ) x

xg x
e

 ．

(2 )( ) x

x xg x
e


  ．

可得：函数 ( )g x 在 ( ,0) 上单调递减，在 (0,2) 上单调递增，在 (2, ) 上单调递减．

(0) 0g  ， g （2） 2

4
e

 ．如图所示．

Q不等式 ( ) 0f x  的解集中恰有两个不同的正整数解，

正整数解为 1，2，


(2) (2)
(3) (3)

h g
h g



 …

，即
2

3

42 1

93 1

m
e

m
e

  

 


…
．

解得： 3 2

3 1 2 1
3 2

m
e e

  „ ．

数m 的取值范围是 3

3 1[
3e

 ， 2

2 1)
2e

 ．

故选：C ．

6．（2023•浑南区一模）已知不等式 ( 1) 2 2xlnx x k xln   的解集中仅有 2 个整数，则实数 k

的取值范围是 (　　 )

A．
3 4(0, )
4 3

ln B． 3 4 2( , 2)
4 3 3

ln ln

C． 2[ 2, )
3

ln  D．
3 4 2[ , 2)
4 3 3

ln ln

【解答】解：法1：由 ( 1) 2 2xlnx x k xln   ，得
4

1
xln xlnxk

x





，

令
4( )

1
xln xlnxf x

x





，则 2

4 1( )
( 1)

lnx x lnf x
x

   
 


，

设 0 0 4 1 0lnx x ln    ，即 0 0 4 1lnx x ln    ，可得 0 (0,1)x  ，



( )f x 在 0(0, )x 单调递增，在 0(x ， ) 单调递减，

当 ( )k f x 的解中仅有 2 个整数为 1，2，

则需满足
(2)

(3)
k f
k f



 …

，可得
3 4 2 2
4 3 3

ln k ln„ ；

法 2：由 ( 1) 2 2xlnx x k xln   ，得 ( 1) 4k x xln xlnx   ，

设 ( ) ( 1)f x k x  ， ( ) 4g x xln xlnx  ， ( ) 4 1g x ln lnx    ，

令 ( ) 0g x  ，得
4x
e

 ，即 ( )g x 在
4(0, )
e

单调递增，在
4(
e
， ) 单调递减，

当 0k  时，可以有无数个整数解，不满足题意；

当 0k  时，如图所示：

需满足
(2) (2)
(3) (3)

f g
f g



 …

，得
3 4 2 2
4 3 3

ln k ln„ ，

故选： D ．

二．多选题（共 6 小题）

7．（2023 春•浙江期中）对于函数 ( ) xf x xe ，则下列说法正确的是 (　　 )

A． ( )f x 有极大值 22e ，没有极小值

B． ( )f x 有极小值
1
e

 ，没有极大值

C．若关于 x 的不等式 ( ) ( 1)f x a x  有唯一的负整数解，则实数 a的取值范围是 2

2 1[ , )
3 2e e

D．若过点 (1, )P m 与曲线 ( )y f x 相切的直线有 3 条，则实数m 的取值范围是 2

5( ,0)
e



【解答】解：对于 A、 : ( ) ( 1)x x xB f x e xe x e     ，



令 ( ) 0f x  得 1x   ，

所以在 ( , 1)  上 ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减，

在 ( 1, )  上 ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增，

所以   1( ) 1f x f
e

   极小值
，没有极大值，故 A错误， B 正确；

对于C ：由上可知   1( ) 1f x f
e

   极小值
，

x   时， ( ) 0f x  ； x   时， ( )f x   ，

当 0a  时，不等式 ( ) ( 1) 0f x a x   ，有无数个负整数解，

当 0a  时， ( 1)y a x  恒过点 (1,0) ，

此时 ( )y f x 与 ( 1)y a x  交点的横坐标为正数，不妨设为 0x

所以当 0x x 时， ( ) ( 1)f x a x  ，

所以 ( ) ( 1)f x a x  有无数个负整数解，

当 0a  时，若不等式 ( ) ( 1)f x a x  有唯一的负整数解，

则

(0) (0 1)
( 1) ( 1 1)
( 2) ( 2 1)

f a
f a
f a

 
    
    …

，解得 2

2 1
3 2

a
e e

„ ，

综上所述， a的取值范围为 2

2[
3e

，
1 )
2e

，故C 正确；

对于 D ：设切点的坐标为 0(x ， 0 )y ，

所以     0
0 0 1 xk f x x e   切 ，且 0

0 0 0( ) xy f x x e  ，

又切线过点 (1, )P m ，

所以
0

0 0

0 01 1

xy m x e mk
x x

 
 

 切 ，

所以
0

0 0
0

0

( 1)
1

x
x x e mx e

x


 


，

所以 02
0 0( 1) xm x x e    ，



因为过点 (1, )P m 与曲线 ( )y f x 相切的直线有 3 条，

所以方程 02
0 0( 1) xm x x e    有三个解，

令 2( ) ( 1) xh x x x e    ，

2 2( ) ( 2 1) ( 1) ( 2) ( 2)( 1)x x x xh x x e x x e x x e x x e                ，

所以在 ( , 2)  上， ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递减，

在 ( 2,1) 上， ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递增，

在 (1, ) 上， ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递减，

所以   2( ) 2 5 0h x h e    极小值 ， ( )h x h极大值 （1） 0e  ，

所以 x   时， ( ) 0h x  ； x   时， ( )h x  ，

所以 25 0e m   ，故 D 正确，

故选： BCD．

8．（2023•黄州区校级三模）已知函数 3 2( ) ( )f x lnx a x x   ，若不等式 ( ) 0f x  有且只有三

个整数解，则实数 a的取值可以为 (　　 )

A．
5

100
ln B． 2

25
ln C． 2

24
ln D．

5
24
ln

【解答】解：因为 3 2( ) ( )f x lnx a x x   定义域为 (0, ) ，由 ( ) 0f x  ，

可得 2 ( 1)lnx a x
x

  ，

即不等式 2 ( 1)lnx a x
x

  有且只有三个整数解，

令 2( ) lnxg x
x

 ，则 3

1 2( ) lnxg x
x


  ，所以当 0 x e  时 ( ) 0g x  ，

当 x e 时 ( ) 0g x  ，则 ( )g x 在 (0, )e 上单调递增，在 ( , )e  上单调递减，

又 g （1） 0 ，

所以当 0 1x  时 ( ) 0g x  ，当 1x  时 ( ) 0g x  ，

易知函数 ( 1)( 0)y a x x   的图象恒过点 (1,0) ，



在同一平面直角坐标系中作出 ( 1)( 0)y a x x   与 2( ) lnxg x
x

 的图象如下图所示：

由题意及图象可知 0a  ，要使不等式 2 ( 1)lnx a x
x

  有且只有三个整数解，

则
(4 1) (4)
(5 1) (5)

a g
a g

 
  …

，即

43
16

54
25

lna

lna

 




…
，解得

5 2
100 24
ln lna „ ，

故符合题意的有 A、 B ．

故选： AB ．

9．（2023•泰安二模）已知函数 2( ) (2 1) xf x x e ax bx b     ， a，b R ． (　　 )

A．若曲线 ( )y f x 在点 (0 ， (0))f 处的切线方程为 2 2 0x y   ，且过点 (1, 2)e  ，则

1a   ， 2b 

B．当 a b 且
10 a
e

  时，函数 ( )f x 在 (0, ) 上单调递增

C．当 a b 时，若函数 ( )f x 有三个零点，则
8( ,1) ( , )
5

ea e
e

 U

D．当 0a  时，若存在唯一的整数 0x ，使得 0( ) 0f x  ，则 2 33 5[ ,1) (3 , ]
2 2

b e e
e

 

【解答】解： A选项， ( ) (2 1) 2xf x x e ax b     ，

则 f （1） 2e a e    ， (0) 1 2f b    ，则 2a  ， 1b   ，故 A错误；

B 选项，当 a b 时， 2( ) (2 1) xf x x e ax ax a     ，

( ) (2 1) 2 (2 1)( )x xf x x e ax a x e a        ，

因为
10 a
e

  ，则
11
2

lna     ，

( ) 0 1f x x na    或
1 ( )
2

x f x   在
1( , ), ( , )
2

lna    上单调递增，

则 ( )f x 在 (0, ) 上单调递增，故 B 正确；



C 选项，当 a b 时，令 2( ) (2 1) 0xf x x e ax ax a      ，

注意到当 2 1 0x x    时， ( ) 0f x  ，则 2

(2 1)
1

xx ea
x x




 
，

则函数 ( )f x 有三个零点，相当于直线 y a 与函数 2

(2 1)
1

xx ey
x x




 
的图象有三个交点．

令 2

(2 1)( )
1

xx eg x
x x




 
，其中

1 5 1 5,
2 2

x    
 ，

2 2

(2 1)( 1)( )
( 1)

xx x x eg x
x x

 
 

 

1( ) 0 0
2

g x x      或 1x  ，则 ( )g x 在
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