
第 5 讲  导数切线方程 11 类 
【题型一】 求切线基础型：给切点求切线

【典例分析】

已知函数   2sin
1
xf x

x



，则曲线  y f x 在点  0,0 处的切线的方程为__________.

【变式演练】

1.曲线    1 xf x x e x   在点  0,1 处的切线方程为______.

2.已知点  1,1P  在曲线
2xy

x a



上，则曲线在点 P 处的切线方程为_________.

3.已知曲线
2

( ) ln xf x x
a

  在点 (1, (1))f 处的切线的倾斜角为
3π
4

，则 a 的值为（  ）

A．1 B． 1 C．
1
2

 D． 4

【题型二】 求切线基础型：有切线无切点求切点

【典例分析】

曲线   3 2f x x x   在 0p 处的切线平行于直线 4 1y x  ，则 0p 点的坐标为（    ）

A．  1,0     B．  2,8    C．  1,0 和  1, 4      D．  2,8 和  1, 4 

【变式演练】

1.已知函数 ( ) x
x

af x e
e

  为偶函数，若曲线 ( )y f x 的一条切线与直线 2 3 0x y  垂直，则切点的横坐

标为（   ）

A． 2 B． 2 C． 2ln 2 D． ln 2

2.过曲线 cosy x 上一点
π 1,
3 2

P  
 
 

且与曲线在点 P 处的切线垂直的直线的方程为（    ）

A．
2π 32 3 0
3 2

x y    B． 3π3 2 1 0
3

x y   

C． 2π 32 3 0
3 2

x y    D．
3π3 2 1 0
3

x y   



3.曲线 sin 2 1y x x   在点 P 处的切线方程是3 1 0x y   ，则切点 P 的坐标是____________.

【题型三】 求切线基础：无切点求参

【典例分析】

已知曲线 3y x 在点  ,a b 处的切线与直线 3 1 0x y   垂直，则 a 的取值是（    ）

A．-1 B． C．1 D． 3

【变式演练】

1.若曲线 ln ( 0)y x x  的一条切线是直线
1
2

y x b  ，则实数 b 的值为___________

2.已知曲线 3y ax 与直线6 4 0x y   相切，则实数 a 的值为__________.

3.已知 x 轴为曲线    34 4 1 1f x x a x    的切线，则 a 的值为________.

【题型四】 无切点多参

【典例分析】

若直线 2y x b  是曲线 2 lny a x 的切线，且 0a  ，则实数 b 的最小值是______.

【变式演练】

1 已知函数 f（x）=axlnx﹣bx（a，b∈R）在点（e，f（e））处的切线方程为 y=3x﹣e，则 a+b=_____.

2.若曲线   xf x mxe n  在   1, 1f 处的切线方程为 y ex ，则m n  __________

3.已知曲线 e lnxy a x x  在点  1,ae 处的切线方程为 2y x b  ，则（  ）

A． , 1a e b   B． , 1a e b  C． 1, 1a e b  D． 1, 1a e b  

【题型五】 “过点”型切线

【典例分析】

过原点作曲线 lny x 的切线，则切点的坐标为___________，切线的斜率为__________.

【变式演练】

1.过点 ( 1, 1)  与曲线 xy e x  相切的直线方程为______________.



2.过点 (0, 1) 作曲线 ( ) lnf x x （ 0x  ）的切线，则切点坐标为________．

3.已知直线 y ax 是曲线 lny x 的切线，则实数 a （    ）

A．
1
2

B．
1
2e

C．
1
e

D． 2
1
e

【题型六】 判断切线条数

【典例分析】

已知曲线 3: 3S y x x  ，则过点  2,2P 可向 S 引切线，其切线条数为（    ）

A．1 B． 2 C．3 D． 0

【变式演练】

1.已知过点 A（a，0）作曲线 C：y＝x•ex的切线有且仅有两条，则实数 a的取值范围是（　　）

A．（﹣∞，﹣4）∪（0，+∞） B．（0，+∞）

C．（﹣∞，﹣1）∪（1，+∞） D．（﹣∞，﹣1）

2.已知函数 ( )  
x
af x x e 存在单调递减区间，且 ( )y f x 的图象在 0x  处的切线 l 与曲线 xy e 相切，

符合情况的切线 l（  ）

A．有 3 条 B．有 2 条 C．有 1 条 D．不存在

3.已知函数   3 2 9 1,f x x ax x a R     ，当 0 1x  时，曲线  y f x 在点   0 0,x f x 与点

  0 02 , 2x f x  处的切线总是平行时，则由点  ,a a 可作曲线  y f x 的切线的条数为（   ）

A．1 B． 2 C．3 D．无法确定

【题型七】 多函数（多曲线）的公切线

【典例分析】

直线 y kx b  与曲线 ( )y f x 相切也与曲线 ( )y g x 相切，则称直线 y kx b  为曲线 ( )y f x 和曲线

( )y g x 的公切线，已知函数 2( ) , ( ) ln ,f x x g x a x  ，其中 0a  ，若曲线 ( )y f x 和曲线 ( )y g x 的

公切线有两条，则 a 的取值范围为（  ）

A． 0a  B． 1a   C．0 2ea  D．
20 a
e

 



【变式演练】

1.函数 ( ) ln
1

mxf x x
x

 


与 2( ) 1g x x  有公切线 , ( 0)y ax a  ，则实数m 的值为（    ）

A．4 B．2 C．1 D．
1
2

2.曲线 1( ) xf x e  与曲线 ( ) lng x x 有（    ）条公切线.

A．1 B．2 C．3 D．4

3.若函数 ( ) ln ( 0)f x x x  与函数 2( )g x x a  有公切线，则实数 a 的最小值为（    ）

A．
1 1ln 2
2 2

  B． ln 2 1  C．
1
2

 D． ln 2

【题型八】 切线的应用：距离最值

【典例分析】

点 P 在函数 lny x 的图像上，若满足到直线 y x a  的距离为 1 的点 P 有且仅有 1 个，则 a （    ）

A． 2 1 B． 2 1 C． 2 1  D． 2 1 

【变式演练】

1.点 A 在直线 y＝x 上，点 B 在曲线 lny x 上，则 AB 的最小值为（    ）

A．
2

2
B．1 C． 2 D．2

2.已知点 M 在函数 ( ) xf x e 图象上，点 N 在函数 ( ) lng x x 图象上，则 | |MN 的最小值为（    ）

A．1 B． 2 C．2 D．3

3.抛物线 上的一动点 到直线 距离的最小值是 

A． B． C． D．

【题型九】 切线的应用：距离公式转化型

【典例分析】

若 1 2,x x R ，则    2 1
2 2

1 2e ex xx x   的最小值是

A．1 B．2 C．3 D．4



【变式演练】

1.若 1 2,x x R ，则    2 1
2 2

1 2e ex xx x   的最小值是

A．1 B．2 C．3 D．4

2.设 0b  ，当
2 24( ) ( )a b a

b
   取得最小值c时，函数 ( ) | | | |f x x b x c    的最小值为___________.

3.已知 a R ，b R ，则    22 1 ba b a e    的最小值为______．

【题型十】 切线的应用：恒成立求参等应用

【典例分析】

已知a为实数，则“ ex ax 对任意的实数 x恒成立”是“ 0 2a  ”的（    ）

A．充分不必要条件 B．必要不充分条件

C．充要条件 D．既不充分也不必要条件

【变式演练】

1.已知函数 ( ) ( 0, 1)xf x a a a   的图象在 (0,1)处的切线方程为 2 1y x  ，若 ( )f x mx x  恒成立，则m 的

取值范围为（    ）

A． 1,2 1e  B． ( ,2 1]e 

C． 1, 1e  D． ( , 1]e 

2.若曲线 lny x 在点  1 1,P x y 处的切线与曲线 xy e 相切于点  2 2,Q x y ，则
1

2
1

1
1

x x
x


 

 __________.

3.已知函数   lnf x x ，   1g x ax  ，若存在 0
1x
e

 使得    0 0f x g x  ，则实数 a 的取值范围是（    ）

A． 2
12 ,e
e

   
B． 2

1 ,2e
e

   
C． 21 ,

2
e

e
 
  

D． 2
1 ,2e
e

 
  

【题型十一】 切线的应用：零点等

【典例分析】



已知函数 ( )f x 满足
1( ) ( )f x f
x

 ，当 [1,3]x  时， ( ) lnf x x ，若在区间
1[ ,3]
3

内，函数 ( ) ( )g x f x ax 

与 x 轴有三个不同的交点，则实数 a的取值范围是         ．

【变式演练】

1.已知函数

sin( ), 2 , 2 ( )
2 2 2

3sin( ), 2 , 2 ( )
2 2 2

x x k k k z
y

x x k k k z

   

   

          
        

的图象与直线 ( 2)( 0)y m x m   恰有四

个公共点 1 1( , )A x y ， 2 2( , )B x y ， 3 3( , )C x y ， 4 4( , )D x y ，其中 1 3 3 4x x x x   ，则 4 4( 2) tanx x =______.

2.关于 x的方程 sin ( (0,1))kx x k  在 ( 3 ,3 )  内有且仅有5个根，设最大的根是 ，则 与 tan  的大小关系

是

A． tan  B． tan  C． tan  D．以上都不对

3.已知函数  f x 满足    1 1f x f x   ，且
21,x e    时，   lnf x x ，若

22 ,1x e    时，方程

   2f x k x  有三个不同的根，则 k的取值范围为（    ）

A． 2

2 1,
e e

 
  

B．
1,
e

  
 

C． 2

1 2,
e e

    
D．

1 ,
e

   
 

【课后练习】

1.已知函数 ( ) ln( )f x a x  在   0, 0f 处的切线方程为 y x ，则满足  0 2 1f x   的 x 的取值范围

为_________.

2.已知函数   2ln xf x ax
x

  ，若曲线  y f x 在   1, 1f 处的切线与直线 2 1 0x y   平行，则 a 

______.

3.已知过点 ( ,0)A a 作曲线 : xC y x e  的切线有且仅有 1条，则实数 a 的取值是（   ）

A．0 B．4 C．0或-4 D．0或 4

4.已知直线 0x y  是函数
ln( ) a xf x
x

 图像的一条切线，且关于 x 的方程 ( ( ))f f x t 恰有一个实数解，

则（  ）



A．  ln 2t e B． [0, ln 2]t e C． [0, 2]t  D． ( ,0]t  

5.．函数   lnf x x 在点   0 0,P x f x 处的切线 l 与函数   xg x e 的图象也相切，则满足条件的切点 P

的个数有（   ）

A.0 个                B.1个                  

C. 2 个                D.3个

6.已知过点  ,0M m 作曲线C ： lny x x  的切线有且仅有两条，则实数m 的取值范围是______.

7.已知函数 2 1( ) 4 4, ( )f x x x g x x    ，则 ( )f x 和 ( )g x 的公切线的条数为

A．三条 B．二条 C．一条 D．0条

8.若两曲线 2 1y x  与 ln 1y a x  存在公切线，则正实数 a 的取值范围是__________．

9.已知函数   2 1f x x  ，   lng x x ，若曲线  y f x 与  y g x 的公切线与曲线  y f x 切于点

 1 1,x y ，则  2
1 1ln 2x x  ___________.

10.已知 ln 0a b  ， 1c d  ，求 2 2( ) ( )a c b d   的最小值________.

11.已知方程
cos

( 0)
x

k k
x

  有且仅有两个不同的实数解， ( )   ，则以下有关两根关系的结论正确的是

A． cos sin   B． sin cos    C． cos cos   D． sin sin   

12.已知

1 1, 1
( ) 4

ln , 1

x x
f x

x x

   
 

，则方程 ( )f x ax 恰有 2 个不同的实根，实数a取值范围__________________.

13.已知函数   3 .f x x x 

（1）求曲线  y f x 在点  1,0M 处的切线方程；

（2）如果过点  1,b 可作曲线  y f x 的三条切线, 求实数b 的取值范围



第 5 讲 导数切线方程 11 类 
【题型一】 求切线基础型：给切点求切线

【典例分析】

已知函数   2sin
1
xf x

x



，则曲线  y f x 在点  0,0 处的切线的方程为__________.

【答案】 2 0x y 

【解析】【分析】先求导函数，求得在切点处的直线斜率；再根据点斜率求得切线方程．

【详解】因为    
 2

2 1 cos 2sin
1

x x x
f x

x
 

 


，所以  0 2k f   ，

则所求切线的方程为 2y x .故答案为： 2 0x y  .

【变式演练】

1.曲线    1 xf x x e x   在点  0,1 处的切线方程为______.

【答案】3 1 0x y  

【分析】利用导数的几何意义求解，先对函数求导，然后将点  0,1 的横坐标代入导函数所得的值就是切线

的斜率，再利用点斜式可与出切线方程.

解：由    1 xf x x e x   ，得  ' ( 1) 1x xf x e x e    ，

所以在点  0,1 处的切线的斜率为  ' 0 00 (0 1) 1 3f e e     ，

所以所求的切线方程为 1 3( 0)y x   ，即3 1 0x y   ，

故答案为：3 1 0x y   ，

2.已知点  1,1P  在曲线
2xy

x a



上，则曲线在点 P 处的切线方程为_________.

【答案】 3 2y x  

【分析】将点 P 的坐标代入曲线方程，可求得 a 的值，然后利用导数的几何意义可求得曲线在点 P 处的切

线方程.

【详解】因为点  1,1P  在曲线
2xy

x a



上，

1 1
1a

 


，可得 2a  ，所以，
2

2
xy

x



，

对函数求导得
 
   

2 2

2 2

2 2 4
2 2

x x x x xy
x x

    
 

，



则曲线在点 P 处的切线斜率为 1 3xk y    ，

因此，曲线在点 P 处的切线方程为  1 3 1y x    ，即 3 2y x   .

故答案为： 3 2y x   .

3.已知曲线
2

( ) ln xf x x
a

  在点 (1, (1))f 处的切线的倾斜角为
3π
4

，则 a 的值为（  ）

A．1 B． 1 C．
1
2

 D． 4

【答案】B

【分析】求出函数  
2

ln xf x x
a

  的导数
' 1 2( ) xf x

x a
= + ,利用函数 f(x)在 x=1 处的倾斜角为

3
4


得

' (1) 1f   ,由此可求 a 的值.

解:函数  
2

ln xf x x
a

  的导数
' 1 2( ) xf x

x a
= + ,Q函数 f(x)在 x=1 处的倾斜角为

3
4


,

 ' (1) 1f   ,
21 1
a

+ = - , 1a   故选 B.

【题型二】 求切线基础型：有切线无切点求切点

【典例分析】

曲线   3 2f x x x   在 0p 处的切线平行于直线 4 1y x  ，则 0p 点的坐标为（    ）

A．  1,0     B．  2,8    C．  1,0 和  1, 4      D．  2,8 和  1, 4 

【答案】C

【详解】令  ' 23 1 4f x x   ，解得 1x   ，    1 0, 1 4f f    ，故 0p 点的坐标为    1,0 , 1, 4  ，

故选 C.

【点睛】

本小题考查直线的斜率，考查导数与斜率的对应关系，考查运算求解能力，属于基础题.

【变式演练】

1.已知函数 ( ) x
x

af x e
e

  为偶函数，若曲线 ( )y f x 的一条切线与直线 2 3 0x y  垂直，则切点的横坐

标为（   ）

A． 2 B． 2 C． 2ln 2 D． ln 2

【答案】D



【分析】先根据偶函数求参数 1a  ，再求导数，根据导数几何意义得斜率，最后根据直线垂直关系得结果.

【详解】  f x 为偶函数，则 ( ) ( )( 1) 0x x x x
x x

a af x e e e e a
e e

 
          1a  ，

( ) x xf x e e  + ， '( ) .x xf x e e   设切点得横坐标为 0x ，则 0 0
0

3'( ) .
2

x xf x e e   解得 0 2xe  ，（负

值舍去）所以 0 ln 2x  .故选：D

2.过曲线 cosy x 上一点
π 1,
3 2

P  
 
 

且与曲线在点 P 处的切线垂直的直线的方程为（    ）

A．
2π 32 3 0
3 2

x y    B． 3π3 2 1 0
3

x y   

C．
2π 32 3 0
3 2

x y    D．
3π3 2 1 0
3

x y   

【答案】A

【分析】

求出函数得导函数，根据导数得几何意义即可求得切线得斜率，从而可求得与切线垂直得直线方程.

【详解】

解：∵ cosy x ，∴ siny x   ，

曲线在点
π 1,
3 2

P  
 
 

处的切线斜率是 π
3

π 3sin
3 2x

y


     ，

∴过点 P 且与曲线在点 P 处的切线垂直的直线的斜率为
2
3
，

∴所求直线方程为
1 2 π
2 33

y x    
 

，即
2π 32 3 0
3 2

x y    ．

故选：A.

3.曲线 sin 2 1y x x   在点 P 处的切线方程是3 1 0x y   ，则切点 P 的坐标是____________.

【答案】  0,1

【分析】



由导数的几何意义，求得切点 P 处的切线的斜率，得到 0cos 1x  ，求得 0 2 ( )x k k Z  ，分类讨论，即

可求解.

【详解】由函数 sin 2 1y x x   ，则 cos 2y x   ，

设切点 P 的坐标为  0 0,x y ，则斜率
0

0cos 2 3
x x

k y x


    ，

所以 0cos 1x  ，解得 0 2 ( )x k k Z  ，

当 0k  时，切点为  0,1 ，此时切线方程为3 1 0x y   ；

当 0k  ，切点为 (2 , 4 1)( )k k k Z    ，不满足题意，

综上可得，切点为  0,1 .故答案为：  0,1 .

【题型三】 求切线基础：无切点求参

【典例分析】

已知曲线 3y x 在点  ,a b 处的切线与直线 3 1 0x y   垂直，则 a 的取值是（    ）

A．-1 B． C．1 D． 3

【答案】B

【分析】求导得到   2' 3f x x ，根据垂直关系得到   2' 3 3f a a  ，解得答案.

【详解】   3y f x x  ，   2' 3f x x ，直线 3 1 0x y   ，
1
3

k   ，

故   2' 3 3f a a  ，解得 1a   .故选： B .

【变式演练】

1.若曲线 ln ( 0)y x x  的一条切线是直线
1
2

y x b  ，则实数 b 的值为___________

【答案】 1 ln 2 

【解析】

【分析】

先设切点为 0 0( , )x y ，对函数求导，根据切线斜率，求出切点坐标，代入切线方程，即可得出结果.

【详解】



设切点为 0 0( , )x y ，对函数 lny x 求导，得到
1y
x

  ，

又曲线 ln ( 0)y x x  的一条切线是直线
1
2

y x b  ，

所以切线斜率为
0

1 1
2x

 ，∴ 0 2x  ，

因此 0 ln 2y  ，即切点为  2, ln 2 ，代入切线
1
2

y x b  ，可得 1 ln 2b    .

故答案为： 1 ln 2  .

2.已知曲线 3y ax 与直线6 4 0x y   相切，则实数 a 的值为__________.

【答案】2

【分析】先设出切点坐标 ( , )m n ，然后由切点是公共点和切点处的导数等于切的斜率列方程组可求得结果.

解：设切点为 ( , )m n ，

由 3y ax 得 ' 23y ax ，则由题意得，

2

3

3 6
6 4 0
am
m n

n am

 
   
 

，解得 1, 2, 2m n a   ，

故答案为：2

3.已知 x 轴为曲线    34 4 1 1f x x a x    的切线，则 a 的值为________.

【答案】
1
4

【分析】设 x 轴与曲线  f x 的切点为  0 ,0x ，由题意结合导数的几何意义可得

 
   
3
0 0

2
0 0

4 4 1 1 0
12 4 1 0

x a x
f x x a

    
    

，解方程即可得解.

【详解】由题意    212 4 1f x x a    ，设 x 轴与曲线  f x 的切点为  0 ,0x ，则

 
   
3
0 0

2
0 0

4 4 1 1 0
12 4 1 0

x a x
f x x a

    
    

，解得

0
1
2

1
4

x

a

 

 


.故答案为：
1
4

.

【题型四】 无切点多参

【典例分析】

若直线 2y x b  是曲线 2 lny a x 的切线，且 0a  ，则实数 b 的最小值是______.

【答案】 2



【解析】

【分析】

求出 2 lny a x 的导数，设切线为 ( , )m n ，由切点处的导数值为切线斜率求出m a ，再由切点坐标可把b

表示为 a 的函数，再利用导数可求得b 的最小值．

【详解】

2 lny a x 的导数为
2ay
x

  ，由于直线 2y x b  是曲线 2 lny a x 的切线，设切点为  ,m n ，则
2 2a
m

 ，

∴m a ，又 2 2 lnm b a m  ，∴ 2 ln 2b a a a  （ 0a  ），  2 ln 1 2 2lnb a a     ，

当 1a  时， 0b  ，函数 b 递增，当0 1a  时， 0b  ，函数 b 递减，

∴ 1a  为极小值点，也为最小值点，∴b 的最小值为 2ln1 2 2   .

故答案为： 2 ．

【变式演练】

1 已知函数 f（x）=axlnx﹣bx（a，b∈R）在点（e，f（e））处的切线方程为 y=3x﹣e，则 a+b=_____.

【答案】0

【分析】由题意    '2 , 3f e e f e  ，列方程组可求 ,a b，即求 a b .

【详解】∵在点   ,e f e 处的切线方程为 3y x e  ，   2f e e  ，代入   lnf x ax x bx  得 2a b 

①.

又      ' '1 ln , 2 3f x a x b f e a b      Q ②.

联立①②解得： 1, 1a b   . 0a b   .故答案为：0.

2.若曲线   xf x mxe n  在   1, 1f 处的切线方程为 y ex ，则m n  __________

【答案】
1

2
e 

解：将 1x  代入 y ex ，得切点为  1,e ， e me n  ①，又    1xf x me x   ，

  1 2f me e   ，
1
2

m  ②.联立①②解得：
1
2

m  ，
2
en  ，故

1 1
2 2 2

e em n 
    .故答案为：

1
2

e 
.

3.已知曲线 e lnxy a x x  在点  1, ae 处的切线方程为 2y x b  ，则（  ）

A． , 1a e b   B． , 1a e b  C． 1, 1a e b  D． 1, 1a e b  

【答案】D



【详解】 ln 1,xy ae x    1| 1 2xk y ae    ， 1a e  将 (1,1) 代入 2y x b  得 2 1, 1b b    ，

故选 D．

【题型五】 “过点”型切线

【典例分析】

过原点作曲线 lny x 的切线，则切点的坐标为___________，切线的斜率为__________.

【答案】  ,1e     
1
e

    

【分析】设切点坐标为 ( , )x lnx ；利用导数求切线方程并求切点坐标．

解：设切点坐标为 ( , )x lnx ；
1y
x

  ；故由题意得，
1lnx

x x
 ；解得， x e ；故切点坐标为 ( ,1)e ；切线的斜

率为
1
e
；

故切线方程为
1 ( ) 1y x e
e

   ，整理得 0x ey  ．故答案为： ( ,1)e ；
1
e

.

【变式演练】

1.过点 ( 1, 1)  与曲线 xy e x  相切的直线方程为______________.

【答案】 2 1y x  .

【详解】设切点坐标为  0
0 0,exx x ，由 xy e x  得 e 1xy   ，切线方程为

  0 0
0 0e 1 ex xy x x x     ，

Q切线过点  1, 1  ，   0 0
0 01 e 1 1 ex xx x       ，即 0

0e 0xx  ， 0 0x  ，

即所求切线方程为 2 1y x  .故答案为： 2 1y x  .

2.过点 (0, 1) 作曲线 ( ) lnf x x （ 0x  ）的切线，则切点坐标为________．

【答案】 ( ,1)e

【分析】先求出曲线的方程，再根据导数值为切线斜率，求出切点坐标.

【详解】由 ( ) lnf x x （ 0x  ），则 2( ) ln , 0f x x x  ，化简得 ( ) 2 ln , 0f x x x  ，

则
2( )f x
x

  ，设切点为 0 0( , 2 ln )x x ，显然 (0, 1) 不在曲线上，



则
0

0 0

2ln 1 2x
x x


 ，得 0x e ，则切点坐标为 ( ,1)e .

故答案为： ( ,1)e .

3.已知直线 y ax 是曲线 lny x 的切线，则实数 a （    ）

A．
1
2

B．
1
2e

C．
1
e

D． 2
1
e

【答案】C

【分析】设切点为 0 0( , ln )x x ，求出切线方程 0
0

ln 1xy x
x

   ，即得 0

0

1

ln 1 0

a
x

x

 

  

，解方程即得 a

的值.

【详解】设切点为 0 0( , ln )x x ，∴切线方程是 0 0 0
0 0

1ln ( ) ln 1xy x x x y x
x x

       ，

∴ 0

0

1
1

ln 1 0

a
x a

e
x

   
  

，故答案为：C

【题型六】 判断切线条数

【典例分析】

已知曲线 3: 3S y x x  ，则过点  2,2P 可向 S 引切线，其切线条数为（    ）

A．1 B． 2 C．3 D． 0

【答案】C

【解析】

【分析】

设切点为  3,3t t t ，利用导数求出曲线 S 在切点  3,3t t t 处的切线方程，再将点 P 的坐标代入切线方程，

可得出关于 t 的方程，解出该方程，得出该方程根的个数，即为所求.

【详解】

设在曲线 S 上的切点为  3,3t t t ， 33y x x Q ，则 23 3y x   ，

所以，曲线 S 在点  3,3t t t 处的切线方程为     3 23 3 3y t t t x t     ，

将点  2,2P 的坐标代入切线方程得 3 23 2 0t t   ，即   21 2 2 0t t t    ，

解得 1 1t  ， 2 1 3t   ， 3 1 3t   .



因此，过点  2,2P 可向 S 引切线，有三条.故选：C.

【变式演练】

1.已知过点 A（a，0）作曲线 C：y＝x•ex的切线有且仅有两条，则实数 a 的取值范围是（　　）

A．（﹣∞，﹣4）∪（0，+∞） B．（0，+∞）

C．（﹣∞，﹣1）∪（1，+∞） D．（﹣∞，﹣1）

【答案】A

【详解】设切点为  0
0 0, exx x ， ( 1) xy x e  ， 0

0 0( 1) x
x xy x e    ，则切线方程为：

 0 0
0 0 0= 1 ( )x xy x e x e x x    ，切线过点 ( ,0)A a 代入得：  0 0

0 0 0= 1 ( )x xx e x e a x   

2
0

0 1
xa

x
 


，即方程

2
0 0 0x ax a   有两个解，则有 2 4 0 0a a a      或 4a < - .故答案为:A.

2.已知函数 ( )  
x
af x x e 存在单调递减区间，且 ( )y f x 的图象在 0x  处的切线 l 与曲线 xy e 相切，

符合情况的切线 l（  ）

A．有 3 条 B．有 2 条 C．有 1 条 D．不存在

【答案】D

【解析】

试题分析：   1

x
aef x

a
  ，依题意，   0f x  在 R 上有解.当 0a  时，   0f x  在 R 上无解，不符合

题意；当 0a  时，   0, , ln
x
af x a e x a a 符合题意，故 0a  .易知曲线  y f x 在 0x  处的切线为

11 1y x
a

    
 

.假设该直线与 xy e 相切，设切点为( )0 0,x y ，即有 0
0

1 11 1 1xe x
a a

      
 

，消去 a

化简得 0 0
0 1x xe x e  ，分别画出 , 1x xe xe  的图像，观察可知它们交点横坐标 0 1x  ， 0xe e ，这与

11 1
a

  矛盾，故不存在.

3.已知函数   3 2 9 1,f x x ax x a R     ，当 0 1x  时，曲线  y f x 在点   0 0,x f x 与点

  0 02 , 2x f x  处的切线总是平行时，则由点  ,a a 可作曲线  y f x 的切线的条数为（   ）

A．1 B． 2 C．3 D．无法确定

【答案】C

【解析】



分析：由曲线  y f x 在点   0 0,x f x 与点   0 02 , 2x f x  处的切线总是平行,可得导函数的对称轴，

从而求出 a 的值，设出切点坐标，可得关于切点横坐标的方程有三个解，从而可得结果. 

详解：由   3 2 9 1f x x ax x    ，得   2' 3 2 9f x x ax   ，

Q曲线  y f x 在点   0 0,x f x 与点   0 02 , 2x f x  处的切线总是平行，

 'y f x  关于 1x  对称，

即 1 3
3
a a     ，点  ,a a ，即为  3, 3  ，

所以   3 23 9 1f x x x x    ，   2' 3 2 9f x x ax   ，设切点为   ,t f t 切线的方程为

  3 ' 3y f t x   ，

将点  3 2, 3 9 1t t t t   代入切线方程可得   3 2 23 9 3 3 6 9 3t t t t t t       ，化为

3 22 6 36 31 0t t t    ，

设   3 22 6 36 31g t t t t      2' 6 12 18g t t t   令  ' 0g t  得 3t  或 1t   ，令  ' 0g t  得

1 0t   ，

  3 22 6 36 31g t t t t    在    , 1 , 3,   上递增，在  1,3 上递减，

t 在 1 处有极大值，在3处有极小值，  1 1 0g    且  3 139 0g    ，

  3 22 6 36 31g t t t t    与 x 有三个交点，方程   0g t  有三个根，

即过  ,a a 的切线有3条，故答案为3 .

【题型七】 多函数（多曲线）的公切线

【典例分析】

直线 y kx b  与曲线 ( )y f x 相切也与曲线 ( )y g x 相切，则称直线 y kx b  为曲线 ( )y f x 和曲线

( )y g x 的公切线，已知函数 2( ) , ( ) ln ,f x x g x a x  ，其中 0a  ，若曲线 ( )y f x 和曲线 ( )y g x 的

公切线有两条，则 a 的取值范围为（  ）

A． 0a  B． 1a   C．0 2ea  D．
20 a
e

 

【答案】C

【解析】

【分析】



设切点求出两个函数的切线方程，根据这个两个方程表示同一直线，可得方程组，化简方程组，可以得到

变量 a 关于其中一个切点横坐标的函数形式，求导，求出函数的单调性，结合该函数的正负性，画出图象

图形，最后利用数形结合求出 a 的取值范围.

【详解】

设曲线 2( )f x x 的切点为： 2( , )s s ， 2 '( ) ( ) 2f x x f x x  ，所以过该切点的切线斜率为 '( ) 2f s s ，

因此过该切点的切线方程为： 2 22 ( ) 2y s s x s y sx s      ；

设曲线 ( )y g x 的切点为： ( , ln )t a t ，
'( ) ln ( ) ag x a x g x

x
   ，所以过该切点的切线斜率为

'( ) ag t
t

 ，

因此过该切点的切线方程为： ln ( ) lna ay a t x t y x a a t
t t

       ，则两曲线的公切线应该满足：

2

2

2
4 (1 ln )

ln

as
a t tt

s a a t

    
   

，

构造函数 2 '( ) 4 (1 ln )( 0) ( ) 4 (1 2ln )h t t t t h t t t      ,

当
1
2t e 时， ' ( ) 0, ( )h t h t 单调递减，当

1
20 t e  时， ' ( ) 0, ( )h t h t 单调递增，所以函数有最大值为：

1
2( ) 2h e e ，当 t e 时， ( ) 0h t  ，当0 t e  ， ( ) 0h t  ，函数的图象大致如下图所示：

要想有若曲线 ( )y f x 和曲线 ( )y g x 的公切线有两条，则 a 的取值范围为0 2ea  .

故选：C

【变式演练】

1.函数 ( ) ln
1

mxf x x
x

 


与 2( ) 1g x x  有公切线 , ( 0)y ax a  ，则实数m 的值为（    ）

A．4 B．2 C．1 D．
1
2

【答案】A



【解析】

以上内容仅为本文档的试下载部分，为可阅读页数的一半内容。如要下载

或阅读全文，请访问：https://d.book118.com/267104030003006056

https://d.book118.com/267104030003006056

