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题型 1 体积最值 

【例题 1】（2021·全国·高三专题练习）在棱长为 3 的正方体𝐴𝐵𝐶𝐷 ― 𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1中，E 是𝐴𝐴1

的中点，P 是底面𝐴𝐵𝐶𝐷所在平面内一动点，设𝑃𝐷1，𝑃𝐸与底面𝐴𝐵𝐶𝐷所成的角分别为𝜃1，𝜃2

（𝜃1，𝜃2均不为 0），若𝜃1 = 𝜃2，则三棱锥𝑃 ― 𝐵𝐵1𝐶1体积的最小值是

A．9
2 B．5

2 C．3
2 D．5

4

【变式 1-1】1. （2021·全国·校联考二模）在长方体𝐴𝐵𝐶𝐷 ― 𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1中，𝐴𝐵 = 4，𝐵𝐶 = 3

，𝐴𝐴1 = 5,𝑀,𝑁分别在线段𝐴𝐴1和𝐴𝐶上，|𝑀𝑁| = 2，则三棱锥𝐷 ― 𝑀𝑁𝐶1的体积最小值为

A．4 B．3 2 ― 1 C．4 3 ― 2 D．6 2 ― 4

【变式 1-1】2. （2021·全国·高三专题练习）如图，已知直四棱柱𝐴𝐵𝐶𝐷 ― 𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1的所

有棱长等于 1，∠𝐴𝐵𝐶 = 60∘，𝑂和𝑂1分别是上下底面对角线的交点，𝐻在线段𝑂𝐵1上，𝑂𝐻

= 3𝐻𝐵1，点𝑀在线段𝐵𝐷上移动，则三棱锥𝑀 ― 𝐶1𝑂1𝐻的体积最小值为      .



【变式 1-1】3. （2023 春·广东·高三校联考阶段练习）设𝑀，𝑁，𝑃分别是棱长为 2 的正方

体𝐴𝐵𝐶𝐷 ― 𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1的棱𝐶𝐷，𝐶1𝐷1，𝐴1𝐵1的中点，𝑅为𝐵𝐷上一点，且𝑅不与𝐷重合，且𝑀，

𝑁，𝑃，𝑅在同一个表面积为 S 的球面上，记三棱锥𝑁 ― 𝑀𝑃𝑅的体积为𝑉，则 𝑆
𝑉的最小值

是      .

【变式 1-1】4.（2020·全国·高三竞赛）一个圆锥和一个圆柱，下底面在同一平面上，它们

有公共的内切球.记圆锥的体积为𝑉1，圆柱的体积为𝑉2，且𝑉1 = 𝑘𝑉2.则𝑘的最小值是         .

【变式 1-1】5.（2021·福建·统考一模）如图，在四棱锥𝐸 ― 𝐴𝐵𝐶𝐷中，𝐸𝐶 ⊥ 底面𝐴𝐵𝐶𝐷，𝐹𝐷

//𝐸𝐶，底面𝐴𝐵𝐶𝐷为矩形，𝐺为线段𝐴𝐵的中点，𝐶𝐺 ⊥ 𝐷𝐺，𝐶𝐷 = 2，𝐷𝐹 = 𝐶𝐸，𝐵𝐸与底面

𝐴𝐵𝐶𝐷所 成 角 为 45°， 则 四 棱 锥 𝐸 ― 𝐴𝐵𝐶𝐷与 三 棱 锥 𝐹 ― 𝐶𝐷𝐺的 公 共 部 分 的 体 积

为             ．

题型 2 线线角最值取值范围



平移线段法是求异面直线所成角的常用方法，其基本思路是通过平移直线，把异面问题化归

为共面问题来解决，具体步骤如下：

①平移：平移异面直线中的一条或两条，作出异面直线所成的角；

②认定：证明作出的角就是所求异面直线所成的角；

③计算：求该角的值，常利用解三角形；

④取舍：由异面直线所成的角的取值范围是 0, 𝜋
2

，当所作的角为钝角时，应取它的补角作

为两条异面直线所成的角．

【例题 2】（2023·全国·高三专题练习）在三棱锥𝐴 ― 𝐵𝐶𝐷中，𝐵𝐶 = 𝐵𝐷 = 𝐴𝐶 = 𝐴𝐷 = 10，𝐴𝐵

= 6，𝐶𝐷 = 16，点𝑃在平面𝐴𝐶𝐷内，且𝐵𝑃 = 30，设异面直线𝐵𝑃与𝐶𝐷所成角为𝛼，则sin𝛼

的最小值为(　　)

A．3 10
10 B． 10

10 C．2 5
5 D． 5

5

【变式 2-1】1. （2022·全国·高三专题练习）如图，矩形𝐴𝐵𝐶𝐷中，𝐴𝐵 = 4,𝐵𝐶 = 2，𝐸为边𝐴𝐵

的中点，沿𝐷𝐸将𝛥𝐴𝐷𝐸折起，点𝐴折至𝐴1处（𝐴1 ∉ 平面𝐴𝐵𝐶𝐷），若𝑀为线段𝐴1𝐶的中点，则

在𝛥𝐴𝐷𝐸折起过程中，下列说法错误的是（    ）

A．始终有𝑀𝐵 //平面𝐴1𝐷𝐸



B．不存在某个位置，使得𝐴1𝐶 ⊥ 平面𝐴1𝐷𝐸



C．三棱锥𝐴1 ― 𝐴𝐷𝐸体积的最大值是2 2
3

D．一定存在某个位置，使得异面直线𝐵𝑀与𝐴1𝐸所成角为30∘

【变式 2-1】2. （2021·全国·高三专题练习）如图，已知等边三角形𝐴𝐵𝐶中，𝐴𝐵 = 𝐴𝐶，𝑂

为𝐵𝐶的中点，动点𝑃在线段𝑂𝐵上（不含端点），记∠𝐴𝑃𝐶 = 𝜃，现将𝛥𝐴𝑃𝐶沿𝐴𝑃折起至𝛥𝐴𝑃𝐶′，

记异面直线𝐵𝐶′与𝐴𝑃所成的角为𝛼，则下列一定成立的是

A．𝜃 > 𝛼 B．𝜃 < 𝛼C．𝜃 + 𝛼 >
𝜋
2 D．𝜃 + 𝛼 <

𝜋
2

【变式 2-1】3. （2020·全国·高三专题练习）将正方形𝐴𝐵𝐶𝐷沿对角线𝐴𝐶折起，并使得平面

𝐴𝐵𝐶垂直于平面𝐴𝐶𝐷，直线𝐴𝐵与𝐶𝐷所成的角为

A．90° B．60° C．45° D．30°

【变式 2-1】4. （2021·浙江·校联考二模）如图，正方体𝐴𝐵𝐶𝐷 - 𝐴
1

𝐵
1

𝐶
1

𝐷
1
的棱长为 1，线

段𝐵
1

𝐷
1
上有两个动点𝐸,𝐹，且𝐸𝐹 =0.6，则当𝐸,𝐹移动时，下列结论中错误的是（　　）

A．𝐴𝐸//平面𝐶
1

𝐵𝐷

B．四面体𝐴𝐶𝐸𝐹的体积为定值

C．三棱锥𝐴 - 𝐵𝐸𝐹的体积为定值

D．异面直线𝐴𝐹、𝐵𝐸所成的角为定值



【变式 2-1】5.（2020·全国·高三专题练习）将正方形𝐴𝐵𝐶𝐷沿对角线𝐴𝐶折起，当以𝐴,𝐵,𝐶,𝐷

四点为顶点的三棱锥体积最大时，异面直线𝐴𝐷与𝐵𝐶所成的角为

A．π6 B．π4 C．π3 D．π2

【变式 2-1】6.（2021·全国·统考一模）如图所示的四棱锥𝑃 ― 𝐴𝐵𝐶𝐷中，底面𝐴𝐵𝐶𝐷与侧面

𝑃𝐴𝐷垂直，且四边形𝐴𝐵𝐶𝐷为正方形，𝐴𝐷 = 𝑃𝐷 = 𝑃𝐴，点𝐸为边𝐴𝐵的中点，点𝐹在边𝐵𝑃上，

且𝐵𝐹 = 1
4𝐵𝑃，过𝐶，𝐸，𝐹三点的截面与平面𝑃𝐴𝐷的交线为𝑙，则异面直线𝑃𝐵与𝑙所成的角为

(    )

A．
𝜋
6 B．

𝜋
4 C．

𝜋
3 D．

𝜋
2

【变式 2-1】7.（2023·全国·高三专题练习）a，b 为空间中两条互相垂直的直线，等腰直角

三角形 ABC 的直角边 AC 所在直线与 a，b 都垂直，斜边 AB 以直线 AC 为旋转轴旋转，有

下列结论：

①当直线 AB 与 a 成 60°角时，AB 与 b 成 30°角；

②当直线 AB 与 a 成 60°角时，AB 与 b 成 60°角；

③直线 AB 与 a 所成角的最小值为 45°；

④直线 AB 与 a 所成角的最大值为 60°.

其中正确的是        .（填写所有正确结论的编号）

题型 3 线面角最值取范围 

【例题 3】（2020·全国·高三专题练习）在正方体𝐴𝐵𝐶𝐷 ― 𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1中，𝐸,𝐹分别为棱𝐴𝐴1、𝐵

𝐵1的中点，𝑀为棱𝐴1𝐵1（含端点）上的任一点，则直线𝑀𝐸与平面𝐷1𝐸𝐹



所成角的正弦值的最小值为         .

【变式 3-1】1. （2021·浙江绍兴·校联考二模）点𝑃为棱长是 2 的正方体𝐴𝐵𝐶𝐷 ― 𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1

的内切球𝑂球面上的动点，点𝑀为𝐵1𝐶1的中点，若满足𝐷𝑃 ⊥ 𝐵𝑀，则𝐵1𝑃与面𝐶𝐷𝑃所成角的

正切值的最小值是

A．1
6 B． 5

5 C． 14 ― 2
5 D． 14

7

【变式 3-1】2. （2021·全国·高三专题练习）如图所示，直平行六面体𝐴𝐵𝐶𝐷 ― 𝐴1𝐵𝐶1𝐷1的

所有棱长都为 2，∠𝐷𝐴𝐵 = 60°，过体对角线𝐵𝐷1的截面 S 与棱𝐴𝐴1和𝐶𝐶1分别交于点 E、F，

给出下列命题中：

①四边形𝐵𝐸𝐷1𝐹的面积最小值为2 6；

②直线 EF 与平面𝐵𝐶𝐶1𝐵1所成角的最大值为
𝜋
4；

③四棱锥𝐵1 ― 𝐵𝐸𝐷1𝐹的体积为定值；

④点𝐵1到截面 S 的距离的最小值为2 21
7 .

其中，所有真命题的序号为（    ）

A．①②③ B．①③④ C．①③ D．②④

【变式 3-1】3. （2022·全国·高三专题练习）在矩形𝐴𝐵𝐶𝐷中，𝐴𝐵 = 4，𝐴𝐷 = 3，𝐸为边𝐴𝐷

上的一点，𝐷𝐸 = 1，现将𝛥𝐴𝐵𝐸沿直线𝐵𝐸折成𝛥𝐴′𝐵𝐸，使得点𝐴′在平面𝐵𝐶𝐷𝐸上的射影在四

边形𝐵𝐶𝐷𝐸内（不含边界），设二面角𝐴′ ― 𝐵𝐸 ― 𝐶的大小为𝜃，直线𝐴′𝐵，𝐴′𝐶与平面𝐵𝐶𝐷𝐸所

成的角分别为𝛼,𝛽，则



A．𝛽 < 𝛼 < 𝜃 B．𝛽 < 𝜃 < 𝛼

C．𝛼 < 𝜃 < 𝛽 D．𝛼 < 𝛽 < 𝜃

【变式 3-1】4. （2021·全国·高三专题练习）已知正三棱锥𝑃 ― 𝐴𝐵𝐶（底面是正三角形，顶

点在底面的射影是正三角形的中心），直线𝐵𝐶//平面𝛼，𝐸,𝐹,𝐺分别是棱𝑃𝐴,𝐴𝐵,𝑃𝐵上一点（除

端点），将正三棱锥𝑃 ― 𝐴𝐵𝐶绕直线𝐵𝐶旋转一周，则能与平面𝛼所成的角取遍区间 0， 𝜋
2

一切

值的直线可能是

A．𝐸𝐹 B．𝐹𝐺 C．𝐸𝐺 D．𝐸𝐹,𝐹𝐺,𝐸𝐺中的任意一条

【变式 3-1】5.（2019·河南郑州·校联考一模）已知圆锥的母线长为 2r，底面圆半径长为 r，

圆心为 O，点 M 是母线 PA 的中点，AB 是底面圆的直径.若点 C 是底面圆周上一点，且 OC

与母线 PB 所成的角等于60∘，则 MC 与底面所成的角的正弦值为(　　)

A．1
2



B． 2
2 或 3

2

C． 3
2

D．1
2或 3

2

【变式 3-1】6.（2021 秋·黑龙江佳木斯·高三佳木斯一中校考阶段练习）下图中的几何体是

由两个有共同底面的圆锥组成．已知两个圆锥的顶点分别为 P、Q，高分别为 2、1，底面

半径为 1．A 为底面圆周上的定点，B 为底面圆周上的动点（不与 A 重合）．下列四个结论：

①三棱锥𝑃 ― 𝐴𝐵𝑄体积的最大值为1
2；

②直线 PB 与平面 PAQ 所成角的最大值为
𝜋
6；

③当直线 BQ 与 AP 所成角最小时，其正弦值为 10
10 ；

④直线 BQ 与 AP 所成角的最大值为
𝜋
2；

其中正确的结论有           .（写出所有正确结论的编号）

【变式 3-1】7.（2021·全国·高三专题练习）已知圆锥的顶点为𝑆，𝑂为底面中心，𝐴，𝐵，𝐶

为底面圆周上不重合的三点，𝐴𝐵为底面的直径，𝑆𝐴 = 𝐴𝐵，𝑀为𝑆𝐴的中点.设直线𝑀𝐶与平

面𝑆𝐴𝐵所成角为𝛼，则sin𝛼的最大值为          ．

题型 4 面面角最值取值范围 



【例题 4】（2023·全国·高三专题练习）如图，正方体𝐴𝐵𝐶𝐷 ― 𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1的棱长为2，𝐸,𝐹分

别是棱𝐴𝐴1,𝐶𝐶1的中点，过点𝐸,𝐹的平面分别与直线𝐵𝐵1,𝐷𝐷1,𝐵𝐷1交于点𝐺,𝐻,𝑀，𝑃为侧面𝐵𝐶

𝐶1𝐵1（含边界）上的一个动点.给出以下命题： 

①四边形𝐸𝐺𝐹𝐻一定为菱形；

②四棱锥𝐶1 ― 𝐸𝐺𝐹𝐻的体积为定值；

③平面𝐸𝐺𝐹𝐻与平面𝐴𝐵𝐶𝐷所成的角不大于π4；

④|𝑃𝐷1| + |𝑃𝑀|的最小值为 11.

其中正确命题的序号是      .

【变式 4-1】1. （2020·浙江·高三统考期末）已知直三棱柱 ABC﹣A'B'C'的底面是正三角形，

侧棱长与底面边长相等，P 是侧棱 AA'上的点（不含端点）．记直线 PB 与直线 AC 所成的角

为 α，直线 PB 与直线 B'C 所成的角为 β，二面角 P﹣B'B﹣C 的平面角为 γ，则（　　）

A．α＞β＞γ B．α＜β＜γ C．α＞γ＞β D．β＞α＞γ

【变式 4-1】2. （2020 秋·新疆昌吉·高三校考期中）已知四边形𝐴𝐵𝐶𝐷中，∠𝐴 = ∠𝐶 = 90°，

𝐵𝐶 = 𝐶𝐷，在将𝛥𝐴𝐵𝐷沿着𝐵𝐷翻折成三棱锥𝐴 ― 𝐵𝐶𝐷的过程中，直线𝐴𝐵与平面𝐵𝐶𝐷所成角的

角均小于直线𝐴𝐷与平面𝐵𝐶𝐷所成的角，设二面角𝐴 ― 𝐵𝐶 ― 𝐷，𝐴 ― 𝐷𝐶 ― 𝐵的大小分别为𝛼,𝛽，

则
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