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益阳市 2024 届高三 4 月教学质量检测

数学

（时量：120 分钟    满分：150 分）

一、选择题：本题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分．在每小题给出的四个选项中，只有一项

是符合题目要求的．

1. 设 i 为虚数单位，且
 1 i 2z  

，则 z  （   ）

A. 1 i  B. 1 i C. 1 i  D. 1 i

【答案】D

【解析】

【分析】根据复数的除法运算求 z ，进而可得共轭复数.

【详解】由题意可得：
 

  
2 1 i2 1 i

1 i 1 i 1 i
z


   

  
，

所以 z  1 i .

故选：D.

2. 已知 0a  ，   21
2

f x ax bx  ，则 0x 是方程 ax b 的解的充要条件是（    ）

A.    0,x f x f x  R B.    0,x f x f x  R

C.    0,x f x f x  R D.    0,x f x f x  R

【答案】C

【解析】

【分析】利用二次函数的图象和性质，理解全称量词命题和存在量词命题的真假以及充要条件的意义即可.

【详解】因为 0a  ，所以函数   21
2

f x ax bx  的图象是开口向上的抛物线，且对称轴为：

12
2

b bx
aa


  

 ，函数的最小值为
bf
a

 
 
 

.

若“ 0x 是方程 ax b 的解”，则 0
bx
a

 ，那么  0
bf x f
a

   
 

就是函数  f x 的最小值，

所以“ x  R ，    0f x f x ”，即“ 0x 是方程 ax b 的解”是“ x  R ，    0f x f x ”的充分条

件；
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若“ x  R ，    0f x f x ”，则  0f x 为函数  f x 的最小值，所以 0
bx
a

 ，即 0ax b ，

所以“ 0x 是方程 ax b 的解”，故“ 0x 是方程 ax b 的解”是“ Rx  ，    0f x f x ”的必要条件.

综上可知：“ 0x 是方程 ax b 的解”的充要条件是“ x  R ，    0f x f x ”.

故选：C

3. 顶角为36的等腰三角形，常称为“最美三角形”．已知
1 5cos36

4
 

 ，则“最美三角形”的底边长与

腰长的比为（    ）

A. 1 5
2

 B. 1 5
2

 

C. 1 5
4

 D. 1 5
4

 

【答案】B

【解析】

【分析】利用二倍角公式求出 sin18o，再由锐角三角函数计算可得.

【详解】如图，在 ABCV 中， 36BAC  o， AB AC ，点D为 BC 中点，

所以 AD BC ，
1 18
2

BAD BAC    o
，

又
1 5cos36

4
 

 ，则   2 1 5cos36 cos 2 18 1 2sin 18
4

   
     ，

解得
5 1sin18
4


o 或
5 1sin
4

18  
o （舍去），

即
4

sin sin18 5 1BAD  


 o ，

又

4
12 5si
2

1n

BC
BD BCBAD
AB AB AB

    


 ，

所以
5 1
2

BC
AB


 ，即“最美三角形”的底边长与腰长的比为

1 5
2

  .

故选：B
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4. 已知数列 na 满足  *
1 2 Nn

n na a n   且 1 1a  ，则 9a  （    ）

A. 128 B. 64 C. 32 D. 16

【答案】D

【解析】

【分析】根据递推公式列出前几项即可.

【详解】因为  *
1 2 Nn

n na a n   且 1 1a  ，

所以 1 2 2a a  ，则 2 2a  ，

2
2 3 2a a  ，则 3 2a  ，

3
3 4 2a a  ，则 4 4a  ，

4
4 5 2a a  ，则 5 4a  ，

5
5 6 2a a  ，则 6 8a  ，

6
6 7 2a a  ，则 7 8a  ，

7
7 8 2a a  ，则 8 16a 

8
8 9 2a a  ，则 9 16a  .

故选：D

5. 已知双曲线
2 2

1( 0, 0)x y m n
m n

    与椭圆
2 2

1
4 3
x y

  有相同的焦点，则
4 1
m n

 的最小值为（    ）

A. 6 B. 7 C. 8 D. 9

【答案】D

【解析】

【分析】首先得到椭圆的焦点坐标，依题意可得  1 0, 0m n m n    ，利用乘“1”法及基本不等式计算可

得.
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【详解】椭圆
2 2

1
4 3
x y

  的焦点为  1,0 ，

依题意可得  1 0, 0m n m n    ，

所以  4 1 4 1 4 44 1 2 5 9n m n mm n
m n m n m n m n

             
 

，

当且仅当
4n m
m n

 ，即
1
3

n  ，
2
3

m  时取等号，

故
4 1
m n

 最小值为9 .

故选：D

6. 2023 年的某一天某红酒厂商为了在线出售其红酒产品，联合小 Y 哥直播间，邀请某“网红”来现场带货．在

带货期间，为吸引顾客光临直播间、增加客流量，发起了这样一个活动：如果在直播间进来的顾客中，出

现生日相同的顾客，则奖励生日相同的顾客红酒 1 瓶．假设每个随机来访的顾客的出生日期都是相互独立

的，并且每个人都等可能地出生在一年（365 天）中任何一天（2023 年共 365 天），在 n 远小于 365 时，近

似地

1 1

0 0
ln 1

365 365

n n

k k

k k 

 

       
  ， ln2 0.693 ，其中 1 2i

n
na a a a    L ．如果要保证直播间至少两

个人的生日在同一天的概率不小于
1
2 ，那么来到直播间的人数最少应该为（    ）

A. 21 B. 22 C. 23 D. 24

【答案】C

【解析】

【分析】设人数为 n ，根据古典概型概率公式求出“至少有两个人在同一天生日”的概率，再进行化简计

算即可.

【详解】设直播间进来了 ( 365)n n  个人，则这 n 个人生日的可能性有365n 种，这 n 个人中任意两个人都

不在同一天生日的可能结果种数为365 364 (365 1)n    L ，

设 A  “这 n 个人中任意两个不是同一天生日”，根据古典概型概率公式可得

1

0

( ) (1 )
365

n

k

kP A




  ，

则其对立事件 A  “这 n 个人中至少有两个人的生日在同一天”的概率为

1

0

1 (1 )
365

n

k

k



  .

由题意：

1

0

11 (1 )
365 2

n

k

k



   ，从而

1

0

1(1 )
365 2

n

k

k



  ，得
1

0
ln 2

365

n

k

k




  ，化简得

的
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( 1) ln 2 0.693
730

n n
  ，即 ( 1) 730 0.693 505.89n n    ，故 min 23n  .

故选：C.

7. 如图所示，4 个球两两外切形成的几何体，称为一个“最密堆垒”．显然，即使是“最密堆垒”，4 个球之间

依然存在着空隙．材料学研究发现，某种金属晶体中 4 个原子的“最密堆垒”的空隙中如果再嵌入一个另一种

金属原子并和原来的 4 个原子均外切，则材料的性能会有显著性变化．记原金属晶体的原子半径为 Ar ，另

一种金属晶体的原子半径为 Br ，则 Ar 和 Br 的关系是（    ）

A. 2 3B Ar r B. 2 6B Ar r

C.  2 3 1B Ar r  D.  2 6 2B Ar r 

【答案】D

【解析】

【分析】依题意画出直观图，则四个金属原子的球心的连线所围成的图形为正四面体 P ABC ，设正四

面体的棱长为 a  0a  ，高为 h  0h  ，外接球球心为O，D为正三角形 ABC 的中心，求出外接球的

半径 R ，即可得到

2

6
4

A

A B

a r

a r r





 

，从而得解.

【详解】由题意知，四个金属原子的球心的连线所围成的图形为如图所示的正四面体 P ABC ，

设正四面体的棱长为 a  0a  ，高为 h  0h  ，外接球球心为O，D为正三角形 ABC 的中心，

则必有 PD 平面 ABC 且 P ，O，D三点共线，

在正三角形 ABC 中，易求得
3 2 3

2 3 3
DB a a   ，

在 PDB△ 中，由 2 2 2PB PD DB= + ，可得

2

2 3 6
3 3

h PD a a a
 

     
 

，

在 OBDV 中，由 2 2 2OB OD DB  ，得

2

2 2 3( )
3

R h R a
 

     
 

，
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解得
6

4
R a ，

由题意得

2

6
4

A

A B

a r

a r r





 

，所以
6 2

4 A A Br r r   ，

所以  2 6 2B Ar r  ．

故选：D．

8. 已知  f x 的定义域为    0, , f x  是  f x 的导函数，且    2 2 lnx f x xf x x  ，  2e e 1f  ，则

1 1 1, sin , tan
3 4 2

f f f     
     
     

的大小关系是（    ）

A. 
1 1 1sin tan
3 4 2

f f f           
     

B. 
1 1 1sin tan
4 3 2

f f f           
     

C. 
1 1 1tan sin
2 3 4

f f f           
     

D. 
1 1 1sin tan
4 2 3

f f f           
     

【答案】C

【解析】

【 分 析 】 根 据    2 2 lnx f x xf x x  构 造 函 数 2( ) ( )g x x f x ， 代 入 原 式 化 简 后 得 到

3

ln 2 ( )( ) x x g xf x
x
  ，再构造函数 ( ) ln 2 ( )h x x x g x  ，讨论 ( )h x 的单调性即可得到 ( ) 0f x  ，最后

根据 ( )f x 的单调性求解即可.

【详解】因为 2 ( ) 2 ( ) lnx f x xf x x   ，即 2[ ( )] lnx f x x  ，

构造函数 2( ) ( )g x x f x ，则 ( ) lng x x  ， 2
( )( ) g xf x
x



将 2
( )( ) g xf x
x

 代入 2 ( ) 2 ( ) lnx f x xf x x   ，得 3

ln 2 ( )( ) x x g xf x
x
  .

.
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再构造函数 ( ) ln 2 ( )h x x x g x  ，则 ( ) ln 1 2 ( ) 1 lnh x x g x x      ，

易知，当 (0,e)x  时， ( ) 0h x  ，函数 ( )h x 单调递增；当 (e,+ )x   时， ( ) 0h x  ，函数 ( )h x 单调递

减，所以
2

max( ) (e) e 2 (e) e 2e (e)h x h g f     ，

由于 2e (e) 1f  ，所以 (e) 0h  ，所以 ( ) 0≤h x ，

所以当 (0,e)x  时， ( ) 0f x  ，函数 ( )f x 单调递减；

当 (e,+ )x   时， ( ) 0f x  ，函数 ( )f x 单调递减，所以 ( )f x 在 (0, ) 单调递减.

又根据单位圆可得三角不等式
1 1 1sin tan
3 3 3

  ，又
1 1sin sin
4 3

 ，
1 1tan tan
3 2

 ，所以

1 1 1(tan ) ( ) (sin )
3 3 3

f f f  ，故
1 1 1tan sin
2 3 4

f f f           
     

.

故选：C.

【点睛】方法点睛：本题考查构造函数，并利用导数比大小的问题.题中条件    2 2 lnx f x xf x x  可以

构造函数 2( ) ( )g x x f x ，进一步构造函数 ( ) ln 2 ( )h x x x g x  ，然后讨论 ( )h x 的单调性，由 ( ) 0≤h x 得

到 ( ) 0f x  ，再由三角不等式得到自变量的大小关系，最后根据 ( )f x 的单调性求解.

二、选择题：本题共 3 小题，每小题 6 分，共 18 分．在每小题给出的选项中，有多项符合题

目要求，全部选对的得 6 分，有选错的得 0 分，部分选对的得部分分．

9. 下列命题中，正确的是（    ）

A. 函数   x
v x

x
 与  

1, 0
0, 0

1, 0

x
u x x

x


 
 

当 时

当 时

当 时

表示同一函数

B. 函数   2 2 2v x x x   与   2 2 2u t t t   是同一函数

C. 函数  y f x 的图象与直线 2024x  的图象至多有一个交点

D. 函数   1f x x x   ，则
1
2

f f       
0

【答案】BC

【解析】

【分析】根据相等函数的定义判断 A、B，根据函数的定义判断 C，由函数解析式求出函数值，即可判断
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D.

【详解】对于 A：   1, 0
1, 0
xx

v x
xx


   
，因为两函数的定义域不相同，故不是同一函数，故 A 错误；

对于 B：函数   2 2 2v x x x   与   2 2 2u t t t   定义域相同，解析式一致故是同一函数，故 B 正

确；

对于 C：根据函数的定义可知，函数  y f x 的图象与直线 2024x  的图象至多有一个交点，故 C 正

确；

对于 D：因为   1f x x x   ，所以
1 1 11 0
2 2 2

f       
 

，

则  1 0 0 1 0 1
2

f f f           
，故 D 错误.

故选：BC

10. 如图 1 所示，为曲杆道闸车库出入口对出人车辆作“放行”或“阻拦”管制的工具．它由转动杆OP 与横杆

PQ组成， ,P Q 为横杆的两个端点．在道闸抬起的过程中，横杆 PQ始终保持水平．如图 2 所示，以点O

为原点，水平方向为 x 轴正方向建立平面直角坐标系．若点O距水平地面的高度为 1 米，转动杆OP 的长

度为 1.6 米，横杆 PQ的长度为 2 米，OP 绕点O在与水平面垂直的平面内转动，与水平方向所成的角

 30 ,90    （    ）

  

A. 则点 P 运动的轨迹方程为
2 2 64( 1)

25
x y   （其中

4 3 4 80, , ,
5 5 5

x y
         

）

B. 则点Q运动的轨迹方程为
2 2 64( 2)

25
x y   （其中

10 4 3 4 82, , ,
5 5 5

x y
         

）

C. 若OP 绕点O从与水平方向成30角匀速转动到与水平方向成90角，则横杆 PQ距水平地面的高度为

13
5

米

D. 若OP 绕点O从与水平方向成30角匀速转动到与水平方向成90角，则点Q运动轨迹的长度为
13
5

米

【答案】BC



   

第 9 页/共 11 页

学科网（北京）股份有限公司

【解析】

【分析】由题意易判断点 P 的轨迹是以 O 为原点，OP 为半径的圆，求得方程判断 A；点 Q 的轨迹是以

(2,0) ，半径为 1.6 的圆，求得方程判断 B；求得横杆 PQ 距水平地面的高度可判断 C；求得点 Q 运动轨迹

的长度即为圆（其中）的弧长判断 D.

【详解】对于 A：点 P 的轨迹显然是以 O 为原点，OP 为半径的圆，

故点 P 运动轨迹方程为
2 2 64

25
x y  （其中

4 3 4 8[0, ], [ , ]
5 5 5

x y  ），故 A 错误；

对于 B：设    0 0, , ,Q x y P x y ，因为 PQ 平行于 x 轴，

所以
0

0

2x x
y y

 
 

，所以
0

0

2x x
y y

 
 

，又因为 P 在加圆
2 2 64

25
x y  上，

所以点 Q 的运动轨迹是以 (2,0) 为圆心，1.6 为半径的圆，

所以点 Q 的轨迹方程为  2 2 642
25

x y   （其中
10 4 3 4 8[2, ], [ , ]

5 5 5
x y

  ），故 B 正确；

对于 C：若 OP 绕点 O 从与水平方向成30角匀速转动到与水平方向成90角，

横杆 PQ 达到最高点，此时横杆 PQ 距水平地面的高度为
131 1.6
5

  ，故 C 正确；

对于 D：因 OP 绕点 O 从与水平方向成30角匀速转动到与水平方向成90角，

故Q绕点  2,0 转动的角度与点 P 绕点  0,0 转动的角度一样为
π90 30
3

    ，

所以点 Q 运动轨迹的长度即为圆（其中）的弧长，等于
π 8π1.6
3 15

  ，故 D 错误.

故选：BC.

11. 在 ABCV 中，角A ， B ，C 所对的边依次为 a，b ， c，已知 sin : sin : sin 2 : 3 : 4A B C  ，则下列结论

中正确的是（    ）

A.      : : 5 6 7a b b c c a    ：：

B. ABCV 为钝角三角形

C. 若 18a b c   ．则 ABCV 的面积是6 15

D. 若 ABCV 的外接圆半径是 R ，内切圆半径为 r ，则5 16R r

【答案】BD

【解析】

【分析】由正弦定理可得 : : 2 : 3 : 4a b c  ，设 2a x  0x  ， 3b x， 4c x ，即可判断 A

为
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，利用余弦定理求出 cosC ，即可判断 B，结合 A 求出边，再结合 B 求出 sin C ，最后由面积公式判断 C，

首先由正弦定理求出 R ，利用等面积法求出 r ，即可判断 D.

【详解】因为 sin : sin : sin 2 : 3 : 4A B C  ，

由正弦定理 2
sin sin sin

a b c R
A B C

   ，可得 : : 2 : 3 : 4a b c  ，

设 2a x  0x  ， 3b x， 4c x ，

则 ( ) : ( ) : ( ) 5 : 7 : 6 5 : 7 : 6a b b c c a x x x     ，故 A 错误；

由题意可知，C 最大角，

因为
2 2 2 2 2 2

2

4 9 16 1cos 0
2 12 4

a b c x x xC
ab x

   
     ，故C 为钝角，故 B 正确；

若 18a b c   ，则 4a  ， 6b  ， 8c  ，

又
1cos
4

C   ，所以 2 15sin 1 cos
4

C C   ，

所以 ABCV 的面积
1 1 15sin 4 6 3 15
2 2 4ABCS ab C     V ，故 C 错误；

由正弦定理得，

4 162
sin 15 15

4

c x xR
C

  
，即

8
15
xR  ，

由面积公式可得
1 1( ) sin
2 2

a b c r ab C   ，

即
1 1 159 2 3
2 2 4

x r x x      ，

所以
15
6

r x ，

所以
16
5

R
r

 ，故5 16R r ，故 D 正确．

故选：BD．

三、填空题：本题共 3 小题，每小题 5 分，共 15 分．

12. 在平面直角坐标系中，已知点    1 21,0 , 1,0F F ，若 P 为平面上的一个动点且 1 22PF PF ，则点

P 运动所形成的曲线的方程为______．

【答案】 2 2( 3) 8x y   .

【解析】

【分析】设 P 点坐标，再根据题意列出等式，化简即可求得轨迹方程.

【详解】设 ( , )P x y ，则由 1 22PF PF 可得 2 2 2 2( 1) 2 ( 1)x y x y      ，化简得

为
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