
第 8 讲  导数和函数压轴小题 11 类（1） 
【题型一】 整数解

【典例分析】

在关于 x的不等式  2 2 2 2e e 4e e 4e 0x xx a x a     （其中 e=2.71828 L 为自然对数的底数）的解集中，有且

仅有两个大于 2 的整数，则实数a的取值范围为（   ）

A． 4

16 1,
5e 2e

 
  

B． 2

9 1,
4e 2e

 
 

C． 4 2

16 4,
5e 3e

 
  

D． 2 2

9 4,
4e 3e

 
 

【变式演练】

1.已知函数    1 xf x a x e x   ，若存在唯一的正整数 0x ，使得  0 0f x  ，则实数a的取值范围是（    ）

A． 3

1 3,
2 4e e

   
B． 23

3 2,
4 3e e

 
 

C． 2
2 1,

3 2e e
 

 
D．

1 1,
2 2e

 
 

2.已知偶函数  f x 满足    3 3f x f x   ，且当  0,3x  时，   2
x

f x xe


 ，若关于 x的不等式    2 0f x tf x 

在 150,150 上有且只有 150 个整数解，则实数 t 的取值范围是（    ）

A．
1
20,e

 
 
 

B．
1 3
2 2,3e e

  


 
C．

3
123 ,2e e

  
 
 

D．
1

12 , 2e e
  

 
 

3.已知对任意实数 1k  ，关于 x的不等式   2
x

xk x a
e

  在  0,  上恒成立，则 a的最大整数值为

A．0 B． 1 C． 2 D． 3

【题型二】 零点

【典例分析】

已知函数    2 2 xf x x x e  ，若方程  f x a 有 3 个不同的实根 1x ， 2x ， 3x （ 1 2 3x x x  ），则
2 2
a

x  的取

值范围是（    ）



A． 2

2 ,0
e

 
  

 
B．

1 ,0
e

  
 

C． 2
2

2 , 2e
e

 
  

 
D．  20, 2e

【变式演练】

1.已知   3 23 1f x ax x   ，若  f x 存在唯一的零点 0x ，且 0 0x  ，则 a 的取值范围是（    ）

A．  2, B．  , 2  C．  1,  D．  ,1

2.已知函数 2

2 2ln( )( ) ( 0), ( )
3

x m xf x m g x
x x

 
   ，设方程

1( ( )) 0f g x
m

  的 3 个实根分别为 1 2 3, ,x x x ，且

1 2 3x x x  ，则      1 2 32 3g x g x g x  的值可能为（    ）

A．
2
e

 B．
2
e

C．
3
e

 D．
3
e

3.已知函数   ln xf x
x

 ，对于正实数 a，若关于 t 的方程   af t f
t

   
 

恰有三个不同的正实数根，则 a 的取

值范围是（    ）

A．  1,8 B．  2 ,8e C．  8, D．  2 ,e 

【题型三】 同构

【典例分析】

定义：设函数 ( )y f x 在 ( , )a b 上的导函数为 '( )f x ，若 '( )f x 在 ( , )a b 上也存在导函数，则称函数 ( )y f x 在

( , )a b 上存在二阶导函数，简记为 ( )y f x .若在区间 ( , )a b 上 ( ) 0f x  ，则称函数 ( )y f x 在区间 ( , )a b 上为“凹

函数”.已知
2( 1)( ) [1 2ln 2ln( 1)]

4
x xf x me m x x

      在区间 ( 1, )  上为“凹函数”，则实数m 的取值范围

为（    ）

A． (1, ) B． ( , )e  C． ( , )e  D． ( , )e e

【变式演练】

1.已知函数    ln 1f x x x   ，   1xg x e x   ，若    g x kf x 对  0 ,x    恒成立，求实数 k 的取值

范围．

2.已知不等式 1e ln 2 3xx x x m     对  0,x   恒成立，则m 取值范围为（    ）



A．
1
2

m   B．
1
2

m   C． 2m   D． 2m  

3.设 0k  ，若存在正实数 x，使得不等式
1

27log 3 0kxx k    成立，则 k的最大值为（    ）

A．
1
ln 3e B． ln 3

e C． ln 3
e D．

ln 3
2

【题型四】 恒成立求参：移项讨论型

【典例分析】

若  0,1x  ， lnmx x x m  恒成立，则实数m 的取值范围为（    ）

A． 1, B．
1 ,
2

  
C． 2,  D．  ,1

【变式演练】

1.若关于 x的不等式 lnx ae x a   对一切正实数 x恒成立，则实数 a的取值范围是（    ）

A．
1,
e

  
 

B．  ,e C．  ,1 D．  , 2

2.已知函数   3 21 1 1
3 2

xf x xe ax ax    ，  0,x   ，若  f x 有最小值，则实数 a的取值范围是

A． ,e  B．  ,e  C．
3
22 ,

3
e

 


 
D．

3
22 ,

3
e

 
 

 

3. 已知函数    1 xf x x a e b    ，若存在b R ，对于任意  1,2x  ，都有  
2
ef x  ，则实数 a 的取值范

围是________.



【题型五】 恒成立求参：代入消参型（虚设根型）

【典例分析】

设实数 0  ，若对任意  0,x   ，不等式  ln 0
xe x


  恒成立，则 的取值范围是（    ）

A．
10
e

  B．0 1e   C．0 e  D． 20 e 

【变式演练】

1.已知函数      2 ln 1 lnf x x x a x     有唯一零点，则 a （    ）

A． 0 B．
1
2

 C．1 D．2

2.已知函数 2( ) 1xf x xe  ，不等式 ( ) lnf x mx x  对任意 (0, )x   恒成立，则实数 m 的取值范围是（    ）

A． ( , 2] B．[0,2] C．  2, e 1   D．
20, 1e  

3.若对任意 x∈（0，+∞），不等式 e2x﹣mln（2m）﹣mlnx≥0 恒成立，则实数 m 的最大值（    ）

A． e B．e C．2e D．e2

【题型六】 恒成立求参：构造函数

【典例分析】

已知函数   2

1 2ln xf x
x


 的定义域为

10,
e

 
  

，若对任意的 1 2
1, 0,x x
e

   
，

     1 2 1 2
2 2

1 2 1 2

f x f x m x x
x x x x

 



恒成立，则

实数m 的取值范围为（    ）

A．  ,3 B．  , 4 C．  ,5 D．  ,6

【变式演练】

1.已知函数 ( ) ( e e )(e e )x xf x a x x   与 2( ) e xg x  的图象恰有三个不同的公共点（其中 e为自然对数的底数），

则实数 a的取值范围是（    ）

A．
1 ,1
2

  
 

B．
1 2,
2 2

 
  

 
C．

2 ,1
2

 
  
 

D． (1, 2)



2.对于任意 1x ， 2 [1, )x   ，当 2 1x x 时，恒有
2

2 1
1

ln 2( )xa x x
x

  成立；则实数 a 的取值范围是（  ）

A． ( ,0] B． ( ,1] C． ( , 2] D． ( ,3]

3.已知函数  f x 满足      1 12 ,
2 2 2

xe f x f x x f
e

    





，若对任意正数 ,a b都有

2 2 2
1 1 13 2
2 64 8

x x abf
a e b

      
 

，则 x的取值范围是 

A．  ,1 B．  ,0 C．  0,1 D．  1,

【题型七】 恒成立求参：分离参数（常规）

【典例分析】

设函数  
 

2
2

16
1 1

ax xx x
x x

f x    
  ，若 0x  时，   0f x  ，则实数 a的取值范围是（    ）

A．  0,  B．  ,12 C．  ,0 D．  12,

【变式演练】

1.不等式 3 ln 1xx e a x x    对任意 (1, )x   恒成立，则实数 a的取值范围

A． ( ,1 ]e  B． 2( , 2 ]e  C． ( , 2]  D． ( , 3] 

2.已知函数   1 2lnxf x e x x x ax    满足   0f x  恒成立，则实数 a的取值范围是____．

3.已知函数
1( ) lnxf x xe x ax
e

   ，若对于任意 (0, )x   ，不等式 ( ) 0f x  恒成立，则实数 a 的最大值为

________.

【题型八】 恒成立求参：分离参数（洛必达法则）

【典例分析】

若
21 ( 1) 1

2
xa x e x    对 0x  恒成立，则实数 a的取值范围是



A． ( , 2] B． ( , 2) C． ( ,1] D． ( ,3]

变式演练】

1.已知函数 2 2( ) ln ( 1)f x x x a x    (a∈R),若 ( ) 0f x  在 x∈(0,1］ 时恒成立,则实数 a 的取值范围是

A．［
2

4
,+ ∞） B．[ 1

2 ,+∞) C．[2,+∞) D．[1,+∞)

2.若对任意  0,x  ，不等式 sinx xe e a x  恒成立，则实数 a的取值范围是

A． 2,2 B．  ,e C．  , 2 D．  ,1

【题型九】 恒成立求参：倍函数

【典例分析】

设函数  f x 的定义域为 D，若满足条件：存在[ , ]m n D ，使  f x 在[ ]m n， 上的值域为[ ]km kn， （ k R且

0k  ），则称  f x 为“ k倍函数”，若函数 ( ) xf x a  1a  为“3 倍函数”，则实数 a的取值范围是（    ）

A．

3

1, ee
 
 
 

B．  31,e C．
2

,ee e
 
 
 

D．  3,e e

【变式演练】

1.若存在  1 2, ,x x a b 且 1 2x x ，使        1 2 1 2g x g x L f x f x   成立，则在区间 ,a b 上，称  g x 为  f x

的“倍函数”．设   lnf x x ，  
2ln 1

xg x
x




，若在区间 ,e e 
 上，  g x 为  f x 的“倍函数”，则实数 L的

取值范围为（    ）

A． ,
9
e   

B． ,
9
e  

 

C．  ,e D．  ,e

2..对于函数 y=f(x)，若存在区间[a，b]，当 x∈[a，b]时的值域为[ka，kb](k>0)，则称 y=f(x)为 k 倍值函数.若

f(x)=ex+3x 是 k 倍值函数，则实数 k 的取值范围是（    ）

A．(e+
1
e
，+∞) B．(e+

2
e
，+∞)

C．(e+2，+∞) D．(e+3，+∞)



3.如果存在 1x ，  2 ,x a b 且 1 2x x ，使        1 2 1 2g x g x L f x f x   成立，则在区间 ,a b 上，称  g x 为

 f x 的“倍函数”．设   lnf x x ，  
2ln 1

xg x
x




，若在区间 ,e e 
 上，  g x 为  f x 的“倍函数”，则实数

L的取值范围为______．

【题型十】 恒成立求参：双函数最值型

【典例分析】

已知函数 ( ) ( 2)e e 1xf x x    ， ( ) lnag x x x
x

  ，对任意的
1 ,3
e

m     
，总存在

1 ,3
e

n     
使得 ( ) ( )g m f n…

成立，则 a 的范围为_________．

【变式演练】

1.已知   21xf x xe e
e

   ，      21 ln 1g x x a x     ，若存在 1x R ，  2 1,x    ，使得    1 2f x g x 成

立，则实数 a的取值范围是______.

2.已知 f(x)＝ln x－ ＋ ，g(x)＝－x2－2ax＋4，若对任意的 x1∈(0,2]，存在 x2∈[1,2]，使得 f(x1)≥g(x2)成立，

则 a 的取值范围是(　　)

A．  B．  C．  D．  

3.已知函数
3 2 3( ) 2 3 1, ( )

4 2
af x ax ax g x x      ，若任意给定的 0 [0,2]x  ，总存在两个不同的

( 1,2) [0,2] ix i ，使得    0if x g x 成立，则实数 a的取值范围是（    ）

A． ( , 1)  B． (1, ) C． ( , 1) (1, )  U D．[ 1,1]

【题型十一】 数列与导数：

【典例分析】



已知数列 na 中， 1
1
2

a  ，
2

1 1n n na a a    ，记 1 2n nS a a a   L ，
2 2 2 *
1 2 ,n nT a a a n     NL ，则下列结

正确的是（    ）

A．
15
16na  B． 12 1 0n na a    C．

5
6nS n D． 2 nnS T n 

【变式演练】

1.已知数列    n n n na b c d 满足：
1 1, !, ,n n

n n n na n b n c n d
n

    .则对于任意正整数 n>100，有（    ）

A． 2 2n n n na a b b   B． 2 2n n n nb b c c  

C． 2 2n n n nc c d d   D． 2 2n n n na a d d  

2.已知数列 na 满足 1 2

2
1

n
n

n

aa
a 

 ，满足  1 0,1a  ， 1 2 2021 2020a a a    ，则下列成立的是（    ）

A． 1 2021
1ln ln

2020
a a  B． 1 2021

1ln ln
2020

a a 

C． 1 2021
1ln ln

2020
a a  D．以上均有可能

3.设 ,a b R ，数列 na 满足 1a a ，  *
1lnn na a b n N   ，则（    ）

A．若 2b   ，则 2020a a B．若 2b   ，则 2020a a

C．若 2b  ，则 2020a a D．若 2b  ，则 2020a a

【课后练习】

1.已知函数
1 ln( ) xf x

x


 ，若关于 x的不等式 2 ( ) ( ) 0f x af x  恰有两个整数解，则实数 a的取值范围是

A．
1 ln 2 1 ln 3( , ]

2 3
 

  B．
1 ln 3 1 ln 2[ , )

3 2
 

C．
1 ln 2 1 ln 3( , )

2 3
 

  D．
1 ln 3( 1, ]

3


 

 



2.已知函数
2

, 1,
( ) eln

5 2 , 1,

x x
f x x

x x x

  
    若函数

2[ ( )] (2 4 ) ( ) 1y f x a f x    恰有 5 个零点，则实数 a的取值范围是

（    ）

A．
9 49,
8 24

 
 

B．
491,
24

 
 
 

C．
91,
8

 
  

D．
9 ,
8

  

3.已知
3 2( ) 3f x x a x a   ，若存在  1,1x  

，使得 ( ) 0f x  成立，则实数 a的取值范围为__________．

4.已知函数
( ) e 2 (ln )xf x x a x x  

有两个零点，则 a 的最小整数值为（    ）

A．0 B．1 C．2 D．3

5.若对任意  0,x   ，不等式 22 ln ln 0xe a a a x   恒成立，则实数 a 的最大值为（    ）

A． e B． e C． 2e D． 2e

6.不等式 1 xax lnx xe   对于定义域内的任意 x恒成立，则 a的取值范围为__________.

 

7.设函数  h x 的定义域为 D，若满足条件：存在  ,a b D ，使  h x 在 ,a b 上的值域为  2 ,2a b ，则称  h x 为“倍

胀函数”.若函数   lnf x x t  为“倍胀函数”，则实数 t 的取值范围是________.

 

8.对任意的n N ，不等式 ( )11 ( )
1

n ane
n n

 


（其中 e 是自然对数的底）恒成立，则 a的最大值为（    ）

A． ln 2 1 B．
1 1

ln 2
 C． ln 3 1 D．

1 1
ln 3



 

9.数列{ }na ， nb 满足
2 1

1 2 33 3 ... 3
3

n
n

na a a a     ，  *n N ，
3n

n nb a
n

  ，若 nb 的前n项和为 nS ，则下

列选项正确的是（　　）

A． 20172018ln S B． 2018 2018 1S ln 

C． 10092018 1ln S  D． 2018 1 ln2018S  



 

10. 已知函数
( ) , ( )

ln

xx ef x g x
x x

 
，若存在实数 1 2,x x 使得    1 2f x g x m 

，则 m 的取值范围是

___________；若 2 0x  ，则

 2

2

1

2

g xx e
x

 
 
  的最大值是___________.



第 8 讲  导数和函数压轴小题 11 类 
【题型一】 整数解

【典例分析】

在关于 x的不等式  2 2 2 2e e 4e e 4e 0x xx a x a     （其中 e=2.71828 L 为自然对数的底数）的解集中，有且

仅有两个大于 2 的整数，则实数a的取值范围为（   ）

A． 4

16 1,
5e 2e

 
  

B． 2

9 1,
4e 2e

 
 

C． 4 2

16 4,
5e 3e

 
  

D． 2 2

9 4,
4e 3e

 
 

【答案】D

【分析】将不等式转化为    22e 2 1 exx a x   ，分别研究两个函数的性质，确定a的取值范围，构造函数，

利用放缩法进一步缩小a的取值范围，列出不等式组，求出结果.

【详解】由  2 2 2 2e e 4e e 4e 0x xx a x a     ，化简得：    22e 2 1 exx a x   ，

设    22e 2f x x  ，    1 exg x a x  ，则原不等式即为    f x g x .若 0a  ，则当 2x  时，   0f x  ，

  0g x  ，

原不等式的解集中有无数个大于 2 的整数，∴ 0a  .∵  2 0f  ，   22 e 0g a  ，∴    2 2f g .

当    3 3f g ，即
1
2e

a  时，设       4h x f x g x x   ，则      2 2 e2e 2 e 2e 2
2e

x
x xh x x ax x       .

设      2 e2e 2 4
2e

xxx x x     ，则    2 1 e
2e

2e

xx
x


   在 3, 单调递减，所以

     2 1 e
2e 3 0

2e

xx
x 


     ，所以    2 e2e 2

2e

xxx x    在 4,  单调递减，∴

     24 2e 2 e 0x     ，

∴当 4x  时，   0h x  ，∴  h x 在 4, 上为减函数，即     2 4 2 3e4 4e 3 e e 4 0
2

h x h a        
 

，

∴当 4x  时，不等式    f x g x 恒成立，原不等式的解集中没有大于 2 的整数.



要使原不等式的解集中有且仅有两个大于 2 的整数，则
𝑓(3) > 𝑔(3)
𝑓(4) > 𝑔(4)
𝑓(5) ≤ 𝑔(5)

，即
e2 > 2𝑎e3

4e2 > 3𝑎e4

9e2 ≤ 4𝑎e5
，解得

2 2

9 4
4e 3e

a  .

则实数a的取值范围为 2 2

9 4,
4e 3e

 
 

.故选：D

【变式演练】

1.已知函数    1 xf x a x e x   ，若存在唯一的正整数 0x ，使得  0 0f x  ，则实数a的取值范围是（    ）

A． 3

1 3,
2 4e e

   
B． 23

3 2,
4 3e e

 
 

C． 2
2 1,

3 2e e
 

 
D．

1 1,
2 2e

 
 

【答案】C

【分析】

题意等价于存在唯一的正整数 0x 使得不等式  1 x

xa x
e

  成立，求出函数 ( ) x

xg x
e

 的单调区间，直线

 1y a x  过定点  1,0 ，作出函数 ( ) x

xg x
e

 和直线  1y a x  图像，结合图形列出不等式组化简即可.

解：函数    1 xf x a x e x   ，若存在唯一的正整数 0x ，使得  0 0f x  。等价于存在唯一的正整数 0x ，使

得不等式  1 x

xa x
e

  成立，令 ( ) x

xg x
e

 ，则
1( ) x

xg x
e

 
 ，由 ( ) 0g x  得 1x  ，由 ( ) 0g x  得 1x 

所以函数 ( ) x

xg x
e

 在区间  ,1 上递增，在区间  1, 上递减。所以 max
1( ) (1)g x g
e

  ，

直线  1y a x  过定点  1,0 ，作出函数 ( ) x

xg x
e

 和直线  1y a x  图像如下：

由图可得要使存在唯一的正整数 0x 使得不等式  1 x

xa x
e

  成立

必有 2

2

12
2 1

2 3 2(2 1)

a
e a

e ea
e

    
  


所以实数a的取值范围是 2
2 1,

3 2e e
 

 



故选：C.



2.已知偶函数  f x 满足    3 3f x f x   ，且当  0,3x  时，   2
x

f x xe


 ，若关于 x 的不等式

   2 0f x tf x  在 150,150 上有且只有 150 个整数解，则实数 t 的取值范围是（    ）

A．
1
20,e

 
 
 

B．
1 3
2 2,3e e

  


 
C．

3
123 ,2e e

  
 
 

D．
1

12 , 2e e
  

 
 

【答案】B

【分析】

根据偶函数  f x 满足    3 3f x f x   ，得到函数  f x 是以 6 为周期的周期函数，由  0,3x  时，

  2
x

f x xe


 ，用导数法结合偶函数，作出数  f x 在 ( 3,3] 上的图象，将不等式    2 0f x tf x  在 150,150

上有且只有 150 个整数解，转化为在一个周期 ( 3,3] 上  f x t 有 3 个整数解分别为-2，2，3 求解.

【详解】因为偶函数  f x 满足    3 3f x f x   ，所以      6f x f x f x    ，即    6+f x f x ，

所以函数  f x 是以 6 为周期的周期函数，当  0,3x  时，   2
x

f x xe


 ，所以   2

2

x xf x e


  （1- ），

当0 2x  时，   0f x  ，函数  f x 递增；当2 3x  时，   0f x  ，函数  f x 递减；

当当 2x  时，函数  f x 取得极大值   2f x
e

 ，作出函数  f x 在 ( 3,3] 上的图象，如图所示：

因为不等式    2 0f x tf x  在 150,150 上有且只有 150 个整数解，

所以不等式    2 0f x tf x  在 ( 3,3] 上有且只有 3 个整数解，

当   0f x  时，不符合题意，故不等式  f x t 在 ( 3,3] 上有且只有 3 个整数解，



因为    
1 3
2 21 3 3,f e f e

 
  ，所以

 
 
3 3 1
1

f
f e

  ，即    1 3f f ，

故不等式  f x t 在 ( 3,3] 上的 3 个整数解分别为-2，2，3，

所以，    1 3f ft  ，即
3
2

1
2 3te e

 
  ，故选：B

3.已知对任意实数 1k  ，关于 x的不等式   2
x

xk x a
e

  在  0,  上恒成立，则 a的最大整数值为

A．0 B． 1 C． 2 D． 3

【答案】B

【详解】令    2 0x
xf x x

e
  ，依题意，对任意 1k  ，当 0x  时，  y f x 图象在直线  y k x a  下方，∴

   2 1
x

x
f x

e



列表

 y f x 得的大致图象

则当 0a  时，∵  0 2f   ，∴当1 2k  时不成立；

当 1a   时，设  0 1y k x  与  y f x 相切于点   0 0,x f x .

则
   

0

0 0 2
0 0 0

0

2 1
1

1x

x f x
k x x

e x


    


，解得  0
5 1 0,1
2

x 
  .

∴ 0 5 1
2

3 5 1 1k
e

e



   ，故成立，∴当 a Z 时, max 1a   .故选 B.



【题型二】 零点

【典例分析】

已知函数    2 2 xf x x x e  ，若方程  f x a 有 3 个不同的实根 1x ， 2x ， 3x （ 1 2 3x x x  ），则
2 2
a

x  的取

值范围是（    ）

A． 2

2 ,0
e

 
  

 
B．

1 ,0
e

  
 

C．
2

2

2 , 2e
e

 
  

 
D．  20, 2e

【答案】B

【分析】对  f x 求导，利用  f x 的图像求得 2x 的范围，以及 a与 2x 的关系，将问题转化为关于 2x 的函数值

域的问题进行处理即可.

【详解】因为    2 2 xf x x x e  ，故可得    2 2xf x e x   ，令   0f x  ，解得 2x   ，

故可得  f x 在区间  , 2  单调递增，在  2, 2 单调递减，在  2, 单调递增.

又   2

2 2 22f
e


  ，     22 2 2 2f e  ，且当 x趋近于负无穷时，  f x 趋近于零，故  f x 的图象如

下所示：

故若方程  f x a 有 3 个不同的实根，则 2

2 2 20,a
e

 
  

 
，又因为     22

2 2 22 xf x x x e a   ，  2 2,0x  

故
2 2
a

x 
  2

2

2
2 2

2
2

2
2

x
x

x x e
x e

x


 


，不妨令    , 2,0xh x xe x   ，则    1xh x e x   ，令   0h x  ，解得

1x   ，

容易知  h x 在区间  2, 1  单调递减，在  1,0 单调递增.故可得     11
min

h x h
e

    ，又   2

22h
e

  

<  0 0h  故可得   0h x  ，则   1 ,0h x
e

    
，即

2 2
a

x 
1 ,0
e

    
.故选：B

【变式演练】

1.已知   3 23 1f x ax x   ，若  f x 存在唯一的零点 0x ，且 0 0x  ，则 a 的取值范围是（    ）

A．  2, B．  , 2  C．  1,  D．  ,1



【答案】B

【分析】

分类讨论：当 0a  时，容易判断出不符合题意；当 0a  时，求出函数的导数，利用导数和极值之间的关系

转化为求极小值
2 0f
a

   
 

，解出即可．

解：当 0a  时，   23 1 0f x x    ，解得
3

3
x   ，函数  f x 有两个零点，不符合题意，应舍去；

当 0a  时，令  ' 2 23 6 3 0f x ax x ax x
a

      
 

，解得 0x  或
2 0x
a

  ，列表如下：

 

x
  0，  0

20
a

 
 
 
，

2
a

 
2
a

   
 

，

 

 'f x  0 -  0 

 

 f x
 单调递

增

 极大

值

 单调递

减

 极小

值

 单调递

增

x  Q ，  f x  ，而  0 1 0f   ，

存在 0x  ，使得   0f x  ，

不符合条件：  f x 存在唯一的零点 0x ，且 0 0x  ，应舍去，

当 0a  时，  ' 2 23 6 3 0f x ax x ax x
a

      
 

，

解得 0x  或
2 0x
a

  ，

列表如下：

 

x
 

2
a

  
 

，
2
a

2 0
a

 
 
 

， 0  0  ，

 

 'f x-  0   0 -

 

 f x
 单调递

减

 极小

值

 单调递

增

 极大

值

 单调递

减

而  0 1 0f   ， x  时，  f x  ，存在 0 0x  ，使得  0 0f x  ，



 f xQ 存在唯一的零点 0x ，且 0 0x  ，极小值
3 22 2 2( ) 3( ) 1 0f a

a a a
      
 

，化为 2 4a  ，

0a Q ， 2  a ，综上可知：a 的取值范围是  2 ， ．故选: B ．

2.已知函数 2

2 2ln( )( ) ( 0), ( )
3

x m xf x m g x
x x

 
   ，设方程

1( ( )) 0f g x
m

  的 3 个实根分别为 1 2 3, ,x x x ，且

1 2 3x x x  ，则      1 2 32 3g x g x g x  的值可能为（    ）

A．
2
e

 B．
2
e

C．
3
e

 D．
3
e

【答案】B

【分析】

利用导数研究 ( )g x 的单调性、极值及区间值域，由题设可知 2 23 2 0x mx m   在 ( ,0) (0, ) U 上必有两

个不等的实根 1 2,t t (假设 1 2t t )且 1 2
2,
3
mt m t   ，结合 ( )g x 的性质有

2 2 0
e 3

m
   且 2 1 2( ) ( )t g x g x  ，

1 3( )t g x ，进而求目标式的值，即可确定答案.

【详解】

由题设，
2ln( )( ) xg x

x


 的定义域为 ( ,0) ，且 2

2[1 ln( )]( ) xg x
x

   ，

∴当 ( , e)x    时， ( ) 0g x  ，即 ( )g x 递减；当 ( e,0)x   时， ( ) 0g x  ，即 ( )g x 递增.

∴
2( ) ( e)
e

g x g    ，又 x在 ( , e)  上逐渐变小时 ( )g x 逐渐趋近于 0，当 1 0x   时 ( ) ( 1) 0g x g   且随 x

趋向于 0， ( )g x 趋向无穷大.

∴ ( )g x 的图象如下：

∵ ( )f x 的定义域为{ | 0}x x  ，由
1( ) 0f x
m

  可得： 2 23 2 0x mx m   在 ( ,0) (0, ) U 上必有两个不等的

实根 1 2,t t (假设 1 2t t )且 1 2
2,
3
mt m t   ( 0)m  ，

∴令 ( )t g x ，要使
1( ) 0f t
m

  的 3 个实根，则 1 [0, )t   、 2
2( ,0)
e

t   ，即
2 2 0
e 3

m
   ，可得

3 0
e

m   .



∴由 1 2 3x x x  知： 2 1 2( ) ( )t g x g x  ， 1 3( )t g x ，∴      1 2 3 1 2
32 3 3( ) (0, )
e

g x g x g x t t m       .故选：B.

3.已知函数   ln xf x
x

 ，对于正实数 a，若关于 t 的方程   af t f
t

   
 

恰有三个不同的正实数根，则 a 的取

值范围是（    ）

A．  1,8 B．  2 ,8e C．  8, D．  2 ,e 

【答案】D

【分析】

研究   ln xf x
x

 的图像可知，若   af t f
t

   
 

，令 1 2, ax t x
t

  ，则    1 2f x f x  ，且 1 2, 1x x  ，可以推出，

1 2x x 或 1 2x x a ，通过对数不等式写出关于 1 2x x 的不等式，即可求出a的范围

【详解】

因为   ln xf x
x

 ，   2

1 ln xf x
x


’

，令   2

1 ln 0xf x
x


 ’

得：0 x e  ；令   2

1 ln 0xf x
x


 ’

得： x e ，所

以  f x 在区间  0,e 单调递增，在  ,e  单调递减，且 x   时，   0f x  恒成立，  f x 的图像如下：

令 1 2, ax t x
t

  ，则    1 2f x f x  ，且 1 2, 1x x 

①当 1 2x x 时， ,at t a
t

  ，成立，所以 a 是方程的一个实数根

②当 1 2x x 时，由    1 2f x f x 得：
1 2

1 2

ln lnx x
x x

 ，令
1 2

1 2

ln lnx x m
x x

 

则：
1 1

2 2

ln
ln

mx x
mx x


 

 ，两式相减得：
1 2

1 2

ln lnx xm
x x




  ，两式相加得：
1 2

1 2

ln lnx xm
x x






所以：
1 2 1 2

1 2 1 2ln ln ln ln
x x x x
x x x x

 


  ，由对数均值不等式得：
1 2 1 2

1 2ln ln 2
x x x x
x x

 




所以：
1 2 1 2

1 2ln ln 2
x x x x
x x

 


 ，且 1 2, 1x x  ，所以 1 2ln 2x x  ，
2

1 2x x e ，即：
2at a e

t
    

所以 2a e  故选：D



【题型三】 同构

【典例分析】

定义：设函数 ( )y f x 在 ( , )a b 上的导函数为 '( )f x ，若 '( )f x 在 ( , )a b 上也存在导函数，则称函数 ( )y f x 在

( , )a b 上存在二阶导函数，简记为 ( )y f x .若在区间 ( , )a b 上 ( ) 0f x  ，则称函数 ( )y f x 在区间 ( , )a b 上为

“凹函数”.已知
2( 1)( ) [1 2ln 2ln( 1)]

4
x xf x me m x x

      在区间 ( 1, )  上为“凹函数”，则实数m 的取值

范围为（    ）

A． (1, ) B． ( , )e  C． ( , )e  D． ( , )e e

【答案】A

【分析】

根据题中“凹函数”的定义，f''(x)=mex+lnm﹣ln(x+1)﹣1>0 对任意 x∈(﹣1，+∞)都成立，

同构为 ex+lnm+(x+lnm)>eln(x+1)+ln(x+1)，利用 g(x)=ex+x 在(﹣∞，+∞)是增函数，得不等式

lnm>h(x)=ln(x+1)﹣x 的最大值，求出 ( ) ln( 1)g x x x   的最大值，即可得解.

解：因为
2( 1)( ) [1 21 21 ( 1)]

4
x xf x me nm n x x

     

所以 f'(x)=mex+(x+1)[lnm﹣ln(x+1)]+1，f″(x)=mex+lnm﹣ln(x+1)﹣1，

因为
2( 1)( ) [1 21 21 ( 1)]

4
x xf x me nm n x x

      在区间(﹣1，+∞)上为“凹函数”，

所以 f''(x)=mex+lnm﹣ln(x+1)﹣1>0 对任意 x∈(﹣1，+∞)都成立，因为

mex+lnm﹣ln(x+1)﹣1>0⇔mex+lnm>ln(x+1)+1

⇔ex+lnm+(x+lnm)>ln(x+1)+(x+1)⇔ex+lnm+(x+lnm)>eln(x+1)+ln(x+1)，且 g(x)=ex+x 在(﹣∞，+∞)是增函数，

所以 ex+lnm+(x+lnm)>eln(x+1)+ln(x+1)⇔x+lnm>ln(x+1)⇔lnm>ln(x+1)﹣x，

由题意，lnm>h(x)=ln(x+1)﹣x 的最大值， ( ) ln( 1)g x x x    ，
1'( ) 1

1
g x

x
 


 ， ( 1,0), '( ) 0x g x    ，

( )g x  单调递增；

(0, ), '( ) 0x g x   ， ( )g x 单调递减， ( ) (0) 0g x g   ，

即 lnm>0，所以 m>1，故选：A

【变式演练】

1.已知函数    ln 1f x x x   ，   1xg x e x   ，若    g x kf x 对  0 ,x    恒成立，求实数 k 的取值

范围．

解析：由题意得：  1 ln 1xe x k x x      

右边式子凑 1 得  1 1 ln 1 1xe x k x x        



即  ln( 1)1 ln 1 1x xe x k e x        ，因为  ln 1x x 

当且仅当 0x  等号成立，所以满足 1k  即可

当且仅当 1 1xe x   ，即 0x  等号成立，所以 1k  .

2.已知不等式 1e ln 2 3xx x x m     对  0,x   恒成立，则m 取值范围为（    ）

A．
1
2

m   B．
1
2

m   C． 2m   D． 2m  

【答案】A

【分析】

将问题转化为 1e ln 2 3xx x x m     对  0,x   恒成立，构造函数   1e lnxf x x x x   ，进而通过导数

方法求出函数的最小值，即可得到答案.

【详解】

不等式 1e ln 2 3xx x x m     对  0,x   恒成立，即 1e ln 2 3xx x x m     对  0,x   恒成立，令

   1e ln 0xf x x x x x    ，      1 11 11 e 1 1 ex xf x x x
x x

          
 

，而   1 1exg x
x

  在  0,  单调递

增（增+增），且

  2

17
16

1 e 1 0

1 e 16 0
16

g

g

   

       

 

，所以 0
1 ,1

16
x    

 
（x0唯一），使得   0 1

0
0

1e 0xg x
x

   .

则  00,x x 时，    0 0g x f x   ，  f x 单调递减，  0 ,x x  时，    0 0g x f x   ，  f x 单调

递增.所以     0 1
0 0 0 0min

e lnxf x f x x x x   

根据    
0

0

1
01

0
0 00

e 11e 0
ln 1

x
x x

g x
x xx


         

，

所以    0 0min
1 1 2f x x x     ，所以

12 2 3
2

m m     .

3.设 0k  ，若存在正实数 x，使得不等式
1

27log 3 0kxx k    成立，则 k的最大值为（    ）

A．
1
ln 3e B． ln 3

e C． ln 3
e D．

ln 3
2

【答案】A

【分析】化简
1

27log 3 0kxx k    得 3log 3kxx k≥ ，从而 3log 3kxx x kx ≥ ， 3log
33 log 3x kxx kx ≥ ，

构造函数   3xf x x  ，有单调性得 3log 0x kx ≥ ，再化简得 3log xk
x

≤ ，

再构造函数   3log xg x
x

 ，求   3log xg x
x

 得最大值即可.

解：因为 3
1

3
log 3kxx k ≥ ，所以 3log 3kxx k≥ ，因为 0x  ，所以 3log 3kxx x kx ≥ ，即 3log

33 log 3x kxx kx ≥ ，

设函数   3xf x x  ， 0x  ，   3 3 ln 3 3 (1 ln 3) 0x x xf x x x         ，所以函数   3xf x x  在 (0 ) ， 为增函数，



所以 3log 0x kx ≥ 所以 3log xk
x

≤ ，设函数   3log xg x
x

 ，  
3

2 2 2

1 1 lnlog 1 lnln 3 ln 3 ln 3
ln 3

xx x xxg x
x x x

      


，

所以函数   3log xg x
x

 在 (0 e)， 为增函数，在 (e ) ， 为减函数，所以     3
max

log 1
ln 3

eg x g e
e e

   ，

所以 k的最大值为
1

eln 3 ，故选：A.

【题型四】 恒成立求参：移项讨论型

【典例分析】

若  0,1x  ， lnmx x x m  恒成立，则实数m 的取值范围为（    ）

A． 1, B．
1 ,
2

  
C． 2,  D．  ,1

【答案】A

【分析】

把给定恒成立的不等式变形，构造函数 ( ) ( 1) ln (0 1)f x m x x x x     ，利用导数探讨 ( )f x 的最大值不超过

0 即可作答.

【详解】

(0,1]x  ， ln ( 1) ln 0mx x x m m x x x      ，

令 ( ) ( 1) ln (0 1)f x m x x x x     ，则 ( ) 1 lnf x m x    ，而 ln 0x  成立，

当m 1 时， ( ) 0f x  ，即 ( )f x 在 (0,1]上递增，当 1x  时 max( ) 0f x  ，

于是有当m 1 时，恒有 ( 1) ln 0m x x x   ，

当 1m  时，由 ( ) 0f x  得 1mx e  ， 10 mx e   有 ( ) 0f x  ， 1 1me x   有 ( ) 0f x  ，即 ( )f x 在 1[ ,1)me  上递

减，

当 1[ ,1)mx e  时， ( ) (1) 0f x f  ，即 ( 1) ln 0m x x x   成立，不符合题意，

综上：m 1 ，

所以实数m 的取值范围为 1,  .

故选：A



【变式演练】

1.若关于 x的不等式 lnx ae x a   对一切正实数 x恒成立，则实数 a的取值范围是（    ）

A．
1,
e

  
 

B．  ,e C．  ,1 D．  , 2

【答案】C

【分析】

构造函数 ( ) ( 0)x af x e lnx a x    ，将原不等式转化为求解函数 ( )f x 的最小值，通过导数判断函数的单调性研

究函数的最值，得到 0
0 0x ae lnx a   … ，再利用基本不等式进行求解即可．

【详解】

解：设 ( ) ( 0)x af x e lnx a x    ，则 ( ) 0f x … 对一切正实数 x恒成立，即 ( ) 0minf x … ，

由
1( ) x af x e
x

   ，令
1( ) x ah x e
x

  ，则 2

1( ) 0x ah x e
x

    恒成立，所以 ( )h x 在 (0, ) 上为增函数，

当 0x  时， ( )h x   ，当 x  时， ( )h x   ，则在 (0, ) 上，存在 0x 使得 0( ) 0h x  ，

当 00 x x  时， ( ) 0h x  ，当 0x x 时， ( ) 0h x  ，故函数 ( )f x 在 0(0, )x 上单调递减，在 0(x ， ) 上单调递增，

所以函数 ( )f x 在 0x x 处取得最小值为 0
0 0( ) 0x af x e lnx a   … ，

因为
0

0

1x ae
x

  ，即 0 0x a lnx   ，所以 0
0

1 0x a a
x

   … 恒成立，即 0
0

12a x
x

„ ，

又 0 0
0 0

1 12 2x x
x x

  … ，当且仅当 0
0

1x
x

 ，即 0 1x  时取等号，故 2 2a„ ，所以 1a„ ．故选：C．

2.已知函数   3 21 1 1
3 2

xf x xe ax ax    ，  0,x   ，若  f x 有最小值，则实数 a的取值范围是

A． ,e  B．  ,e  C．
3
22 ,

3
e

 


 
D．

3
22 ,

3
e

 
 

 

【答案】C

【分析】



对函数  y f x 求导得出     1 xf x x e ax    ，由题意得出函数  y f x 在  0,  上存在极小值点，然

后对参数 a分类讨论，在 a e 时，函数  y f x 单调递增，无最小值；在 a e 时，根据函数  y f x 的单

调性得出    0f x f
极小值 ，从而求出实数 a的取值范围.

【详解】

  3 21 1 1
3 2

xf x xe ax ax   Q ，       21 1x xf x x e ax ax x e ax        ，

构造函数   xg x e ax  ，其中 0x  ，则   xg x e a   .

①当 1a  时，对任意的 0x  ，   0g x  ，则函数  y g x 在  0,  上单调递减，

此时，    0 1 0g x g   ，则对任意的 0x  ，   0f x  .

此时，函数  y f x 在区间  0,  上单调递增，无最小值；

②当 1a  时，解方程   0xg x e a    ，得 lnx a .

当0 lnx a  时，   0g x  ，当 lnx a 时，   0g x  ，

此时，      min
ln ln 1 lng x g a a a a a a     .

（i）当1 ln 0a  时，即当1 a e  时，则对任意的 0x  ，   0f x  ，

此时，函数  y f x 在区间  0,  上单调递增，无最小值；

（ii）当1 ln 0a  时，即当 a e 时，  0 1g  ，当 x  时，  g x  ，

由零点存在定理可知，存在  1 0, lnt a 和  2 ln ,t a  ，使得    1 2 0g t g t  ，

即 1 2
1 2 0t te at e at    ，且当 10 x t  和 2x t 时，   0g x  ，此时，   0f x  ；

当 1 2t x t  时，   0g x  ，此时，   0f x  .

所以，函数  y f x 在 1x t 处取得极大值，在 2x t 取得极小值，

由题意可知，      2 0 1f x f t f  
极小值 ，



  2 2 2 2 2 23 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 11 1 1
3 2 3 2 3 2

t t t t t tf t t e at at t e t e t e t e t e             ，

可得 2
3
2

t  ，又 2
2 0te at  ，可得

2

2

tea
t

 ，构造函数  
xeh x

x
 ，其中

3
2

x  ，

则    
2

1
0

xe x
h x

x


   ，此时，函数  y h x 在区间
3 ,
2

  
上单调递增，

当
3
2

x  时，则  
3

32
23 2

32 3
2

eh x h e    
 

，
3
22

3
a e  .

因此，实数 a的取值范围是
3
22 ,

3
e

 


 
，故选 C.

3.已知函数    1 xf x x a e b    ，若存在b R ，对于任意  1,2x  ，都有  
2
ef x  ，则实数 a 的取值范

围是________.

【答案】
11,
1

e
e

 
  

【分析】

设 ( ) ( 1) xg x x a e   ，问题转化为对于任意  1,2x  ，都有 max min( ) ( )g x g x e  ，利用导数研究 ( )g x 的最值，

建立关于 a的不等式即可求解.

【详解】设 ( ) ( 1) xg x x a e   ，由 b 的任意性，结合题意可知，对于任意  1,2 , ( )
2 2
e ex f x    ，

即 max min( ) ( )g x g x e  ， 

又 ( ) ( ) xg x x a e   ，易知函数 ( )g x 在 ( , )a 单调递减，在 ( , )a  上单调递增，

①当 1a  时， ( )g x 在  1,2 上单调递增， 

则
2

max min( ) (2) (1 ) , ( ) (1)g x g a e g x g ae    

故
2

max min( ) ( ) (1 )g x g x a e ae e     ，解得 1a  ，此时无解.

②当 2a  时， ( )g x 在  1,2 上单调递减，



则
2

max min( ) (1) , ( ) (2) (1 )g x g ae g x g a e      故
2

min( ) max (1 )g x ae a e e     ，解得
12
1

ea
e





„

③当1 2a  时， ( )g x 在 上单调递减，在 ( , 2]a 上单调递增，

则 min max( ) ( ) , ( ) max{ (1), (2)}ag x g a e g x g g    ,

故只需 (1) ( ) ag g a e ae e    且 2(2) ( ) (1 )ag g a e a e e    

记函数 ( ) am a e ae e   ，则 ( ) 0am a e e    ，函数 ( )m a 在 (1, 2)上递增，

则 2( ) (2) 3 ( 3) 0m a m e e e e      ，

记函数 2( ) (1 )an a e a e e    则 2( ) 0an a e e    ，

函数 ( )n a 在 (1, 2)上递减，则 1( ) (1) 0 0n a n e e    

故当1 2 a  时， (1) ( )g g a e  且 (2) ( )g g a e  恒成立，满足题意，

综上所述，实数 a 的取值范围为
11,
1

e
e

 
  

，故答案为：
11,
1

e
e

 
  

【点睛】

本题考查了利用导数研究函数的单调性极值最值，查了不等式的恒成立问题，考查分类讨论思想，考查了

推理能力与计算能力，属于难题.

【题型五】 恒成立求参：代入消参型（虚设根型）

【典例分析】

设实数 0  ，若对任意  0,x   ，不等式  ln 0
xe x


  恒成立，则 的取值范围是（    ）

A．
10
e

  B．0 1e   C．0 e  D． 20 e 

【答案】C

【分析】

令    ln
xef x x


  ，根据二阶导数的符号判断 ( )f x 的单调性，由零点存在性定理易知 0 (0, )x   使



0( ) 0f x  ，此时 0
0

xx e  ，进而讨论 ( )f x 的单调性可知 0( ) ( )f x f x ，要使题设不等式恒成立，即

0

0 0( ) ln ln 0
xef x x


    成立，构造 0 0 0
0

1( ) 2 lng x x x
x

   利用导数研究其单调性确定 0( ) 0g x  的区间，

进而求 的范围.

【详解】令    ln
xef x x


  ，只需要  0,x   上 ( ) 0f x  恒成立，

∵ 1( )
xef x

x
   且 0  ，

∴ 2

1( ) 0
xef x

x
    ，即 ( )f x 在  0,x   上单调递增，

∵ 0
lim ( )
x

f x


   ， lim ( )
x

f x


  ，

∴ 0 (0, )x   ，使 0( ) 0f x  ，即 0
0

xx e  ，∴ 0(0, )x x 时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减； 0( , )x x  时，

( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增；

故只需      
0 0

0 0 0ln ln ln 0
x xe ef x f x x x 
 

       ，令 0 0 0
0

1( ) 2 lng x x x
x

   ，

∴ 2
0

0

1( ) ( 1) 0g x
x

     ，故 0( )g x 在 0 (0, )x   上递减，而 (1) 0g  ，

∴ 0 (0,1]x  时， 0( ) 0g x  恒成立，可知 0
0 (0, ]xx e e   . 故选：C

【变式演练】

1.已知函数      2 ln 1 lnf x x x a x     有唯一零点，则 a （    ）

A． 0 B．
1
2

 C．1 D．2

【答案】C

【分析】

分析可知函数  f x 存在极小值  0 0f x  且满足 0
0 0

1 1 2
1

x
a x x

 
  ，由此可得出



 
 

2 0
0 0 2

00

21ln 0
11

xf x x
xx

 
    

  
，构造函数  

 
2

2
1 2ln

11
xx x

xx


 
   

  
，其中

3 11
2

x 
   ，利用导

数分析得出函数  x 在区间
3 11,
2

 
  

 
上为减函数，可求得 0x 的值，进而可求得a的值.

【详解】函数  f x 的定义域为  1,a ，则 1a   ，   1 12
1

f x x
x x a

   
 

，

则  
   2 2

1 12 0
1

f x
x x a

    
  ，所以，函数  f x 在  1,a 上为增函数，

当 1x   时，  f x   ，当 x a 时，  f x   ，

则存在  0 1,x a  ，使得  0 0
0 0

1 12 0
1

f x x
x x a

    
  ，则 0

0 0

1 1 2
1

x
a x x

 
  ，

当 01 x x   时，   0f x  ，此时函数  f x 单调递减，

当 0x x a  时，   0f x  ，此时函数  f x 单调递增，        2
0 0 0 0min

ln 1 lnf x f x x x a x       ，

由于函数      2 ln 1 lnf x x x a x     有唯一零点，则        2
0 0 0 0min

ln 1 ln 0f x f x x x a x       ，

由
0

0 0

0

1 1 2 0
1

1

x
a x x
x

     
  

，解得 0
3 11
2

x 
   ，

所以，    
 

2 2 2 0
0 0 0 0 0 0 2

0 0 00

21 1 1ln 1 ln ln 1 ln 2 ln 0
1 11

xx x x x x x
a x x xx

  
                   

，

令  
 

2
2

1 2ln
11

xx x
xx


 

   
  

，其中
3 11
2

x 
   ，

     
 

 
     

2 4 3 2

32 2 2

1 2 2 2 2 4 8 2 42 2
1 2 2 2 2 1 1 2 2 1 11

x x x x x xx x x
x x x x x x x xx


              

         

   
  

22 2

2

4 1 2 2

2 2 1 1

x x x

x x x

  


  
，

3 11
2

x 
  Q ，则 22 2 1 0x x   ， 1 0x   ， 22 0x  ，则   0x  ，
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