 　
统计与概率
                  一、梳理必备知识
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 （2）解独立性检验问题的关注点
①两个明确：（i）明确两类主体；（ii）明确研究的两个问题；


⑵两个准确：（i）准确画出列联表；（ii）准确理解
[image: ]
                   二、解答题综合训练

1.某市某书店为了了解销售单价(单位:元)在[8,20]内的图书的销售情况,从2022年已经销售的图书中用比例分配的分层随机抽样的方法抽取100本,将获得的所有样本数据按照[8,10),[10,12),[12,14),[14,16),[16,18),[18,20]分成6组,制成如图J5-1所示的频率分布直方图,已知样本中销售单价在[14,16)内的图书本数是销售单价在[18,20]内的图书本数的2倍.
(1)求x,y的值;
(2)根据频率分布直方图估计这100本图书销售单价的平均数、中位数(同一组中的数据用该组区间的中点值为代表);
(3)根据频率分布直方图从销售单价低于12元的图书中任取2本,求这2本图书中,至少有1本的销售单价低于10元的概率.
 
[image: ]
图J5-1

1.解:(1)样本中图书的销售单价在[14,16)内的图书本数是x·2×100=200x,样本中图书的销售单价在[18,20]内的图书本数是y·2×100=200y.
由题意得200x=2×200y,即x=2y①.	2分
根据频率分布直方图可知(0.025+0.05+y+0.1×2+x)×2=1②.
由①②解得x=0.15,y=0.075.	4分
(2)根据频率分布直方图估计这100本图书销售单价的平均数为9×0.025×2+11×0.05×2+13×0.1×2+15×0.15×2+17×0.1×2+19×0.075×2=14.9,	6分
因为(0.025+0.05+0.1+0.15)×2=0.65>0.5,所以中位数在[14,16)内.
设中位数为x,则(0.025+0.05+0.1)×2+0.15(x-14)=0.5,解得x=15,故中位数为15.	8分
(3)销售单价低于12元的图书共有(0.025+0.05)×2×100=15(本),	10分
其中销售单价低于10元的图书有0.025×2×100=5(本),
从销售单价低于12元的图书中任取2本,这2本图书的销售单价都不低于10元的取法有种,
因此,所求事件的概率为1-=.	12分








2.某校高三1000名学生的一模考试数学成绩频率分布直方图如图所示，其中成绩分组区间是，，，，，.
[image: ]    

(1)求图中的值；
(2)根据频率分布直方图，估计这1000名学生的一模考试数学成绩的平均分（同一组中的数据用该组区间的中点值代表）；





(3)从一模数学成绩位于，的学生中采用分层抽样抽取8人，再从这8人中随机抽取2人，该2人中一模数学成绩在区间的人数记为，求的分布列及数学期望.
 
【详解】（1）由频率分布直方图可知，


，所以.
（2）该1000名学生的数学成绩的平均分约为

.




（3）由（1）知，，所以一模数学成绩在区间与的人数之比为，

所以抽取的8人中有6人的数学成绩在区间内，

所以的所有可能取值为0，1，2，



，，，

所以的分布列为
	

	0
	1
	2

	

	

	

	




.

3.《黄帝内经》中十二时辰养生法认为:子时的睡眠对一天至关重要(子时是指23点到次日凌晨1点).相关数据表明,入睡时间越晚,深度睡眠时间越少,睡眠指数也就越低,根据某次的抽样数据,对早睡群体和晚睡群体睡眠指数的统计如下表:

	组别
	睡眠指数
	早睡人群占比
	晚睡人群占比

	1
	[0,51)
	0.1%
	9.2%

	2
	[51,66)
	11.1%
	47.4%

	3
	[66,76)
	34.6%
	31.6%

	4
	[76,90)
	48.6%
	11.8%

	5
	[90,100]
	5.6%
	0.0%


注:早睡人群为23:00前入睡的人群,晚睡人群为凌晨1:00后入睡的人群.
(1)根据表中数据,估计早睡人群睡眠指数的25%分位数与晚睡人群睡眠指数的25%分位数分别在第几组?
(2)据统计,睡眠指数在区间[76,90)内的人群中,早睡人群约占80%,从睡眠指数在区间[76,90)内的人群中随机抽取3人,以X表示这3人中属于早睡人群的人数,求X的分布列与均值E(X).
解:(1)因为0.1%+11.1%=11.2%<25%,0.1%+11.1%+34.6%=45.8%>25%,所以早睡人群睡眠指数的25%分位数在第3组.	3分
因为9.2%<25%,9.2%+47.4%=56.6%>25%,所以晚睡人群睡眠指数的25%分位数在第2组.	5分
(2)由题得睡眠指数在[76,90)内的人群中抽到早睡人群的概率约为,抽到晚睡人群的概率约为.	6分
X的可能取值为0,1,2,3,	7分
则P(X=0)=××=,
P(X=1)=××=,
P(X=2)=××=,
P(X=3)=××=,	10分
所以随机变量X的分布列为

	X
	0
	1
	2
	3

	P
	
	
	
	


所以E(X)=0×+1×+2×+3×=.

4.某职称晋级评定机构对参加某次专业技术考试的100人的成绩进行了统计，并绘制了如图所示的频率分布直方图，规定成绩为80分及以上者晋级成功，否则晋级失败． 
[image: ]  

(1)求图中的值；


(2)根据已知条件完成下面列联表，并判断能否有的把握认为能否晋级成功与性别有关；
	晋级情况性别
	晋级成功
	晋级失败
	总计

	男
	16
	
	

	女
	
	
	50

	总计
	
	
	





(3)将频率视为概率，从本次考试的所有人员中，随机抽取4人进行约谈，记这4人中晋级失败的人数为，求的分布列与数学期望．


参考公式：，其中．
	

	0.10
	0.05
	0.025
	0.010
	0.001

	

	2.706
	3.841
	5.024
	6.635
	10.828


 
【详解】（1）由频率分布直方图中各小长方形的面积总和为1，


可知，解得．

（2）由频率分布直方图，知晋级成功的频率为，

所以晋级成功的人数为，
填表如下：
	晋级情况性别
	晋级成功
	晋级失败
	总计

	男
	16
	34
	50

	女
	9
	41
	50

	总计
	25
	75
	100



所以，

所以有的把握认为能否晋级成功与性别有关．

（3）由（2）知晋级失败的频率为，

将频率视为概率，则从本次考试的所有人员中，随机抽取1人进行约谈，此人晋级失败的概率为，

易知，


则，，


，，

．

所以的分布列为
	

	0
	1
	2
	3
	4

	

	

	

	

	

	




则．




5.食品安全问题越来越受到人们的重视．某超市在购进某种水果之前，要求食品安检部门对每箱水果进行三轮各项指标的综合检测，只有三轮检测都合格，这种水果才能在该超市销售．已知每箱这种水果第一轮检测不合格的概率为，第二轮检测不合格的概率为，第三轮检测不合格的概率为，每轮检测只有合格与不合格两种情况，且各轮检测互不影响．
(1)求每箱这种水果能在该超市销售的概率；


(2)若这种水果能在该超市销售，则每箱可获利300元，若不能在该超市销售，则每箱亏损100元，现有4箱这种水果，求这4箱水果总收益的分布列和数学期望．


【详解】（1）设每箱这种水果能在该超市销售为事件，

则，

即每箱这种水果能在该超市销售的概率为.


（2）的所有可能取值为1200，800，400，0，．

因为，

，

，

，

，

所以的分布列为
	

	1200
	800
	400
	0
	


	

	

	

	

	

	




所以．

6.飞行棋是一种竞技游戏，玩家用棋子在图纸上按线路行棋，通过掷骰子决定行棋步数．为增加游戏乐趣，往往在线路格子中设置一些“前进”“后退”等奖惩环节，当骰子点数大于或等于到达终点的格数时，玩家顺利通关．已知甲、乙两名玩家的棋子已经接近终点，其位置如图所示：
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(1)求甲还需抛掷2次骰子才顺利通关的概率；


(2)若甲、乙两名玩家每人最多再投掷3次，且第3次无论是否通关，该玩家游戏结束．设甲、乙两玩家再投掷骰子的次数为，分别求出的分布列和数学期望．
 
【详解】（1）甲第1次抛掷未到达终点，其点数应小于4

若第1次掷出的点数为1，根据游戏规则，棋子前进1步后可再前进1步，到达距离终点差2步的格子，第2次掷出的点数大于1，即可顺利通关，其概率为

若第1次掷出的点数为2，棋子到达距离终点差2步的格子，第2次掷出的点数大于1，即可顺利通关，其概率为

若第1次掷出的点数为3，根据游戏规则，棋子到达距离终点差1步的格子后需后退3步，又回到了原位，第2次掷出的点数大于3，可顺利通关，其概率为

故甲抛掷2次骰子顺利通关的概率为



（2）依题意得，，



，，
	

	1
	2
	3
	
	

	1
	2
	3

	

	

	

	

	
	

	

	

	





，

7.近年来,乒乓球运动已成为国内民众喜爱的运动之一,今有甲、乙两选手争夺乒乓球比赛冠军,比赛采用三局两胜制,即某选手率先获得两局胜利时比赛结束,根据以往经验,甲、乙在一局比赛中获胜的概率分别为,,且每局比赛相互独立.
(1)求甲获得乒乓球比赛冠军的概率.
(2)比赛开始前,工作人员买来两盒新球,分别为“装有2个白球与1个黄球”的白盒与“装有1个白球与2个黄球”的黄盒,每局比赛前裁判员从盒中随机取出一个球用于比赛,且局中不换球,该局比赛后,直接丢弃,裁判按照如下规则取球:每局取球的盒子颜色与上一局比赛用球的颜色一致,且第一局从白盒中取球.记甲、乙决出冠军后,两盒内白球剩余的总数为X,求随机变量X的分布列与数学期望.

7.解:记事件Ai=“甲在第i(i=1,2,3)局比赛中获胜”,事件=“甲在第i(i=1,2,3)局比赛中未获胜”,则P(Ai)=,P()=1-P(Ai)=(i=1,2,3).	1分
记事件A=“甲获得冠军”,
则P(A)=P(A1A2)+P(A1A3)+P(A2A3)=+×+×=.	5分
(2)设甲、乙决出冠军共进行了Y局比赛,易知Y=2或Y=3,则P(Y=2)=P(A1A2)+P()=+=,故P(Y=3)=1-P(Y=2)=.	7分
记Wi=“第i局从白盒中抽取白色的球”,Mi=“第i局从黄盒中抽取黄色的球”,则X的可能取值为1,2,3,	8分
P(X=1)=P(Y=2)P(W1W2)+P(Y=3)[P(W1W2)+P(W1)+P(W3)]=×+×=,
P(X=2)=P(Y=2)[P(W1)+P()]+P(Y=3)[P(W1M3)+P(M2)]=×+×=,
P(X=3)=P(Y=2)P(M2)+P(Y=3)P(M2M3)=×+×=.	10分
综上可得,X的分布列如下:

	X
	1
	2
	3

	P
	
	
	


故E(X)=1×+2×+3×=.	12分

8.某特种商品生产企业的甲、乙两个厂区共生产产品4a件,其中共有不合格产品a件,图J6-2为全部产品中甲、乙两厂区生产产品数的分布图(图①),以及不合格产品中甲、乙两厂区生产产品数的分布图(图②).
(1)求甲、乙厂区各自生产产品的不合格率.
(2)用不合格率估计抽到不合格产品的概率.
(i)用比例分配的分层随机抽样方法在两厂区生产的产品中抽取容量为4的样本,记X为样本中不合格品的件数,求X的分布列.
(ii)用简单随机抽样方法在两厂区生产的产品中抽取容量为4的样本,记Y为样本中不合格品的件数,比较E(X),E(Y)的大小,并说说你对这一大小关系实际含义的理解.
 
[image: ]
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　图J6-2
 
8.解:(1)由图①知甲厂区生产了3a件产品,乙厂区生产了a件产品,由图②知甲、乙两厂各生产不合格产品件.	2分
则甲厂区生产产品的不合格率P1==,乙厂区生产产品的不合格率P2==.	4分
(2)(i)由题可知,样本中3件产品来自甲厂区,1件产品来自乙厂区,X的可能取值为0,1,2,3,4,
P(X=0)=×=,P(X=1)=×××+×=,	6分
P(X=2)=×××+×××=,P(X=3)=×+×××=,
P(X=4)=×=.	7分
则X的分布列为
	X
	0
	1
	2
	3
	4

	P
	
	
	
	
	



	8分
(ii)全部产品的不合格率P==,则Y~B,
∴E(Y)=4×=1.	9分
由(i)知E(X)=0×+1×+2×+3×+4×=1,	10分
∴E(X)=E(Y),	11分
说明抽样方法不同,但都是等可能抽样且样本容量相同时,样本中不合格品件数的期望也相同.	12分

9.为实现乡村的全面振兴,某地区依托乡村特色优势资源,鼓励当地农民种植中药材,批发销售.根据前期分析多年数据发现,某品种中药材在该地区各年的平均每亩种植成本为5000元,此品种中药材在该地区各年的平均每亩产量与此品种中药材的国内市场批发价格(如图J6-2)均具有随机性,且互不影响,其具体情况如下表:

	各年的平均每亩产量
	400千克
	500千克

	频率
	0.25
	0.75


(注:各年的平均每亩纯收入=各年的平均每亩产量×批发价格-各年的平均每亩种植成本)
(1)以频率估计概率,试估计该地区某农民今年种植此品种中药材获得最高纯收入的概率.
(2)设该地区某农民今年种植此品种中药材的平均每亩纯收入为X元,以频率估计概率,求X的分布列和数学期望.
(3)已知该地区某农民有一块土地共10亩,该块土地现种植其他农作物,年纯收入最高可达到45 000元,根据以上数据,该农民下一年是否应该选择在这块土地上种植此品种中药材?说明理由.
 
[image: ]
图J6-2
9.解:(1)要使此品种中药材获得最高纯收入,则每亩产量和批发价格均要最高,所以其概率为0.75×0.6=0.45.	3分
(2)由题意得,每亩产量为400千克,批发价格为20元/千克,则X=400×20-5000=3000;每亩产量为400千克,批发价格为25元/千克,则X=400×25-5000=5000;每亩产量为
500千克,批发价格为20元/千克,则X=500×20-5000=5000;每亩产量为500千克,批发价格为25元/千克,则X=500×25-5000=7500.	5分
所以X的可能取值为3000,5000,7500,且P(X=3000)=0.25×0.4=0.1,P(X=5000)=0.25×0.6+0.75×0.4=0.45,P(X=7500)=0.75×0.6=0.45,则X的分布列为

	X
	3000
	5000
	7500

	P
	0.1
	0.45
	0.45


	8分
所以E(X)=3000×0.1+5000×0.45+7500×0.45=5925.	10分
(3)由(2)知,种植此品种中药材每亩年纯收入的期望为5925元,而种植其他农作物每亩年纯收入最高为4500元,
所以应该选择种植此品种中药材.	12分


10.某工厂车间有6台相同型号的机器，各台机器相互独立工作，工作时发生故障的概率都是，且一台机器的故障由一个维修工处理．已知此厂共有甲、乙、丙3名维修工，现有两种配备方案，方案一：由甲、乙、丙三人维护，每人负责2台机器；方案二：由甲乙两人共同维护6台机器，丙负责其他工作.
(1)对于方案一，设X为甲维护的机器某一时刻发生故障的台数，求X的分布列与数学期望E（X）；
(2)在两种方案下，分别计算某一时刻机器发生故障时不能得到及时维修的概率，并以此为依据来判断，哪种方案能使工厂的生产效率更高？
 


【详解】（1）解：由题意，车间有6台相同型号的机器，各台机器相互独立工作，工作时发生故障的概率都是，可得方案一中，随机变量，



则，，，

所以随机变量的分布列为：
	X
	0
	1
	2

	P
	

	

	




所以期望为．

（2）解：对于方案一：“机器发生故障时不能及时维修”等价于“甲、乙、丙三人中，至少有一人负责的2台机器同时发生故障”，设机器发生故障时不能及时维修的概率为，

则其概率为．

对于方案二：设机器发生故障时不能及时维修的概率为，

则，

可得，即方案二能让故障机器更大概率得到及时维修，使得工厂的生产效率更高．


11.某单位统计职工一天行走步数(单位:百步)得到如图J5-2所示的频率分布直方图,由频率分布直方图估计该单位职工一天行走步数的中位数为125,其中同一组中的数据用该组区间的中点值为代表.
(1)计算图中a,b的值,并估计该单位职工一天行走步数的平均数.
(2)为鼓励职工积极参与健康步行,该单位制定了甲、乙两套激励方案:
记职工个人一天行走步数为ω,令ε=×100.若ε∈(0,10],则该职工获得一次抽奖机会;若ε∈(10,20],则该职工获得两次抽奖机会;若ε∈(20,30],则该职工获得三次抽奖机会;若ε∈(30,40],则该职工获得四次抽奖机会;若ε超过50,则该职工获得五次抽奖机会.设职工获得的抽奖次数为n.方案甲:从装有1个红球和2个白球的口袋中有放回地抽取
n个小球,抽得的红球个数即表示该职工中奖次数;方案乙:从装有6个红球和4个白球的口袋中无放回地抽取n个小球,抽得的红球个数即表示该职工中奖次数.若某职工某日行走15 700步,试计算他参与甲、乙两种抽奖方案中奖次数的分布列.若是你,更喜欢哪个方案?
 
[image: ]
图J5-2

11.解:(1)由题意得

解得	2分
∴=(60×0.002+80×0.006+100×0.008+120×0.012+140×0.01+160×0.008+180×0.002+200×0.002)×20=125.6.	4分
(2)该职工的日行走步数ω=157百步,则ε=×100=25,	5分
∴该职工获得三次抽奖机会.
在方案甲下,X~B,P(X=0)=×=,P(X=1)=××=,P(X=2)=××=,P(X=3)=×=,则X的分布列为

	X
	0
	1
	2
	3

	P
	
	
	
	


故E(X)=3×=1.	8分
在方案乙下,设该职工的中奖次数为Y,则Y的可能取值为0,1,2,3,P(Y=0)==,P(Y=1)==,P(Y=2)==,P(Y=3)==,故Y的分布列为

	Y
	0
	1
	2
	3

	P
	
	
	
	


故E(Y)=0×+1×+2×+3×=.	11分
因为1<,所以更喜欢方案乙.	12分

12.某市某高中学校组织航天科普知识竞赛,分小组进行知识问题竞答.甲、乙两个小组分别从6个问题中随机抽取3个问题进行回答,答对题目多者为胜.已知这6个问题中,甲组能正确回答其中4个问题,而乙组能正确回答每个问题的概率均为.甲、乙两个小组的选题以及对每个问题的回答都是相互独立、互不影响的.
(1)求甲小组至少答对2个问题的概率;
(2)若从甲、乙两个小组中选拔一组代表学校参加全市决赛,请分析说明选择哪个小组更好?

12.解:(1)设甲小组抽取的3个问题中能正确回答的个数为X,甲小组至少答对2个问题可分为答对2个问题或者答对3个问题,则P(X=2)==,	1分
P(X=3)==,	2分
故所求概率P(X≥2)=+=.	3分
(2)设甲小组抽取的3个问题中能正确回答的个数为X,则X的可能取值为1,2,3,	4分
P(X=1)==,
结合(1)可知E(X)=1×+2×+3×=2,	5分
D(X)=(1-2)2×+(2-2)2×+(3-2)2×=.
	6分
设乙小组抽取的3个问题中能正确回答的个数为Y,则Y~B,	7分
所以E(Y)=3×=2,D(Y)=3××=.
	9分
由E(X)=E(Y),D(X)<D(Y)可得,选择甲小组参加决赛更好.	12分

13.高一某学生参加学校的数学竞赛选拔考试,该次考试共有12道选择题.得分规定:做对一道题得1分,做错一道题得-1分,不做得0分,9分及格.已知该学生前8道题的答案均正确,而剩下的4道题每道题做对的概率均为.
(1)若该学生12道题全都做,求得分X的分布列和数学期望.
(2)该学生做多少道题时及格的概率最大?

13.解:(1)根据题意得,X的可能取值为4,6,8,10,12.	1分
P(X=4)=×()0×()4=,
P(X=6)=×()1×()3=,
P(X=8)=×()2×()2=,
P(X=10)=×()3×()1=,
P(X=12)=×()4×()0=,	5分
所以X的分布列为

	X
	4
	6
	8
	10
	12

	P
	
	
	
	
	


E(X)=4×+6×+8×+10×+12×=10.	7分
(2)再做1道题及格的概率P1=;
再做2道题及格的概率P2=()2=;
再做3道题及格的概率P3=()3+×()2×==;
再做4道题及格的概率P4=()4+×()3×=.
	11分
因为P3>P1>P4>P2,所以该学生做11道题时及格的概率最大.	12分


14某学校为了提高学生的运动兴趣，增强学生身体素质，该校每年都要进行各年级之间的球类大赛，其中乒乓球大赛在每年“五一”
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