
第三章 方差分析 

方差分析是试验研究中分析试验数据的重要方法，应用十分广泛。 

第一节 概述 

一、 方差分析的必要性 

    在第二章中已经讨论了两个样本的正态总体均值是否相等的假

设检验问题。但在生产实践中会经常遇到检验多个样本的正态总体均

值是否相等的问题。 

    例 3-1 以淀粉为原料生产葡萄糖的过程中，残留有许多糖蜜，

可作为生产酱色的原料。在生产酱色之前应进行除杂，在试验中选用

了五种不同的除杂方法，每种方法重复四次，结果见表 3-1。 

表 3-1 不同除杂方法的除杂量(g/Kg) 

除杂方法(Ai) 除杂量(xij) 平均(
i

x ) 

A
1
 25.6 22.2 28.0 29.8 26.4 

A
2
 24.4 30.0 29.0 27.5 27.7 

A
3
 25.0 27.7 23.0 32.2 27.0 

A
4
 28.8 28.0 31.5 25.9 28.6 

A
5
 20.6 21.2 22.0 21.2 21.3 

     

从表 3-1可见，各次试验结果是参差不齐的。可以认为，同一除

杂方法重复试验得到的四个数据的差异是由随机误差造成的，而随机

误差常常是服从正态分布的，这种除杂量应该有一个理论上的均值。

而对于不同的除杂方法，除杂量应有不同的均值，这种均值之间的差

异是由于除杂方法的不同而造成的。于是我们可以认为这五种除杂方

法所得到的数据是来自均值不同的五个正态总体，且由于试验中其他

条件相对稳定，因而可以认为每个总体的方差是相同的。这样判断除

杂方法对除杂效果是否有显著影响的问题，就转化为检验五个具有相



同方差的正态总体的均值是否相同的问题，即检验假设 
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    在上述这种情况下，第二章介绍的方法不再适用。这是因为 

    ①、需要检验 H
0
：μ

1
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，μ

1
＝μ
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，…，μ

4
＝μ

5
，共需检

验 k(k－1)/2＝5(5－1) /2＝10 个假设，非常繁琐。 

    ②、样本进行两两比较时，只能由 2(n－1)＝2×(4－1)＝6 个自

由度估计样本平均值的标准误差，而不能由 5×(4－1)＝15 个自由度

一起估计，精度不够高。 

    ③．两两检验会随样本个数的增加而大大增加α错误的机会，比

如在两两比较中取α＝0.05，10 次比较的结论都正确的概率为 0.9510

＝0.599，至少作出一次错误结论的概率为 1－0.9510＝0.401，这时的

检验结果已很不可靠。 

    对于这种多个总体样本均值的假设检验，需采用方差分析方法。 

二、 方差分析的基本思想 

    方差分析的实质就是检验多个正态总体均值是否相等。从表 3-1

可见，表中的 20 个数据是参差不齐的，数据波动的可能原因来自两

个方面：一是由于因素的水平不同，即除杂方法的不同造成的。二是

来自偶然误差，这是由于试验中存在的偶然因素(例如环境，原材料

成分，测试技术等微小而随机的变化)引起的。 

    我们把由试验因素的水平变化引起的试验数据波动称为条件差

异；把由随机因素引起的试验数据波动称为随机误差或试验误差。方

差分析就是将试验数据的总波动分解为两部分，一部分反映由条件差



异引起的波动，另一部分反映由试验误差引起的波动。然后借助 F

检验法，检验假设 H
0
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1
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，从而确定因素对试

验结果的影响是否显著。 

第二节 单因素试验的方差分析 

一、 单因素方差分析问题的一般提法 

    设试验所考察的因素有 m 个水平：A
1
，A

2
，…，A

i
，…，A

m
，

在每个水平上重复进行 r 次试验，水平 A
i
的第 j 次试验值为 x

ij
(i＝1，

2，…，m；j＝1，2，…，r)，可得到试验数据和计算表的模式如表

3-2所示。要求根据试验数据判断因素对试验结果是否有显著影响。 

表 3-2 单因素试验数据和计算表 

水平 
重复试验序号 x

i。
 

i
x  

1 2 „ j „ r 
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二、 单因素方差分析的前提条件 

    单因素方差分析是建立在下述假设的基础上： 

    1、在每一水平上的试验结果是一个随机变量 x
ij
( i 为第 i 个水平，

j 为第 j 次试验)，且服从正态分布。x
i1
，x

i2
，„，x

ir
是第 i 个水平的

正态总体中抽出的一个简单随机样本，样本容量为 r。 

    2、所有 m 个不同水平所对应的 m 个正态总体的方差是相等的，



具有方差齐性，x
ij
～N(μ

i
，σ2)。 

    3、m 个总体是相互独立的，样本与样本之间也是相互独立的，

要检验的假设是： 
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    若拒绝 H
0
，则可以认为至少有两个水平之间的差异是显著的，

因素 A 对试验结果有显著影响；反之，若接受H
0
，则可以认为因素

A 对试验结果无显著影响，试验结果在各水平之间的不同是由随机因

素引起的。 

三、 单因素方差分析的一般步骤 

(一)偏差平方和的分解 

    把整个试验所得的每一个试验值 x
ij
对其总平均值 ..x 的偏差进行

平方并求总和，就是总的偏差平方和，用 S
T
表示，它反映了全部试

验值间的总的波动情况。 
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    将式(3-1)进行分解 
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    S
A
是各条件(水平)下的平均值与总平均值的偏差平方和，它反映

了因素 A 的水平变化引起的波动，称为组间偏差平方和(或因素平方

和)。 

    令 Se＝
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    Se 是各条件(水平)下的试验值与该条件下的平均值的偏差的平

方和，它反映了随机误差引起的波动，称为组内偏差平方和(或误差

平方和)。 

    因此 S
T
＝S

A
＋Se        (3-5) 

    这样就将总的偏差平方和分解成组间偏差平方和与组内偏差平

方和。 

(二) 偏差平方和的简化计算 

    为计算简便，常用下列简便算法求 S
T
、S

A
、Se 
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      式中：n＝mr 
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      则 S
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    求出 S
T
和 S

A
后，再利用 Se＝S

T
－S

A
        (3-9) 

    求出 Se。 

(三) 计算自由度和方差(平均偏差平方和) 

    偏差平方和的大小，与参与求和的项数有关，为了比较 S
A
和 Se，

应消除求和项数的影响，比较它们的平均值。从数学上的理论推导可



知，S
A
与 Se 的平均值，不是把 S

A
和 Se 分别除以相应的参与求和的

项数，而应当除以它们的自由度。 
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    式(3-10)称为偏差平方和的自由度分解公式。总自由度 f
T
是总的

数据个数减 1，组间自由度 f
A
是因素的水平数减 1。 

    一般先求出 f
T
和 f

A
，再利用  
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T
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    求出组内自由度 fe。下面即可求出 S
A
和 Se 的平均值： 

    V
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    Ve＝Se/fe        (3-12) 

    V
A
和 Ve 分别称为组间方差(或均方)和组内方差(或均方)。 

(四) 显著性检验 
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    应接近于 1。如果 F 值比 1大得多，即 V
A
明显地大于 Ve，就有

理由认为原假设 H
0
不成立。即因素 A 对试验结果的影响显著。这种

比较方差(或均方)大小来判断原假设 H
0
是否成立的方法，就是方差

分析。 

    事实上，当原假设 H
0
成立时，S

A
，Se 分别是自由度为 m－1，n

－m 的χ2变量，因而统计量 F 服从自由度 f
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α
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0
，即可认为因素 A 对试

验结果无显著影响。 

    对于显著性水平α的选取，应根据具体情况而定，通常取α＝

0.01和α＝0.05，从 F 分布表上查出
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(五) 列出方差分析表 

    方差分析的步骤基本上就是假设检验的步骤，特殊的只是检验用

的统计量是由两个方差(或均方)之比构成。具体进行方差分析时，主



要是计算这两个方差(或均方)，由于计算过程较繁，一般是把计算结

果列成方差分析表，其格式如表 3-3所示。 

表 3-3 方差分析表 

方差来源 偏差平方和 自由度 方差(或均方) F 值 Fα 显著性 

因素 A SA m－1 VA FA ＝

VA/Ve 
查表  

误差 e Se n－m Ve    

总和 ST n－1     

 

四、 单因素方差分析实例 

现在仍以例 3-1的试验数据为例，说明单因素方差分析的步骤。 

                 表 3-4  试验数据计算表 

除杂工艺(Ai) 

试验次序 
x

i．
 4

1j

2
ij

x
＝

 
1 2 3 4 

A
1
 25.6 22.2 28.0 29.8 105.6 2820.24 

A
2
 24.4 30.0 29.0 27.5 110.9 3092.61 

A
3
 25.0 27.7 23.0 32.2 107.9 2958.13 

A
4
 28.8 28.0 31.5 25.9 114.2 3276.13 

A
5
 20.6 21.2 22.0 21.2 85.0 1807.24 

总和     523.6 13954.72 

 

(一) 计算偏差平方和及自由度 
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   S
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    f
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    fe＝f
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(二) 计算方差(或均方) 

    V
A
＝S

A
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A
＝131.96/4＝32.99 

    Ve＝Se/fe＝114.91/15＝7.66 

(三) 列出方差分析表 

                   表 3-5  方差分析表 

方差来

源 

偏差平方

和 

自由

度 

方差(或均

方) 
F 值 F  

显著

性 

因素 A SA＝
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fA＝4 VA＝32.99 FA＝4.31 )15(405.0
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，
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总和 ST＝246.87 fT＝19     

  由于 F
A
＞

)15(405.0
F

，

，故拒绝 H
0
，即不同除杂方法对除杂效果有显

著影响。 

    在有些情况下，可用下式对原数据作线性变换，从而使计算简化： 
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b
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－
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    用 '
ij

x 进行方差分析，算得的 F
A
是不变的。经过线性变换后，计

算方便得多，方差分析的结果不变。 

第三节 双因素试验方差分析 

    在科研和生产实践中，常常需要同时研究两个以上因素对试验结



例如，研究不同浸提温度和浸提时间对茶叶有效成分提取

率的影响。这就要对两个试验因素进行方差分析。对双因素试验的方

差分析，基本思想和方法与单因素试验的方差分析相似，所不同的是

在双因素试验中，有可能出现交互作用。

一、 双因素试验的方差分析 

(一) 问题的一般提法 

    某项试验要同时考察因素 A 和 B 对试验结果的影响，因素 A 取

A
1
,A

2
, ,A

a
共 a 个水平，因素 B 取 B

1
,B

2
,…,B

b
共 b 个水平。A 和 B

两因素的每种水平搭配 A
i
B

j
(i＝1,2,…,a；j＝1,2,…,b)各进行一次独立

试验，共进行 a×b＝n 次试验，试验数据为 x
ij
(i＝1, 2,…, a；j＝1, 2,…, 

b)。 

表 双因素无重复试验数据和计算表 

因素 A 
因素 B x

i。
 

 i
x  B

1
 B

2
 „ Bj „ Bb 

A
1
 x

11
 x

12
 „ x1j „ x1b x

1。
 

1
x  

A
2
 x

21
 x

22
 „ x2j „ x2b x

2。
 

2
x  

┇ ┇ ┇  ┇  ┇ ┇ ┇ 

Ai xi1 xi2 „ xij „ xib x
i。
 

 i
x  

┇ ┇ ┇  ┇  ┇ ┇ ┇ 

Aa xa1 xa2 „ xaj „ xab x
a。
 

a
x  

x.
j
 x.

1
 x.

2
 „ x.

j
 „ x.

b
 x.. ..x  

    表中 x
i。
＝b

1j
ij

x
＝

(i＝1,2,…,a)，
 i

x ＝
 i

x
b
1  

        x.
j
＝a

1i
ij

x
＝

(j＝1,2,…,b)，
j

x

＝

j
x

a
1


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