
专题 40 代数综合压轴题（解析版）

类型一 配方法的应用

1．（2022•南京模拟）利用我们学过的完全平方公式及不等式知识能解决方程或代数式的一些问题，请阅读

下列材料：

阅读材料：若 m2﹣2mm+2n2﹣8n+16＝0，求 m、n 的值．

解：∵m2﹣2mn+2n2﹣8n+16＝0，

∴（m2﹣2mn+n2）+（n2﹣8n+16）＝0，

∴（m﹣n）2+（n﹣4）2＝0，

∴（m﹣n）2＝0，（n﹣4）2＝0，

∴n＝4，m＝4．

根据你的观察，探究下面的问题：

（1）已知 a2+4ab+5b2+6b+9＝0，求 a＝　 　，b＝　 　；

（2）已知△ABC 的三边长 a、b、c 都是正整数，且满足 a2﹣4a+2b2﹣4b+6＝0，求 c 的值；

（3）若 A＝3a2+3a﹣4，B＝2a2+4a﹣6，试比较 A 与 B 的大小关系，并说明理由．

思路引领：（1）将 a2+4ab+5b2+6b+9＝0 的左边分组配方，然后根据偶次方的非负性，可求出 a，b 的值；

（2）将 a2﹣4a+2b2﹣4b+6＝0 的左边分组配方，然后根据偶次方的非负性，可求出 a，b 的值，根据三

角形的三边关系求出 c；

（3）让多项式 3a2+3a﹣4 与 2a2+4a﹣6 作差，结果配方，根据偶次方的非负性判断大小．

解：（1）a2+4ab+5b2+6b+9＝a2+4ab+4b2+b2+6b+9＝（a+2b）2+（b+3）2＝0，

∴a+2b＝0，b+3＝0，

解得 a＝6，b＝﹣3．

故答案为：6，﹣3；

（2）a2﹣4a+2b2﹣4b+6＝a2﹣4a+4+2b2﹣4b+2＝（a﹣2）2+2（b﹣1）2＝0，

∴a﹣2＝0，b﹣1＝0，

解得 a＝2，b＝1，

∵a、b、c 是△ABC 的三边长，

∴1＜c＜3，

∵c 是正整数，

∴c＝2；



（3）A＞B，理由如下：

∵A＝3a2+3a﹣4，B＝2a2+4a﹣6，

A﹣B＝3a2+3a﹣4﹣（2a2+4a﹣6）＝3a2+3a﹣4﹣（2a2+4a﹣6）＝3a2+3a﹣4﹣2a2﹣4a+6＝a2﹣a+2＝

（a−
1
2）

2 +
7
4，

∵（a−
1
2）

2≥0，

∴（a−
1
2）

2 +
7
4＞0，

∴A＞B．

总结提升：本题考查了配方法的应用，结合偶次方的非负性求值的问题，本题属于中档题．

2．（2022 秋•和平区校级期末）已知多项式 A＝2x2+my﹣12，B＝nx2﹣3y+6．

（1）若（m+2）2+|n﹣3|＝0，化简 A﹣B；

（2）若 A+B 的结果中不含有 x2 项以及 y 项，求 m+n+mn 的值．

思路引领：（1）先根据整式的加减运算法则进行化简，然后将 m 与 n 的值代入原式即可求出答案．

（2）先根据整式的加减运算法则进行化简，然后令含有 x2 的项和 y 的项的系数为零，从而可求出 m 与

n 的值．

解：（1）A﹣B

＝（2x2+my﹣12）﹣（nx2﹣3y+6）

＝2x2+my﹣12﹣nx2+3y﹣6，

由题意可知：m+2＝0，n﹣3＝0，

∴m＝﹣2，n＝3，

∴原式＝2x2﹣2y﹣12﹣3x2+3y﹣6

＝﹣x2+y﹣18．

（2）A+B＝（2x2+my﹣12）+（nx2﹣3y+6）

＝2x2+my﹣12+nx2﹣3y+6

＝（n+2）x2+（m﹣3）y﹣6，

令 n+2＝0，m﹣3＝0，

∴m＝3，n＝﹣2，

∴原式＝3﹣2+3×（﹣2）

＝1﹣6



＝﹣5．

总结提升：本题考查整式的加减运算，解题的关键是熟练运用整式的加减运算法则，本题属于基础题

型．

3．已知 a+b+c＝1，b2+c2﹣4ac+6c+1＝0，求 abc 的值．

思路引领：由 a+b+c＝1，得出 a＝1﹣b﹣c，进一步代入 b2+c2﹣4ac+6c+1＝0 整理得出 a、b、c 的数值

得出答案即可．

解：∵a+b+c＝1，

∴a＝1﹣b﹣c，

∴b2+c2﹣4ac+6c+1

＝b2+c2﹣4（1﹣b﹣c）c+6c+1

＝b2+c2﹣4c+4bc+4c2+6c+1

＝（b+2c）2+（c+1）2＝0，

解得：c＝﹣1，b＝2，

∴a＝1﹣b﹣c＝0，

∴abc＝0．

总结提升：此题考查因式分解的实际运用，非负数的性质，掌握完全平方公式是解决问题的关键．

类型二 一元二次方程与二次函数的综合

4．（2011•东城区二模）已知关于 x 的一元二次方程 x2+2ax+b2＝0，a＞0，b＞0．

（1）若方程有实数根，试确定 a，b 之间的大小关系；

（2）若 a：b＝2： 3，且 2x1﹣x2＝2，求 a，b 的值；

（3）在（2）的条件下，二次函数 y＝x2+2ax+b2 的图象与 x 轴的交点为 A、C（点 A 在点 C 的左侧），

与 y 轴的交点为 B，顶点为 D．若点 P（x，y）是四边形 ABCD 边上的点，试求 3x﹣y 的最大值．

思路引领：（1）根据方程有实数根可以得到其根的判别式为非负数，然后再根据 a＞0，b＞0 作出判断即

可；

（2）利用 a 与 b 的比值分别设出 a 和 b，利用根与系数的关系用设出的未知数表示出方程的两个解，代

入的 2x1﹣x2＝2 中求得 a 与 b 的值即可；

（3）将上题中求得的 a 与 b 的值代入到函数中确定函数的解析式，然后求得与 x 轴的交点坐标，与 y 轴

的交点坐标和顶点坐标，据此可以求出 3x﹣y 的最大值．

解：（1）∵关于 x 的一元二次方程 x2+2ax+b2＝0 有实数根，



∴△＝（2a）2﹣4b2≥0，

有 a2﹣b2≥0，

（a+b）（a﹣b）≥0．

∵a＞0，b＞0，

∴a+b＞0，a﹣b≥0．

∴a≥b．

（2）∵a：b＝2： 3，

∴设𝑎 = 2𝑘，𝑏 = 3𝑘．

解关于 x 的一元二次方程 x2+4kx+3k2＝0，得 x＝﹣k 或﹣3k．

当 x1＝﹣k，x2＝﹣3k 时，由 2x1﹣x2＝2 得 k＝2．

当 x1＝﹣3k，x2＝﹣k 时，由 2x1﹣x2＝2 得𝑘 = −
2
5（不合题意，舍去）．

∴𝑎 = 4，𝑏 = 2 3．

（3）当𝑎 = 4，𝑏 = 2 3时，

二次函数 y＝x2+8x+12 与 x 轴的交点坐标分别为 A（﹣6，0）、C（﹣2，0），

与 y 轴交点坐标为 B（0，12），顶点坐标 D 为（﹣4，﹣4）．

设 z＝3x﹣y，则 y＝3x﹣z．

画 出 函 数 y ＝ x2+8x+12 和 y ＝ 3x 的 图 象 ， 若 直 线 y ＝ 3x 平 行 移 动 时 ， 如 图



可以发现当直线经过点 C 时符合题意，此时最大 z 的值等于﹣6

总结提升：本题考查了函数综合知识，函数综合题是初中数学中覆盖面最广、综合性最强的题型．近几

年的中考压轴题多以函数综合题的形式出现．解决函数综合题的过程就是转化思想、数形结合思想、分

类讨论思想、方程思想的应用过程．

5．（2021 秋•沙市区校级期中）已知：关于 x 的一元二次方程（m﹣1）x2+（m﹣2）x﹣1＝0（m 为实

数）．

（1）若方程有两个不相等的实数根，求 m 的取值范围；

（2）在（1）的条件下，求证：无论 m 取何值，抛物线 y＝（m﹣1）x2+（m﹣2）x﹣1 总过 x 轴上的一

个固定点．

思路引领：（1）根据 b2﹣4ac 与零的关系即可判断出的关于 x 的一元二次方程（m﹣1）x2+（m﹣2）x﹣1

＝0（m 为实数）的解的情况；

（2）法 1：用十字相乘法来转换 y＝（m﹣1）x2+（m﹣2）x﹣1，即 y＝[（m﹣1）x﹣1]（x+1），令 y＝0

即可确定出抛物线过 x 轴上的固定点坐标；

法 2：函数解析式变形后，根据题意确定出 x 的值进而得出定点即可．

（1）解：根据题意，得Δ＝（m﹣2）2﹣4×（m﹣1）×（﹣1）＞0，即 m2＞0，

解得 m＞0 或 m＜0①，

又∵m﹣1≠0，

∴m≠1②，

由①②，得 m＜0，0＜m＜1 或 m＞1；

（2）法 1：证明：由 y＝（m﹣1）x2+（m﹣2）x﹣1，得 y＝[（m﹣1）x﹣1]（x+1），

抛物线 y＝[（m﹣1）x﹣1]（x+1）与 x 轴的交点就是方程[（m﹣1）x﹣1]（x+1）＝0 的两根，

则
𝑥 + 1 = 0①
(𝑚−1)𝑥−1 = 0②，

由①得，x＝﹣1，即一元二次方程的一个根是﹣1，

∴无论 m 取何值，抛物线 y＝（m﹣1）x2+（m﹣2）x﹣1 总过 x 轴上的一个固定点（﹣1，0）；

法 2：y＝（m﹣1）x2+（m﹣2）x﹣1＝（x2+x）m﹣x2﹣2x﹣1，

∵无论 m 取何值，抛物线 y＝（m﹣1）x2+（m﹣2）x﹣1 总过 x 轴上的一个固定点，

∴x2+x＝0，即 x（x+1）＝0，

解得：x＝0 或 x＝﹣1，



当 x＝0 时，y＝1，定点为（0，1）；

当 x＝﹣1 时，y＝0，定点为（﹣1，0），

则无论 m 取何值，抛物线 y＝（m﹣1）x2+（m﹣2）x﹣1 总过 x 轴上的一个固定点．

总结提升：此题考查了抛物线与 x 轴的交点，以及根的判别式，在解一元二次方程的根时，利用根的判

别式Δ＝b2﹣4ac 与 0 的关系来判断该方程的根的情况；用十字相乘法对多项式进行分解，可以降低题的

难度．

类型三 含参二次函数

6．（2021•邯郸模拟）如图 1，在平面直角坐标系 xOy 中，已知抛物线 G：y＝ax2﹣4ax+1（a＞0）．

（1）若抛物线过点 A（﹣1，6），求出抛物线的解析式；

（2）当 1≤x≤5 时，y 的最小值是﹣1，求 1≤x≤5 时，y 的最大值；

（3）已知直线 y＝﹣x+1 与抛物线 y＝ax2﹣4ax+1（a＞0）存在两个交点，若两交点到 x 轴的距离相等，

求 a 的值；

（4）如图 2，作与抛物线 G 关于 x 轴对称的抛物线 G'，当抛物线 G 与抛物线 G'围成的封闭区域内（不

包括边界）共有 11 个横、纵坐标均为整数的点时，直接写出 a 的取值范围．

思路引领：（1）将 A（﹣1，6）代入 y＝ax2﹣4ax+1，列方程求出 a 的值；

（2）求出抛物线的对称轴为直线 x＝2，可知顶点的纵坐标就是 y 的最小值﹣1，由此求出抛物线的解析

式，再由二次函数的性质求出 y 的最大值；

（3）由直线与抛物线都经过 y 轴上的定点（0，1），可知直线与抛物线的两个交点到 x 轴的距离都为 1，

由另一个交点的纵坐标为﹣1，求出这个点的坐标并且代入抛物线的解析式即可求出此时 a 的值；

（4）抛物线 G 与抛物线 G′围成的封闭区域是以 x 轴为对称轴的轴对称图形，这样只考虑 x 轴下方（或

上方）的情况即可，即抛物线 G 当 x 等于 1 时的 y 值不小于﹣2 而小于﹣1，其顶点的纵坐标不小于﹣3

而小于﹣2，列不等式组求出 a 的取值范围．

解：（1）把 A（﹣1，6）代入 y＝ax2﹣4ax+1，得 a+4a+1＝6，解得 a＝1，

∴抛物线的解析式为 y＝x2﹣4x+1．



（2）∵y＝ax2﹣4ax+1＝a（x﹣2）2﹣4a+1，

∴抛物线的对称轴为直线 x＝2，

∵抛物线的顶点的横坐标在 1≤x≤5 的范围内，

∴抛物线的顶点的纵坐标就是 y 的最小值﹣1，

∴﹣4a+1＝﹣1，

解得 a =
1
2，

∴抛物线的解析式为 y =
1
2x2﹣2x+1，

当 1≤x≤2 时，y 随 x 的增大而减小，当 x＝1 时，y 最大 =
1
2−2+1 = −

1
2；

当 2＜x≤5 时，y 随 x 的增大而增大，当 x＝5 时，y 最大 =
25
2 −10+1 =

7
2，

∵−
1
2＜

7
2，

∴y 的最大值为
7
2．

（3）∵直线 y＝﹣x+1 及抛物线 y＝ax2﹣4ax+1 与 y 轴的交点都是（0，1），

∴直线 y＝﹣x+1 与抛物线 y＝ax2﹣4ax+1 的两个交点到 x 轴的距离都是 1，且其中一个交点坐标为（0，

1），

∴另一个交点的纵坐标为﹣1，

当 y＝﹣1 时，由﹣1＝﹣x+1，得 x＝2，

∴另一交点坐标为（2，﹣1），

把（2，﹣1）代入 y＝ax2﹣4ax+1 得 4a﹣8a+1＝﹣1，解得𝑎 =
1
2．

（4）由题意可知，抛物线 G 与抛物线 G′围成的封闭区域是以 x 轴为对称轴的轴对称图形，

∴该区域内 x 轴上有三个横、纵坐标均为整数的点，x 轴的下方和上方各有四个这样的点，且两两关于 x

轴对称．

如图，对于抛物线 G，当 x＝1 时，y＝﹣3a+1；当 x＝2 时，y＝﹣4a+1，

由题意，得
−2 ≤ −3𝑎 + 1＜−1
−3 ≤ −4𝑎 + 1＜−2，

解得
3
4＜a≤1，

∴a 的取值范围是
3
4＜a≤1．



总结提升：此题重点考查二次函数的图象与性质、轴对称的特征以及列不等式组求取值范围等知识和方

法，解题的关键是数形结合，确定所需要的数量关系，利用函数解析式列方程或不等式组，此题中等难

度，是很好的练习题．

7．（2022•河南模拟）已知二次函数 y＝（t+1）x2+2（t+2）x +
3
2在 x＝0 和 x＝2 时的函数值相等．

（1）求二次函数的解析式；

（2）若一次函数 y＝kx+6 的图象与二次函数的图象都经过点 A（﹣3，m），求 m 和 k 的值；

（3）把二次函数的图象与 x 轴两个交点之间的部分记为图象 G，把图象 G 向左平移 n（n＞0）个单位后

得到的图象记为 M，请结合图象回答：当（2）中得到的直线与图象 M 有公共点时，求 n 的取值范围．

思路引领：（1）根据已知条件知，该函数的对称轴方程为 x＝1，则−
2(𝑡 2)
2(𝑡 1) = 1，据此易求 t 的值，把 t

的值代入函数解析式即可；根据图象与坐标轴的交点坐标，顶点坐标画出图象；

（2）把点 A 的坐标代入二次函数解析式，利用方程可以求得 m 的值；然后把点 A 的坐标代入一次函数

解析式，也是利用方程来求 k 的值；

（3）求出点 B、C 间的部分图象的解析式是 y = −
1
2（x﹣3）（x+1），得出抛物线平移后得出的图象 G 的



解析式是 y = −
1
2（x﹣3+n）（x+1+n），﹣n﹣1≤x≤3﹣n，直线的解析式是 y＝4x+6，若两图象有一个交

点时，得出方程 4x+6+n = −
1
2（x﹣3+n）（x+1+n）有两个相等的实数解，求出判别式Δ＝24n＝0，求出

的 n 的值与已知 n＞0 相矛盾，得出直线与抛物线有两个公共点，设两个临界的交点为（﹣n﹣1，0），（3

﹣n，0），代入直线的解析式，求出 n 的值，即可得出答案．

解：（1）∵二次函数 y＝（t+1）x2+2（t+2）x +
3
2在 x＝0 和 x＝2 时的函数值相等，

∴对称轴 x = −
2(𝑡 2)
2(𝑡 1) =

0 2
2 = 1，解得，t = −

3
2，

则二次函数的解析式为：y＝（−
3
2 + 1）x2+2（−

3
2 + 2）x +

3
2，即 y = −

1
2（x+1）（x﹣3）或 y = −

1
2（x﹣

1）2+2，

（2）∵二次函数的象经过点 A（﹣3，m），

∴m = −
1
2（﹣3+1）（﹣3﹣3）＝﹣6．

又∵一次函数 y＝kx+6 的图象经过点 A（﹣3，m），

∴m＝﹣3k+6，即﹣6＝﹣3k+6，

解得，k＝4．

综上所述，m 和 k 的值分别是﹣6、4；

（3）解：由题意可知，图象 G 的解析式是 y = −
1
2x2+x +

3
2 = −

1
2（x2﹣2x﹣3） = −

1
2（x﹣3）（x+1），﹣

1≤x≤3，

则抛物线平移后得出的图象 M 的解析式是 y = −
1
2（x﹣3+n）（x+1+n），﹣n﹣1≤x≤3﹣n，

此时直线平的解析式是 y＝4x+6，

如果直线与平移后的二次函数相切，

则方程 4x+6 = −
1
2（x﹣3+n）（x+1+n）有两个相等的实数解，

即 x2+（2n+6）x+n2﹣6n+9＝0 有两个相等的实数解，

判别式Δ＝（2n+6）2﹣4×（n2﹣6n+9）＝48n＝0，

即 n＝0，

∵与已知 n＞0 相矛盾，

∴直线与平移后的抛物线不相切，

∴结合图象可知，如果直线与抛物线有公共点，



则两个临界的交点为（﹣n﹣1，0），（3﹣n，0），

则 0＝4（﹣n﹣1）+6，

n =
1
2，

0＝4（3﹣n）+6，

n =
9
2，

即 n 的取值范围是：
1
2 ≤ n ≤

9
2．

总结提升：本题考查了待定系数法求二次函数的解析式，二次函数的图象以及二次函数图象上点的坐标

特征．求得二次函数的解析式时，利用了二次函数图象的对称性质．

8．已知抛物线 y＝mx2+（3﹣2m）x+m﹣2（m≠O）与 x 轴有两个不同的交点．

（1）求 m 的取值范围；

（2）判断点 P（1，1）是否在抛物线上；

（3）当 m＝1 时，求抛物线的顶点 Q 及 P 点关于抛物线的对称轴对称的点 P′的坐标，并过 P′，Q，P

三点，画出抛物线草图．

思路引领：（1）与 x 轴有两个不同的交点即令 y＝0，得到的一元二次方程的判别式Δ＞0，据此即可得

到不等式求解；

（2）把点（1，1）代入函数解析式判断是否成立即可；

（3）首先求得函数解析式，即可求得定点坐标以及对称轴，则 P'的坐标即可求得，然后根据三点即可作

出函数图象．

解：（1）△＝（3﹣2m）2﹣4m（m﹣2）＝9﹣4m＞0，

解得：m＜
9
4且 m≠0；
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