
目录

一、集合、复数、常用逻辑用语. ..1

一、集合. .1

二、复数. .2

三、常用逻辑用语. .3

(一)命题. ..3

(二)条件. ..5

二、函数. .6

一、定义域. .6

二、函数解析式的求法. .7

1.换元法. .7

2.方程法. .7

3.待定系数法. .7

三、值域. .8

四、单调性. .9

五、奇偶性. 10

六、周期性. .11

七、对称性. . 12

(一)对称性定义. .12

(二)双对称出周期. .12

八、基本初等函数. .13

九、数形结合与零点问题. .14

十、好题归纳. . 16

三、三角函数. .18

四、解三角形. .22



五、数列. .26

六、不等式. .30

一、比较大小. .30

二、线性规划. .31

三、分式型与一元二次不等式. .32

四、基本不等式. .34

七、直线与圆. .35

一、直线问题. .35

二、直线与圆. .37

八、立体几何. ..40

1.面积与体积. .40

2.面积. .40

3.平行. .40

4.垂直. .40

5.利用向量证明平行与垂直 .40

6.空间向量解空间角. .40

九、平面向量. .50

十、圆锥曲线. . .53

1.椭圆. .53

2.双曲线. .53

3.抛物线. .53

十一、导数. .58

十二、统计概率. .63

一、随机抽样. .63

1.简单随机抽样: .63

2.系统抽样 (等距抽样) .63



3.分层抽样 (等比抽样) .63

二、频率分布直方图与数字特征 .63

1.频率. .63

2.频率分布直方图. .63

3.茎叶图. .64

4.数字特征. .64

5.数字特征与频率分布直方图. .64

三、变量关系. .66

四、概率. .67

(一)随机事件. .67

(二)古典概型. .68

(三)几何概型. .68

五、线性回归分析. .70

六、独立性检验. .71

十三、计数原理与二项式定理（理科专用） .73

一、计数原理. .73

(一)计数原理. .73

(二)排列组合. .73

二、二项式定理. .77

十四、离散型随机变量（理科专用） ..79

一、条件概率. .79

二、离散型随机变量及其分布列. .81

三、离散型随机变量的期望与方差. .84

四、正态分布. .86

十五、坐标系与参数方程. .90

(一)极坐标. .90



(二)参数方程. .90

十六、不等式选讲. ..95

一、含绝对值的不等式. .95

二、绝对值不等式. .96

三、不等式的证明. .97

一、集合、复数、常用逻辑用语

一、集合

【知识归纳】

� ∩ � :在数轴上表示为 �, �表示区域的公共部分

� ∪ � :在数轴上表示为 �, �表示区域的总和

��� :在数轴上表示为 �中除去 �剩下的部分 (要注意边界值能否取到)

【例 1:对数函数与一元二次不等式的解法】(难度:☆☆☆ン已知集合 � =
�∣log2 � + 1 ≤ 2 , � = {�∣ � + 1 3 − � ≥ 0, � ∈ �} ,则 � ∩ � =  

A. {3} B. {− 1,0,1,2,3} c. {0,1,2,3} D. ⌀

【名师解析】解 log2 � + 1 ≤ 2不等式得 −1 < � ≤ 3 ,所以 � = {�∣ − 1 < � ≤ 3} ,解
� + 1 3 − � ≥ 0不等式得 � = {�∣ − 1 ≤ � ≤ 3} ,又因为 � ∈ � ,所以 � = { −
1,0,1,2,3} ,所以 � ∩ � = {0,1,2,3} ,故选 C.

【例 2:对数函数与指数函数】(难度:☆☆☆)设全集 � = �∣log2� < 3, � ∈ �∗ , � =
�∣1 < 2� < 32, � ∈ � ,则 ∁�� =  

A. {1,2,3,4} B. [5,8) C. 5,8 D. {5,6,7}

【名师解析】 ∵ � = �∣log2� < 3, � ∈ �∗ = �∣0 < � < 23, � ∈ �∗ = {1,2,3,4,5,6,7} ,

� = �∣1 < 2� < 32, � ∈ � = {�∣0 < � < 5, � ∈ �} = {1,2,3,4},   ∴ ∁�� = {5,6,7} ,故选 D.

【例 3:二次函数与一次函数】(难度:★☆☆)已知集合 � = �∣�2 + � − 2 = 0 , � =
{�∣�� = 1} ,若 � ∩ � = � ,则实数 �的取值范围是 ( )

A. − 1
2
或 1 B. 2或 -1 C. -2或 1或 0 D. − 1

2
或 1或 0



【名师解析】 � = �∣�2 + � − 2 = 0 , ∵ � ∩ � = �, ∴ � ⊆ � .当 � = 0时, � = ⌀ ,符合

题

意;当 � ≠ 0时, � = 1
�
, � ⊆ �, ∴ 1

�
=− 2或 1

�
= 1, ∴ � =− 1

2
或 � = 1 ,故选 D.

二、复数

【知识归纳】

1.复数 �的代数形式为 � = � + �� �, � ∈ � ,其中 �称为 �的实部, �称为 �的虚部

2.

�2 =− 1

3.
�1
�2
=
� + ��
� + ��

=
� + �� �− ��
� + �� �− �� =

�� + �� + ��− �� �
�2 + �2

4.共轭复数: �� = �− �� ,对于 �而言,实部相同,虚部相反

5.复数的模: � = �2 + �2  � 2 = � ⋅ ��  � 2 ≠ �2

【例 1:复数的模长】(难度:☆☆☆)若复数 � = 2� + 2
1+�
,其中 �是虚数单位,则复数 �

的模为  

A. 2 B. 2
2
C. 3 D. 2

【名师解析】 � = 2� + 2
1+�

= 2� + 2 1−�
1+� 1−�

= 2� + 1 − � = 1 + � ∴ � = 2

【例 2:虚数的考察】(难度:☆☆☆)若 � = �+�
1−�

是纯虚数,则实数 �的值是 ( )

A. -1 B. 0 C. 1 D. 2

【名师解析】 � = �+�
1−�

= �+� 1+�
1−� 1+�

= �−1+ �+1 �
2

= �−1
2
+ �+1

2
� ,得 �−1

2
= 0 ⇒ � = 1

【例 3:共轭复数】(难度:☆☆☆)已知复数 � = 3+�

1− 3�
2 , �� 是 �的共轭复数,则 � ⋅ �� =

( )

A. 1
4
B. 1

2
C. 1 D. 2

【名师解析】 � = 3+�

1− 3�
2 =− �

2
, ∴ � 2 = 1

4



三、常用逻辑用语

(一) 命题

【知识归纳】

1.设原命题为 “若 � ,则 � ”的形式,则

(1)否命题: “若 ¬� ,则 ¬� ”; (2)逆命题: “若 � ,则 � ”; (3)逆否命题: “若 ¬� ,则 ¬� ”

2. � ∨ �, � ∧ �

(1)用 “或”字连接的两个命题 (或条件),表示两个命题 (或条件)中至少有一个成立

即可,记为 � ∨ �

(2)用 “且”字连接的两个命题 (或条件),表示两个命题 (或条件)要同时成立,记为
� ∧ �

3.命题的否定 ¬� :命题的否定并不是简单地在某个地方加一个 “不”字,对于不同形

式的命题也有不同的方法

（1）一些常用词的 “否定”:是一不是全是一不全是至少一个一都没有

至多 �个 → 至少 � + 1个小于 → 大于等于

（2）含有逻辑联结词的否定:逻辑联接词对应改变,同时 �, �均变为 ¬�, ¬� :

�或 � → ¬�且 ¬� �且 � → ¬�或 ¬�

（3）全称命题与存在性命题的否定

全称命题: �:∀� ∈ �, � � → ¬�:∃� ∈ �, ¬� �

存在性命题: �:∃� ∈ �, � � → ¬�:∀� ∈ �, ¬� �

4. � ∨ �, � ∧ � ,如下列真值表所示:

� � �或 �
真 真 真

真 假 真

假 真 真

假 假 假

� � �且 �
真 真 真

真 假 假



� � �或 �
假 真 假

假 假 假

【例 1:命题的否定】(难度:☆☆☆)命题 “存在 � ∈ �, �2 + 2� + � ≤ 0 ”的否定是 ( )

A.存在 � ∈ �, �2 + 2� + � > 0 B.不存在 � ∈ �, �2 + 2� + � > 0

C.对任意 � ∈ �, �2 + 2� + � ≤ 0 D.对任意 � ∈ �, �2 + 2� + � > 0

【名师解析】存在性命题的否定:要将量词变为 “任意”,语句对应变化 �2 + 2� +
� ≤ 0 → �2 + 2� + � > 0 ,但 �所在集合不变。所以变化后的命题为: “对任意 � ∈
�, �2 + 2� + � > 0 "

【例 2:真假命题】(难度:☆☆☆)下列命题错误的是 ( )

A.命题 “若� > 0 ,则方程 �2 + � −� = 0有实数根”的逆否命题为 “若方程 �2 + � −
� = 0无实数根,则� ≤ 0 ”

B. “ � = 1 ”是 “ �2 − 3� + 2 = 0 ”的充分不必要条件

C.若 � ∧ �为假命题,则 �, �均为假命题

D.对于命题 �: ∃� ∈ � ,使得 �2 + � + 1 < 0 ,则 ¬� :对 ∀� ∈ � ,均有 �2 + � + 1 ≥ 0

【名师解析】若 � ∧ �为假命题, �、�至少有一个为假命题,故 C错误.

【例 3:命题】(难度:☆☆☆)给出下列三个结论

（1）若命题 �为假命题,命题 ¬�为假命题,则命题 “ � ∨ � ”为假命题

（2）命题 “若 �� = 0 ,则 � = 0或 � = 0 ”的否命题为 “若 �� ≠ 0 ,则 � ≠ 0或 � ≠ 0 ”

（3）命题 “ ∀� ∈ �, 2� > 0 ”的否定是 “ ∃� ∈ �, 2� ≤ 0 ”,则以上结论正确的个数为 ( )

A. 3 B. 2 C. 1 D. 0

【名师解析】(1)中要判断 � ∨ �的真假,则需要判断 �, �各自的真值情况, ¬�为假命

题,则 �为真命题,所以 �, �一假一真, � ∨ �为真命题,(1)错误。(2) “若……,则……”命
题的否命题要将条件和结论均要否定,而 (2)中对 “ � = 0或 � = 0 ”的否定应该为

“ � ≠ 0且 � ≠ 0 ”,所以 (2)错误。(3)全称命题的否定,要改变量词和语句,且 �的范

围不变。而 (3)的改写符合要求,所以 (3)正确。综上只有 (3)是正确的

(二) 条件

【知识归纳】



1.定义:

（1）对于两个条件 �, � ,如果命题 “若 �则 � ”是真命题,则称条件 �能够推出条

件 � ,记为 � ⇒ �

（2）充分条件与必要条件:如果条件 �, �满足 � ⇒ � ,则称条件 �是条件 �的充分

条件;称条件 �是条件 �的必要条件

2.两个条件之间可能的充分必要关系:

（1） �能推出 � ,但 �推不出 � ,则称 �是 �的充分不必要条件

（2） �推不出 � ,但 �能推出 � ,则称 �是 �的必要不充分条件

（3） �能推出 � ,且 �能推出 � ,记为 � ⇔ � ,则称 �是 �的充要条件,也称 �, �等价

（4） �推不出 � ,且 �推不出 � ,则称 �是 �的既不充分也不必要条件

【例 1:正向考察】(难度:☆☆☆)设集合 � = �   �−1
�+1

< 0 , � = {� �− 1∣ < �} ,则
“ � = 1 ”是 “ � ∩ � ≠ ⌀ ”的 ( )

A.充分不必要条件 B.必要不充分条件

C.充要条件 D.既不充分也不必要条件

【名师解析】先解出两个解集: � = −1,1 , �的解集与 �的取值有关:若 � ≤ 0 ,则
� = ⌀ ;若 � > 0 ,则 � = 1 − �, 1 + � ,观察条件,若 � = 1 ,则 � = 0,2 ,所以 � ∩ � ≠ ⌀
成立;若 � ∩ � ≠ ⌀ ,则通过数轴观察区间可得 �的取值为多个 (比如 � = 1

2
),所以

“ � = 1 ”是“ � ∩ � ≠ ⌀ ”的充分不必要条件

【例 2:逆用条件】(难度:☆☆☆)已知 �: � ≥ �, �: 3
�+1

< 1 ,如果 �是 �的充分不必要

条件,则 �的取值范围是___

【名师解析】设 � = {�∣� ≥ �}, � = �   3
�+1

< 1 = {�∣� <− 1或 � > 2} ,因为 �是 �的
充分不必要条件,所以 �� ,利用数轴可而判断出 � > 2

二、函数

一、定义域

【知识归纳】

定义域指的是自变量 �的取值范围,值域指的是应变量 �的取值范围.



四个必须知道的定义域: � = 1
�
, � ≠ 0; � = �, � ≥ 0; � = log��, � > 0; � = �0, � ≠ 0

【例 1:基本初等函数定义域】(难度:☆☆☆)函数 � = �−1
ln�

的定义域为 ( )

A. 0, + ∞ B. 1, + ∞ C. −∞, 1 ∪ 1, + ∞ D. 0,1 ∪ 1, + ∞

【名师解析】 ∵ 函数 � = �−1
ln�

, ∴ ln� ≠ 0
� > 0 ,解得 � > 0 ,且 � ≠ 1 ,所以函数 � = �−1

ln�
的定

义域为 0,1 ∪ 1, + ∞ ,故选 � .

【例 2:基本初等函数定义域】(难度:☆☆☆)下列函数的定义域与 � = 1
3 �

相同的是

( )

A. � = 2� B. � = lg� C. � = � D. � = sin�
�

【名师解析】 � = 1
3 �

的定义域是 {�∣� ≠ 0}, � = 2� 的定义域是 �, � = lg�的定义域是

{�∣� > 0} , � = �的定义域是 {�∣� ≥ 0},  � = sin�
�

的定义域是 {�∣� ≠ 0} ,故选 D.

【例 3:复合函数定义域】(难度:★☆☆)

（1）(从一般到复合):已知函数 � � 的定义域为 −1,0 ,则函数 � 2� + 1 的定义

域为

【名师解析】由题意可知 −1 < 2� + 1 < 0 ,则 −1 < � <− 1
2

（2）(从复合到一般):已知函数 � 2� − 1 的定义域为 −1,0 ,求 � � 的定义域.

【名师解析】由题意可得 −1 < � < 0 ,则 −3 < 2� − 1 <− 1 ,所以 � � 的定义域为
−3, − 1

（3）(从复合到复合): � 3� + 1 的定义域为 0,2 ,求 � �− 1 的定义域.

【名师解析】解:由 � ∈ 0,2 得 3� + 1 ∈ 1,7 , � � 定义域为 1,7 。由 �− 1 ∈
1,7 得 � ∈ 2,8 , � �− 1 定义域为 2,8

二、函数解析式的求法

1.换元法

【例 1】(难度:☆☆☆)已知 � 2
�
+ 1 = lg� ,则 � � =

【名师解析】令 � = 2
�
+ 1 � > 1 ,则 � = 2

�−1
,所以 � � = lg 2

�−1
,即 � � = lg 2

�−1
� > 1

【例 2】(难度:☆☆☆)已知单调函数 � � ,对任意的 � ∈ �都有 � � � − 2� = 6 ,
求 � 2



【名师解析】令 � = � � − 2� ,则 � � = 6 ,且 � � = 2� + � ,令 � = � ,则 � � = 2� +
� = 6。因为函数单调,故 � = 2 ,所以 � � = 2� + 2 ,则 � 2 = 4 + 2 = 6 2.方程法

【例】(难度:☆☆☆)已知 2� � − � 1
�
= � ,求 � �

【名师解析】由 2� � − � 1
�
= �可得 2� 1

�
− � � = 1

�
,两式联立得 � � = 1

3�
+ 2�

3

3.待定系数法

【例 1】(难度:☆☆☆)已知函数 � � = ��− � � > 0 ,且 � � � = 4� − 3 ,则
� 2 =

【名师解析】 � � � = � ��− � − � = �2� − ��− � ,由 �2�− ��− � = 4� −
3 � > 0 。因此 � = 2, � = 1 ,所以 � � = 2� − 1 ,则 � 2 = 3

【例 2】(难度:☆☆☆)已知函数 � � 是二次函数,
� 0 = 2, � � + 1 − � � = �− 1 ,求 � �

【名师解析】设 � � = ��2 + �� + � � ≠ 0 ,由 � 0 = 2得 � = 2

� � + 1 − � � = � � + 1 2 + � � + 1 + 2 − ��2 − �� − 2 = 2�� + � + � = �− 1

解得 � = 1
2
, � =− 3

2
,所以 � � = 1

2
�2 − 3

2
� + 2

三、值域

【例 1:换元法+一元二次函数】(难度:★☆☆)函数 � � = 2� − �− 1的值域是 ( )

A. [0, + ∞) B. 17
8
, + ∞ C. 5

4
, + ∞ D. 15

8
, + ∞

【名师解析】 � � 的定义域为 [1, + ∞) ,令 � = � − 1 ∴ � ≥ 0 ,则 � = �2 + 1

∴ � = 2 �2 + 1 − � = 2 � − 1
4

2
+ 15

8
∵ � ∈ [0, + ∞) ∴ � � 值域为

15
8
, + ∞

【例 2:分析单调性+结合定义域】(难度:★☆☆)函数 � = �2 + 1
�
� ≤− 1

2
的值域是

( )

A. −∞, 7
4
B. 0, 7

4
C. −∞ 7

4
D. − 7

4
, + ∞

【名师解析】函数 � = �2 + 1
�
在 −∞, − 1

2
为单调递减函数,当 � =− 1

2
,时 �min =− 7

4
,

无最大值,所以值域为 − 7
4
, + ∞ ,故选 D.

【例 3:分式型+判别式法】(难度:★☆☆)函数 � = �2−�+1
�2+�+1

的值域为 ( )



A. 1
3
, 1 ∪ (1,3] B. 1

3
, 3 C. 1

3
, 3 D. 3

4
, + ∞

【名师解析】 ∵ � = �2−�+1
�2+�+1

的定义域为 �, ∴ 方程 �− 1 �2 + � + 1 � + � − 1 = 0有
解,当 � = 1时, � = 0 ,故 �可取 1,当 � ≠ 1时, � = � + 1 2 − 4 �− 1 �− 1 ≥ 0 ,即
3�2 − 10� + 3 ≤ 0 ,解得

1
3

≤ � ≤ 3 , ∴ 函数的值域为
1
3
, 3 ,故选 B.

【例 4:基本不等式】(难度:★☆☆)设 � >− 1 ,求函数 � = �+5 �+2
�+1

的最小值为___

【名师解析】 � = �+5 �+2
�+1

= � + 1 + 4
�+1

+ 5 ,得 � ≥ 2 � + 1 ⋅ 4
�+1

+ 5 = 9 ,等号成立

条件为 � + 1 = 4
�+1

⇒ � = 1 ,所以最小值为 9 .四、单调性

【知识归纳】

设 � � 的定义域为 � ,区间 � ⊆ �

若对 ∀�1, �2 ∈ �, �1 < �2 ,有 � �1 < � �2 ,则 � � 在 �上单调递增, �为单调递增区

间。

若对 ∀�1, �2 ∈ �, �1 < �2 ,有 � �1 > � �2 ,则 � � 在 �上单调递减, �为单调递减区

间。

【例 1:单调的分段函数】(难度:★★☆)已知函数 � � =
��, � > 1

4 − �
2
� + 2, � ≤ 1是 �

上的增函数,则实数 �的取值范围是 ( )

A. 1,8 B. 1, + ∞ C. 4,8 D. [4,8)

【名师解析】 ∵ � � =
��, � > 1

4 − �
2
� + 2, � ≤ 1是 �上的增函数, ∴

� > 1
4 − �

2
> 0

� ≥ 4 − �
2
+ 2

,得

� ∈ [4,8)

【例 2:复合函数的单调性】(难度:★☆☆)函数 � � = log1
2
�2 − 4 的单调递增区

间是 ( )

A. 0, + ∞ B. −∞, 0 C. 2, + ∞ D. −∞, − 2

【名师解析】先分析 � � 的定义域: �2 − 4 > 0 ⇒ � ∈ −∞, − 2 ∪ 2, + ∞ ,再观察

解析式可得 � � 可视为函数 � = log1
2
�, � = �2 − 4的复合函数,根据复合函数单调性

同增异减的特点,可分别分析两个函数的单调性,对于 � = log1
2
�而言, �对 �是减函

数。所以如要求得增区间,则 � = �2 − 4中 �对 �也应为减函数。结合定义域可得

� � 的单调增区间为 −∞, − 2 五、奇偶性



【知识归纳】

若函数具有奇偶性,则其定义域必然是对称的.

奇函数:关于原点 0,0 对称, � � =− � −� ;偶函数:关于 �轴对称, � � = � −�

奇函数两个常见经典模型: � = log� �2 + 1 − � , � = ��−1
��+1

【例 1:奇偶性求值】(难度:☆☆☆) � � 为奇函数, � > 0时, � � = �2 + 1
�
, � −1 =

 

【名师解析】 � −1 =− � 1 =− 1 + 1 =− 2 .

【例 2:利用奇偶性求解析式】(难度:★☆☆)已知 � � 是奇函数,当 � > 0时
� � =− � 1 + � ,当 � < 0时, � � 等于  

【名师解析】当 � < 0时,−� > 0 ,则 � −� = � 1 − � .又 � � 是 �上的奇函数,所
以当 � < 0时 � � =− � −� =− � 1 − � .

【例 3:偶函数的经典题型】(难度:★★六)定义在 �上的偶函数 � = � � 在 [0, +

∞)上递减,且 � 1
2
= 0 ,则满足 � log1

4
� < 0的 �的集合为 ( )

【名师解析】由偶函数 � = � � 在 [0, + ∞)上递减,且 � 1
2
= 0得,函数 � = � � 在

−∞, 0 上单调递增,且 � − 1
2
= 0, ∴ 由 � log1

4
� < 0得, log1

4
� > 1

2
或 log1

4
� <− 1

2
,解

得 0 < � < 1
2
或 � > 2 .

单士普

【例 4:奇函数的经典题型】(难度:★★六)已知函数 � � 为奇函数,若对任意 � ∈
� ,都有 � � ⋅ 3� + � 3� − 9� − 1 ≤ 0恒成立,求实数 �的取值范围.

【名师解析】 ∵ � � 为奇函数, ∴

� � ⋅ 3� + � 3� − 9� − 1 ≤ 0 ⇔ � � ⋅ 3� ≤− � 3� − 9� − 1 ⇔ � � ⋅ 3�
≤ � 9� − 3� + 1 .

∵ � � 为 �上的增函数, ∴ � ⋅ 3� ≤ 9� − 3� + 1 .

∴ � ≤ 3� + 1
3�

− 1. ∵ 3� + 1
3�

− 1 ≥ 2 3� ⋅ 1
3�

− 1 = 2 − 1 = 1, ∴ � ≤ 1 .

六、周期性

【知识归纳】

定义:若 � � + � = � � + � ,可得 � � 为周期函数,其周期 � = �− �



例 1: � � + � =− � � ⇒ � � 的周期 � = 2�

证明:构造 � � + 2� =− � � + � ,所以 � � + 2� =− � � + � =− −� � = � � ,即
周期 � = 2� .

例 2: � � + � = 1
� �

⇒ � � 的周期 � = 2�

证明: � � + 2� = 1
� �+�

= 1
1

� �

= � �

例 3: � � + � � + � = � ( �为常数)⇒ � � 的周期 � = 2�

证明: � � + � � + � = �, � � + � + � � + 2� = � ,两式相减可得 � � + 2� = � �

【例 1:利用周期性求值】(难度:★☆☆)设 � � 为定义在 �上的奇函数, � � + 2 =
− � � ,当 0 ≤ � ≤ 1时, � � = � ,则 � 7.5 =

【名师解析】由 � � + 2 =− � � 可得: � � 的周期 � = 4, ∴ 考虑将 � 7.5 用 0 ≤
� ≤ 1中的函数值进行表示: � 7.5 = � 3.5 = � −0.5 ,此时周期性已经无法再进行

调整,考虑利用奇偶性进行微调: � −0.5 =− � 0.5 =− 1
2
,所以 � 7.5 =− 1

2

【例 2:求值】(难度:★★六)定义在 �上的 � � 满足 � � =
log2 1 − � , � ≤ 0
� � − 1 − � �− 2 , � > 0 ,则 � 2009 的值为 ( )

【名师解析】由所求 � 2009 可联想到判断 � � 是否具有周期性, � > 0时, � � =
� �− 1 − � �− 2 ,则有 � �− 1 = � �− 2 − � �− 3 ,两式相加可得: � � =−
� �− 3 ,则 � � =− � �− 3 = � �− 6 ,即 � � 在 � > 0时周期是 6,故

� 2009 = � 5 =− � 2 ,而 � 2 = � 1 − � 0 = � 0 − � −1 − � 0 = � −1 = 1

七、对称性

【知识归纳】

(一)对称性定义

轴对称: � �− � = � � + � ⇔ � � 关于 � = �轴对称

点对称: � �− � =− � � + � ⇔ � � 关于
�+�
2
, 0 轴对称

(二)双对称出周期

若 � � 的图像关于 � = �, � = �轴对称,则 � � 是周期函数,周期 � = 2 �− �

若 � � 的图像关于 �, 0 , �, 0 中心对称,则 � � 是周期函数,周期 � = 2 �− �



若 � � 的图像关于 � = �轴对称,且关于 �, 0 中心对称,则 � � 是周期函数,周期
� = 4 �− �

【例 1:利用对称性求函数性质】(难度: ⋆⋆⋆ )函数 � � 的定义域为 � ,若 � � + 1
与 � � − 1 都是奇函数,则 ( )

A. � � 是偶函数 B. � � 是奇函数

C. � � = � � + 2 D. � � + 3 是奇函数

【名师解析】从已知条件入手可先看 � � 的性质,由 � � + 1 , � � − 1 为奇函数分

别可得到: � � + 1 =− � −� + 1 , � � − 1 =− � −� − 1 ,所以 � � 关于

1,0 , −1,0 中心对称,双对称出周期可求得 � = 2 ⋅ 1 − −1 = 4 ,所以 �不正确,且
由已知条件无法推出一定符合 �, �。对于 �选项,因为 � = 4 ,所以 � � + 5 = � � +
1 =− � −� + 1 ,进而可推出 � � 关于 3,0 中心对称,所以 � � + 3 为 � � 图像向

左平移 3个单位,即关于 0,0 对称,所以 � � + 3 为奇函数, �正确

【例 2:利用对称性求值】(难度:★★☆) � � 是定义在 �上的奇函数,且对任意实

数 � ,恒有 � � + 2 =− � � ,当 � ∈ 0,2 时, � � = 2� − �2 ,求 � 0 + � 1 + � 2 +
⋯ + � 2012 .

【名师解析】 � 1 = 1, � 2 =− � 0 = 0, � 3 = � −1 =− � 1 =− 1, � 4 = � 0 =
0 ∴ � 1 + � 2 + � 3 + � 4 = 0 ,故 � 0 + � 1 + � 2 + ⋯ + � 2012 = � 0 +
503 × 0 = 0 .

八、基本初等函数
指数函数: � = ��

� > 1 0 < � < 1
定义域 �

值域 0, + ∞

恒过定点 (0,1)

单调性 单调递增 单调递减

抽象函数

表达式
� � + � = � � � � � � − � =

� �
� �

运算公式 �� ⋅ �� = ��+�,
��

�� =
��−�, �� � = ���, �� � = ����

对数函数: � = log��
� > 1 0 < � < 1

定义域 0, + ∞

值域 �



指数函数: � = ��

恒过定点 (1,0)

单调性 单调递增 单调递减

抽象函数

表达式
� �� = � � + � � , �

�
� = � � − � �

运算公式 �log�� = �, log��� = �; log�� =
log��
log��

log�� + log�� = log���, log�� −

log�� = log�
�
�
log���� =

�
�
log��, log�� =

1
log��

log�� = 1, log�1 = 0

九、数形结合与零点问题

【例 1:此类问题找定值】(难度:★★六)函数 � � = lg� ,若 0 < � < � ,且 � � =
� � ,则 � + 2�的取值范围是 ( )

A. 2 2, + ∞ B. [2 2, + ∞) C. 3, + ∞ D. [3, + ∞)

【名师解析】先做出 � � 的图像,通过图像可知,如果 � � = � � ,则 0 < � < 1 < � ,

设 � � = � � = � ,即
lg� = �
lg� = � � > 0 ,由 �, �范围可得: lg� < 0, lg� > 0 ,从而

lg� =− �
lg� = � ⇒ � = �−�

� = ��
,所以� + 2� = 1

��
+ 2��,而�� > 0 ,所以 2�� + 1

��
∈ 3, + ∞

【例 2:数形结合与零点问题】(难度:★★六)函数 � � =
2� − 1 , � < 2
3

�−1
, � > 2 若方程

� � − � = 0有三个不同的实数根,则实数 �的取值范围为 ( )

【名师解析】 ∵ � � =
2� − 1 , � < 2

3
�−1

, � > 2 , ∴ 如图, ∵ � � − � = 0有三个不同的实数根

即 � = � � 图象与 � = �有三个不同交点。当

0 < � < 1时,函数 � = � � 图象与 � = �有三个不同的交点,

� � − � = 0有三个不同实数根,所以 �取值范围是 0,1



【例 3:复合函数的零点问题】(难度:★★☆ )若函数 � � = �3 + ��2 + �� + �有极

值点 �1, �2 ,且 � �1 = �1 ,则关于 �的方程 3 � � 2
+ 2�� � + � = 0的不同实根的

个数是 ( )

【名师解析】 �′ � = 3�2 + 2�� + �由极值点可得: �1, �2 为 3�2 + 2�� + � = 0①的

两根,方程①与 3 � �
2
+ 2�� � + � = 0结构完全相同,得 3 � �

2
+ 2�� � + � =

0的两根为 �1 � = �1, �2 � = �2 ,其中 �1 �1 = �1 ,若 �1 < �2 ,可判断出 �1 是极大值

点, �2 是极小值点。且 �2 � = �2 > �1 = � �1 ,所以 � = �1 � 与 � � 有两个交点,
而 �2 � 与 � � 有一个交点,共计 3个;若 �1 > �2 ,可判断出 �1 是极小值点, �2 是极

大值点。且 �2 � = �2 < �1 = � �1 ,所以 � = �1 � 与 � � 有两个交点,而 �2 � 与

� � 有一个交点,共计 3个。综上共有 3个交点十、好题归纳

【例 1:恒成立与存在性问题】(难度:★☆☆)设函数 � � = �2 − 2�, � � = �� +
2 � ∈ � ,对于 ∀�1 ∈ −1,2 ,总存在 �2 ∈ −1,2 ,使 � �1 = � �2 成立,求实数 �的
取值范围.

【名师解析】由题意,函数 � � = �2 − 2�在 � ∈ −1,2 上的值域是函数 � � =
�� + 2在 � ∈ −1,2 上值域的子集.易知 � ≠ 0 .函数 � � = �2 − 2� = � − 1 2 − 1
在 � ∈ −1,2 上的值域是 −1,3 .当 � > 0时,函数 � � = �� + 2在 � ∈ −1,2 上的

值域为 2 − �, 2� + 2 , �满足
2 − � ≤− 1
2� + 2 ≥ 3 ,解得 � ≥ 3 .当 � < 0时,函数 � � = �� +

2在 � ∈ −1,2 上的值域为 2� + 2,2 − � , �满足
2 − � ≥ 3
2� + 2 ≤− 1,解得� ≤− 3

2
.综上所

述,实数 �的取值范围为 � ≤− 3
2
或 � ≥ 3 .

【例 2:数形结合】(难度:★★六)函数 � � = �2 + 3� , � ∈ � ,若方程 � � − � �−
1 = 0恰有 4个互异的实数根,则实数 �的取值范围是___

【名师解析】方程为 �2 + 3� = � � − 1 , � = 1不是方程的解,所以 � ≠ 1时, � =
�2+3�
�−1

,

即 � = �− 1 + 4
�−1

+ 5 , � = � − 1, � = �与 � = � + 4
�
+ 5 有 4个交点,得 � ∈ 0,1 ∪

9, + ∞

【例 3:利用性质作图】(难度:★★★ )已知函数 � � = sin �
2
� − 1, � < 0

log�� � > 0, � ≠ 1 , � > 0
的图像上关于 �轴对称的点至少有 3对,则实数 �的取值范围是 ( )

【名师解析】转化为方程 � �0 = � − �0 至少有三个解。即 sin − �
2
� − 1 = log��

有三个根,所以问题转化为 � � = sin − �
2
� − 1与 ℎ � = log��有三个交点,先做

� = sin − �
2
� − 1



的图像,观察知 � = log��与其有三个交点,则 0 < � < 1 ,观察图像得 � 5 < ℎ 5 ,所以

sin − 5�
2

− 1 < log�5 ⇒− 2 < log�5 ⇒ log�
1
�2
< log�5 ⇒ 1

�2
> 5 ,所以 � < 5

5

三、三角函数

【知识归纳】

（1）同角公式

sin2� + cos2� = 1, tan� =
sin�
cos�

（2）两角和差的正余弦,正切公式:

① sin � + � = sin�cos� + sin�cos�② sin �− � = sin�cos� − sin�cos�

③ cos � + � = cos�cos� − sin�sin�④ cos �− � = cos�cos� + sin�sin�

⑤ tan � + � = tan�+tan�
1−tan�tan�

⑥tan �− � = tan�−tan�
1+tan�tan�

（3）倍半角公式:

① sin2� = 2sin�cos�

② cos2� = cos2�− sin2� = 2cos2�− 1 = 1 − 2sin2�

③ tan2� = 2tan�
1−tan2�

（4）辅助角公式: �sin� + �cos� = �2 + �2sin � + � ,其中 tan� = �
�

（5）三角函数的基本性质

sin� cosx tan�
定义域 � � � ≠

�
2
+ ��, �

∈ �
值域 −1,1 −1,1 �

对称轴 � =
�
2
+ ��, � ∈ � � = �� 1

对称中心 ��, 0 �� +
�
2
, 0 ��

2
, 0

单调递增区间 −
�
2
+ 2��,

�
2

+ 2��

−�
+ 2��, 2��

−
�
2
+ ��,

�
2

+ ��



sin� cosx tan�
单调递减区间 �

2
+ 2��,

3�
2

+ 2��

2��, 2��
+ �

1

奇偶性 奇函数 偶函数 奇函数

周期性 � =
2�
�

� =
2�
�

� =
�
�

【例 1:坐标运算】(难度:☆☆☆)已知角 �的终边过点 12,− 5 ,则 sin� + 1
2
cos�

等于  

【名师解析】由点的坐标有: � = 122 + −5 2 = 13 ,结合三角函数的定义可知

sin� = −5
�
=− 5

13
, cos� = 12

�
= 12
13
,则 sin� + 1

2
cos� =− 5

13
+ 1
2

× 12
13
= 1
13
.

【例 2:图像移动】(难度:☆☆☆)把函数 � = sin�的图像上所有的点横坐标都缩小

到原来的一半,纵坐标保持不变,再把图像向右平移
3�
4
个单位,这是对应于这个图像

的解析式是 ( )

A. � = cos2� B. � =− cos2� C. � = sin 1
2
�− 3�

4
D. � = sin 1

2
�− 3�

8

【名师解析】 � = sin� →
横坐标�12

​
� = sin2� →

向右平移
3�
4

​
� = sin2 � − 3�

4
,经过化简可

得: � = sin2 � − 3�
4

= sin 2�− 3�
2

= cos2� .

【例 3:单调性与区域内值域问题】(难度:★☆☆)在已知函数 � � = �sin �� +
� , � ∈ � (其中 � > 0, � > 0,0 < � < �

2
)的图象与 �轴的交点中,相邻两个交点之间的

距离为
�
2
,且图象上一个最低点为� 2�

3
, − 2

（1）求 � � 解析式;

（2）当 � ∈ �
12
, �
2
时,求 � � 值域;

（3）求 � � 在 0, �
2
上单调区间.

【名师解析】(1)由最低点为� 2�
3
, − 2 得 � = 2 .由 �轴上相邻两个交点之间的距

离为
�
2
,得 �

2
= �

2
,即 � = � , ∴ � = 2�

�
= 2�

�
= 2 .由点� 2�

3
, − 2 在图象上得 2sin 2 ×

2�
3
+ � =− 2 ,即 sin 4�

3
+ � =− 1 ,故 4�

3
+ � = 2�� − �

2
� ∈ � , ∴ � = 2�� − 11�

6
� ∈

� ,又 � ∈ 0, �
2
, ∴ � = �

6
.故 � � = 2sin 2� + �

6
. 2 ∵ � ∈ �

12
, �
2
, ∴ 2� + �

6
∈ �

3
, 7�
6



当 2� + �
6
= �

2
,即 � = �

6
时, � � 取得最大值 2;当 2� + �

6
= 7�

6
,即 � = �

2
时, � � 取得最

小值 -1,故 � � 的值域为 −1,2 .

（3）由 � = sin�的单调性知 − �
2

≤ 2� + �
6

≤ �
2
,即 − �

3
≤ � ≤ �

6
时, � � = 2sin 2� +

�
6

单调递增,所以 � � 在 0, �
6
上单调递增,结合该函数的最小正周期,在 �

6
, �
2
上单

调递减.

【例 4: �的取值范围】(难度:★★☆ )已知函数 � � = 2sin��在区间 − �
3
, �
4
上递

增,则正实数 �的最大值为 ( ).

A. 2 B. 3
2
C. 3

4
D. 2

3

【名师解析】令 − �
2

≤ �� ≤ �
2
, ∵ � > 0, ∴− �

2�
≤ � ≤ �

2�
, ∴ − �

3
, �
4

⊆ − �
2�
, �
2�

, ∴

�
4

≤ �
2�

− �
3

≥− �
2�

解得 0 < � ≤ 3
2
,故选 B.

【例 5:诱导公式应用】(难度:☆☆☆) cos� + cos� = 1
2
, sin� + sin� = 1

3
,则 cos �−

� =  

A. 59
72
B. − 59

72
C. 13

36
D.− 13

36

【名师解析】 cos� + cos� = 1
2
, sin� + sin� = 1

3
,

分别平方可得 cos� + cos� 2 = cos2� + cos2� + 2cos�cos� = 1
4
,

sin� + sin� 2 = sin2� + sin2� + 2sin�sin� = 1
9
,两式相加可得 2 + 2 cos�cos� +

sin�sin� = 13
36
,

即 cos�cos� + sin�sin� =− 59
72
,则 cos � − � = cos�cos� + sin�sin� =− 59

72
,故选 B.

【例 6:化为正切】(难度:☆☆☆)已知 tan� = 2 ,则 sin�cos� = ___.

【名师解析】由 tan� = 2 ,则 sin�cos� = sin�cos�
sin2�+cos2�

= 1

tan�+ 1
tan�

= 2
5
,故答案为

2
5
.

【例 7:三角函数综合性质应用】(难度:★☆☆)给出下列命题:

（1）函数 � = sin � 不是周期函数; (2)函数 � = tan�在定义域内为增函数;

（3）函数 � = cos2� + 1
2
的最小正周期为

�
2
;

（4）函数 � = 4sin 2� + �
3
, � ∈ R的一个对称中心为 − �

6
, 0 .



其中正确命题的序号是___.

【名师解析】(1)由于函数 � = sin � 是偶函数,作出 �轴右侧的图象,再关于 �轴对

称即得左侧图象,观察图象可知没有周期性出现,即不是周期函数; (2)错,正切函数

在定义域内不单调,整个图象具有周期性,因此不单调; (3)由周期函数的定义 � �
2
+

� = −cos2� + 1
2

≠ � � , ∴ �
2
不是函数的周期; (4)由于 � �

6
= 0 ,故根据对称中心

的意义可知 − �
6
, 0 是函数的一个对称中心,故只有 (1) (4)是正确的.

四、解三角形

【知识归纳】

正弦定理: �
sin�

= �
sin�

= �
sin�

= 2� ,其中 �为 △ ���外接圆的半径

余弦定理: �2 = �2 + �2 − 2��cos�; cos� = �2+�2−�2

2��

三角形面积公式: � = 1
2
� ⋅ ℎ  ( �为三角形的底, ℎ 为对应的高);

� =
1
2
��sin� =

1
2
��sin� =

1
2
��sin�

� =
1
2
� + � + � ⋅ � (�为三角形内切圆半径)

【例 1:判断三角形的形状】(难度:☆☆☆)在 △ ���中, � = 60∘, �2 = �� ,则
△ ���− 定是 ( )

A.钝角三角形 B.锐角三角形

C.直角三角形 D.等边三角形

【名师解析】 ∵ �2 = ��, � = 60∘ ,由余弦定理可得 �2 = �2 + �2 − 2��cos� = �2 + �2 −
�� ,

∵ �� = �2 + �2 − ��, ∴ �− � 2 = 0 ,故 � = � ,故 △ ���一定是等边三角形,故选 D.

【例 2:解的个数】(难度:☆☆☆)在 △ ���中, � = 6, � = 10, � = �
6
,判断三角形解的

情况.

【名师解析】由余弦定理得 cos� = 3
2
= �2+100−36

2⋅10⋅�
⇒ �2 − 10 3� + 64 = 0 ,由 � > 0

可得其有两个解。

【例 3:正余弦定理的综合应用】(难度:☆☆☆)已知锐角 △ ���的内角 �、�、�
所对的边分别是 �、�、� ,且 3� = 2�sin�



（1）求 �的大小;

（2）若 �2 + �2 = 7 ,且 △ ���的面积为 3 ,求 �的值.

【名师解析】 (1)因为 cos� = 4
5
,所以 sin� = 3

5
.由正弦定理得

�
sin�4

= 2
sin�

,即 �
2
2

= 2
3
5

.解

得 � = 5
3

2 . (2)由题得
1
2
��sin� = 3 ,即 3

10
�� = 3 ,所以 �� = 10 .由余弦定理 �2 = �2 +

�2 − 2��cos� ,得 4 = �2 + �2 − 8
5
�� = �2 + �2 − 16 ,即 �2 + �2 = 20 .那么 �− � 2 =

�2 + �2 − 2�� = 0 ,由此得 � = � ,所以 △ ���为等腰三角形.

【例 4:余弦定理+基本不等式】(难度:★★六)在 △ ���中, �, �, �分别是角 �, �, �
的对边,向量 � = 2� + �, � ,向量 � = cos�, cos� ,且 � ⋅ � = 0 .

（1）求 �的大小;

（2）若 � = 3 ,求 ������� + ������� 的最小值.

【名师解析】(1) � ⋅ � = 2� + � cos� + �cos� = 0 ,得 2sin�cos� + sin�cos� +
sin�cos� = 0 , ∴ 2sin�cos� + sin � + � = 0 , ∴ sin� 2cos� + 1 = 0 . ∵ �, � ∈ 0, � ,
∴ sin� ≠ 0, cos� =− 1

2
, ∴ � = 2

3
� ,(2)由余弦定理知 3 = �2 + �2 − 2��cos 2

3
� = �2 +

�2 + �� ≥ 2�� + �� = 3�� ⇒ �� ≤ 1 . ∴ ������� + ������� 2
= �2 + �2 + 2��cos 2

3
� = �2 + �2 −

�� ≥ 2�� − �� = �� ≤ 1.   ∴ ������� + ������� 的最小值为 1,当且仅当 � = � = 1时取 “ = ”.

【例 5:经典题型】(难度:★★☆)在 △ ���中,角 �, �, �所对的边分别为

�, �, �,∠��� = 120∘ , ∠���的平分线交 ��于点 � ,且 �� = 1 ,则 4� + �的最小值为
___.

【名师解析】由题意可知, �△��� = �△��� + �△��� ,由角平分线性质和三角形面积公

式得
1
2
��sin120∘ = 1

2
� × 1 × sin60∘ + 1

2
� × 1 × sin60∘ ,化简得 �� = � + �, 1

�
+ 1
�
= 1 ,因

此 4� + � = 4� + � 1
�
+ 1
�
= 5 + �

�
+ 4�

�
≥ 5 + 2 �

�
⋅ 4�
�
= 9 ,当且仅当 � = 2� = 3时取等

号,则 4� + �的最小值为 9 .

【例 6】(难度:★★☆)△ ���中, �是边 ��上的点, �� = ��, 2�� = 3��, �� =
2�� ,则 sin�的值为___

【名师解析】由 2�� = 3��可设 �� = 2�则 �� = 3� ∴ �� = 3�, �� = 4� ∴ 在

△ ���中, cos��� = ��2+��2−��2

2��⋅��
= 3�

2
+ 2� 2− 3�

2

2 3�⋅2�
= 3

3

∴ cos��� =− cos��� =− 3
3

∴ sin��� = 6
3
。在 △ ���中,由正弦定理可得:

��
sin�

=
��

sin���
⇒ sin� =

�� ⋅ sin���
��

=
6
6



【例 7:经典题型】(难度:★★六)已知 �, �, �分别为 △ ���三个内角 �, �, �的对

边, � = 2且 � + 2 sin� − sin� = � − � sin� ,则 △ ���面积的最大值为___

【名师解析】 � + 2 sin� − sin� = � − � sin� ⇒ � + 2 �− � = � − � �

⇔ ��− �2 + 2� − 2� = �2 − �� ⇔− �2 + 4 = �2 − �� ⇔ �2 + �2 − �� = 4

∵ 4 = �2 = �2 + �2 − 2��cos� ∴ cos� =
1
2

⇒ � =
�
3
  ∴ �△��� =

1
2
��sin� =

3
4
��

∵ �2 + �2 − �� = 4且 �2 + �2 ≥ 2��  ∴ 2��− �� ≤ 4即 �� ≤ 4 ∴ �△��� ≤ 3

五、数列

【知识归纳】

等差数列的通项公式: �� = �1 + �− 1 �

等差数列前 �项和公式: �� =
�1+��
2

⋅ �

等差数列的中项性质: �� + �� = �� + �� ⇔ � + � = � + �

等比数列的通项公式: �� = �1 ⋅ ��−1

等比数列前 �项和公式:则 �� =
�1 1−��

1−�
� ≠ 1

等比数列的中项性质: � + � = � + � ⇔ ���� = ����

【例 1:等差数列基本运算】(难度:☆☆☆ン在等差数列 �� 中,已知 �3 + �7 = �5 ,
则数列 �� 前 9项的和 �9 等于 ( )

【名师解析】 ∵ �� 为等差数列, ∴ �3 + �7 = 2�5 ,又已知 �3 + �7 = �5, ∴ �5 = 0 ,则
�9 =

9 �1+�9
2

= 9×2�5
2

= 0

【例 2:等比数列基本运算】(难度:☆☆☆☆)在等比数列 �� 中, �3 = 7 ,前 3项之

和 �3 = 21 ,则公比 � =  

【名师解析】由已知得
�1�2 = 7
�1 + �1� + �1�2 = 21

,消去 �1 得
1+�+�2

�2
= 3, ∴ 2�2 − �− 1 =

0, ∴ � = 1或 � =− 1
2

【例 3:等差数列的比值问题】(难度:★☆☆)已知两个等差数列 �� , �� ,若
�1+�2+…+��
�1+�2+…+��

= 7�+2
�+3

,则 �5
�5
=

【名师解析】设数列 �� , �� 的前 �项和分别为 ��, �� ,公差分别为 �1, �2 ,则



�2�−1

�2�−1
=

2� − 1 �1 +
1
2 2� − 1 2� − 1 − 1 �1

2� − 1 �1 +
1
2 2� − 1 2� − 1 − 1 �2

=
�1 + � − 1 �1
�1 + � − 1 �2

=
��
��

∴
�5
�5
=
�9
�9

=
7 × 9 + 2
9 + 3

=
65
12
.

【例 4:数列的最值问题类型一】(难度:★☆☆)设等差数列 �� 的前 �项和 �� ,且
�4 = 1 , �15 = 75 ,求 �� 取得最小值时,求 �的值.

【名师解析】方法一: �� = ��1 +
� �−1

2
� = �2−5�

2
,当 � = 2或 3时, �� 取得最小值.方

法二: �� = �1 + �− 1 � = � − 3,   ∴ �1 < �2 < �3 = 0 < �4 < ⋯ ,故 � = 2或 3时, �� 取
得最小值.

【例 5:数列的最值问题类型二】(难度:★六☆)设等差数列 �� 的前 �项和为 �� ,
若 �13 > 0 , �14 < 0 ,则 �� 取最大值时 �的值为 ( )

【名师解析】根据 �13 > 0, �14 < 0 ,可以确定 �1 + �13 = 2�7 > 0, �1 + �14 = �7 + �8 <
0 ,所以可以得到 �7 > 0, �8 < 0 ,所以则 �� 取最大值时 �的值为 7

【例 6:求通项之阶差法】(难度:★☆☆)已知数列 �� 的前 �项和为 �� ,且 �� =
2�2 + � + 1 , � ∈ �∗ ,求 �� =

【名师解析】根据递推公式,可得 ��−1 = 2 � − 1 2 + � − 1 + 1 ,由通项公式与求和

公式的关系,可得 �� = �� − ��−1 ,代入化简得 �� = 2�2 + � + 1 − 2 �− 1 2 − � −
1 − 1 = 4� − 1 ,经检验,当 � = 1时, �1 = 4, �1 = 3 ,所以 �1 ≠ �1 ,所以 �� =
4, � = 1
4� − 1, � ≥ 2 .

【例 7:求通向之构造法】(难度:★☆☆)已知数列 �� 的首项 �1 = 2 ,且 ��+1 =
1
2
�� +

1
2
� ∈ �∗ ,则数列

1
��−1

的前 10项的和为___

【名师解析】由 ��+1 =
1
2
�� +

1
2
,得 ��+1 − 1 = 1

2
�� − 1 , ∴ �� − 1 为等比数列, �� −

1 = �1 − 1 × 1
2

�−1
= 1

2

�−1
, 1
��−1

= 2�−1, �10 =
1−210

1−2
= 1023 ,故答案为 1023 .

【例 8:求通向之倒数法】(难度:★☆☆)由 �1 = 1, ��+1 =
��

3��+1
给出的数列 �� 的

第 34项为 ( )

【名师解析】由 ��+1 =
��

3��+1
两边取倒数,得 1

��+1
= 3 + 1

��
, 1
��

是首项为 1,公差为 3的

等差数列, ∴ 1
��
= 1 + � − 1 ⋅ 3 = 3� − 2 ,即 �� =

1
3�−2

, ∴ �34 =
1

3×34−2
= 1
100

【例 9:求和之错位相减法】(难度:★☆☆)单调递增的等差数列 �� 的前 �项和为

��, �1 = 1 ,且 �2, �4, �5 + 3依次成等比数列.



（1）求 �� 的通项公式;

（2）设 �� = �� ⋅ 2��−1 ,求数列 �� 的前 �项和为 �� .

【名师解析】 (1)设等差数列 �� 的公差为 � .由题意可知 �4 ​ 2 = �2 �5 + 3 , ∴
1 + 3� 2 = 1 + � 4 + 4� ,解得 � = 1或 � =− 3

5
, ∵ 数列 �� 单调递增, ∴ � = 1, ∴

�� = 1 + � − 1 = � .

（2）由（1）可得 �� = � ⋅ 2�−1 . ∴ �� = 1 × 20 + 2 × 21 + 3 × 22 + ⋯ + � ⋅ 2�−1 ,① ∴

2�� = 1 × 21 + 2 × 22 +⋯ + �− 1 ⋅ 2�−1 + � ⋅ 2� ,②。①-②得

− �� = 1 + 21 + 22 + ⋯ + 2�−1 − � ⋅ 2� =
1 − 2�

1 − 2 − � ⋅ 2� =− 1 + 1 − � ⋅ 2�,   ∴ ��
= � − 1 ⋅ 2� + 1.

【例 10:求和之裂项相消法】(难度:★☆☆)设正项数列 �� 的前 �项和 �� 满足

2 �� = �� + 1 , � ∈ �∗ .

（1）求数列 �� 的通项公式;

（2）设 �� =
1

��⋅��+1
,数列 �� 的前 �项和为 �� ,求 �� 的取值范围.

【名师解析】(1)① � = 1时,由 2 �1 = �1 + 1 ,得 �1 = 1 ,② � ≥ 2时,由已知,得
4�� = �� + 1

2 , ∴ 4��−1 = ��−1 + 1
2 ,两式作差,得 �� + ��−1 �� − ��−1 − 2 = 0 ,

又 ∵ �� 是正项数列, ∴ �� − ��−1 = 2 , ∴ 数列 �� 是以 1为首项,2为公差的等差数

列. ∴ �� = 2� − 1, � ∈ �∗ .

(2) ∵ �� =
1

��⋅��+1
= 1

2�−1 2�+1
= 1
2

1
2�−1

− 1
2�+1

,

∴ �� = �1 + �2 +⋯ + �� =
1
2
1 − 1

3
+ 1
2

1
3

− 1
5
+ ⋯ + 1

2
1

2�−1
− 1

2�+1
= 1
2
1 − 1

2�+1
< 1
2
.

又因为数列 �� 是递增数列,当 � = 1时 �� 最小, �1 =
1
3
, ∴ �� ∈ 1

3
, 1
2
.

六、不等式

一、比较大小

(一)作差法

【例】(难度:☆☆☆)设 � = sin33∘, � = cos55∘, � = tan35∘ ,则  

A. � > � > � B. � > � > � C. � > � > � D. � > � > �



【名师解析】 ∵ � = sin35∘, ∴ � > �; ∵ � − � = cos55∘ − sin35∘

cos35∘ =
sin35∘ cos35∘−1

cos35∘ < 0 .
∴ � < �, ∴ � > � > � ,故选 C

(二) 作商法

【例】(难度:★★六)设 �, �, �为正数,且 2� = 3� = 5� ,则

A. 2� < 3� < 5� B. 5� < 2� < 3� C. 3� < 5� < 2� D. 3� < 2� < 5�

【名师解析】设 2� = 3� = 5� = � ,因为 �, �, �为正数,所以 � > 1 ,则 � = log2�, � =
log3� , � = log5� ,所以

2�
3�
= 2lg�

lg2
× lg3

3lg�
= lg9
lg8
> 1 ,则 2� > 3� ,排除 A、B;只需比较 2�与

5� , 2�
5�
= 2lg�

lg2
× lg5

5lg�
= lg25
lg32

< 1 ,则 2� < 5� ,选 D.

(三) 中间值法

【例 1】(难度:☆☆☆)设 � = log3�, � = log2 3, � = log3 2 ,则 �, �, �的大小关系是
___

【名师解析】可先进行 0,1分堆,可判断出 � > 1,0 < b < 1,0 < c < 1 ,从而 �肯定最大,
只需比较 �, �即可,观察到 �, �有相同的结构:真数均带有根号,抓住这个特点,利用对

数公式进行变换: � = log2 3 = 1
2
log23, � = log3 2 = 1

2
log32 ,从而可比较出 log32 <

1 < log23 ,所以 � < � .

【例 2】(难度:☆☆☆) � = log37, � = 21.1, � = 0.83.1 ,则 ( )

A. � < � < � B. � < � < � C. � < � < � D. � < � < �

【名师解析】首先进行 0,1分组,可得 � < 1 < �, � ,下面比较 �, �的大小,可以考虑以

2作为中间量, � = 21.1 > 2, � = log37 < log39 = 2 ,所以 � < 2 < � ,从而 � < � < �(四)
函数模型法

【例】(难度:☆☆☆)已知 � = 2
4
3, � = 4

2
5, � = 25

1
3 ,试比较其大小

【名师解析】因为 � = 2
4
3 = 16

1
3, � = 4

2
5 = 16

1
5, � = 25

1
3 ,且幂函数 � = �

1
3 在 �上单调递

增,指数函数 � = 16� 在 �上单调递增,所以 � < � < �

二、线性规划

【例 1:题型一】(难度:☆☆☆)已知不等式组
�− � + 6 ≥ 0
� + � ≥ 0
� ≤ 3

,



（1）求 �1 = 2� − 3�的最大值;

（2）求 �2 =
�+3
�+1

的取值范围.

【名师解析】 (1)由 �1 = 2� − 3� ,得 � = 2
3
�− 1

3
�1 ,由图可知当直线 � = 2

3
� − 1

3
�1 过

点 � 3, − 3

时,截距最小,即 �1 = 2� − 3�最大,此时 �1 = 2 × 3 + 3 × 3 = 15 ;

（2） �2 =
�+3
�+1

可以看作 −1, − 3 和 �, � 两点间的斜率,故其范围是 −∞, 3] ∪
[0, + ∞ .

【例 2:题型二】(难度:☆☆☆) �, �满足条件
� − � + 1 ≤ 0
� ≤ 1
� >− 1

,则 �− 2 2 + �2 最小

值为 ( )

【名师解析】由约束条件画出可行域,可知当过 � 0,1 点时,目标函数取最小值 5

【例 3:线性规划与面积】(难度:☆☆☆)在平面直角坐标系中,求不等式组
� + �− 2 ≥ 0
�− � + 2 ≥ 0
� ≤ 2

表示的平面区域的面积为___

【名师解析】不等式组
� + �− 2 ≥ 0
� − � + 2 ≥ 0
� ≤ 2

表示一个等腰直角三角形 ABC及其内部,其中

� 2,0 , � 2,4 , � 0,2 ,所以平面区域的面积为
1
2

× 2 × 4 = 4 .

【例 4:含参的线性规划】(难度: �☆☆ン变量 �, �满足约束条件

� + � ≥ 0
� − 2� + 2 ≥ 0
��− � ≤ 0

,

若 � = 2� − �的最大值为 2,则实数�等于 ( )

【名师解析】作出图像,直线 � = ��为绕原点旋转的直线,从图像可观察出可行域为

一个封闭三角形,目标函数 � = 2� − � ,若 �最大则动直线的纵截距最小,可观察到 �

为最优解。 �: �− 2� + 2 = 0
� = �� ⇒ � 2

2�−1
, 2�
2�−1

,则有 � = 2 ⋅ 2
2�−1

− 2�
2�−1

= 2 ,解得:

� = 1

三、分式型与一元二次不等式

【例 1:经典题型】(难度:★☆☆)已知不等式 ��2 + �� + 2 > 0的解集为 �   − 1
2
<

� < 1
3
,则 � + �的值为 ( )



【名师解析】 ��2 + �� + 2 > 0的解集为 �   − 1
2
< � < 1

3
, ��2 + �� + 2 = 0的两根为

− 1
2
, 1
3
,由韦达定理得

1
3

− 1
2
=− �

�
, 1
3

⋅ − 1
2
=− 1

6
= 2
�
解方程得到 � =− 12, � =− 2

【例 2:含参的不等式问题】(难度:★☆☆)若不等式 � − 1 �2 + � − 1 � + 2 > 0
的解集是 � ,则�的范围是 ( )

【名师解析】由题意得不等式 �− 1 �2 + �− 1 � + 2 > 0在 �上恒成立. ①当

� = 1时,不等式为 2 > 0 ,不等式恒成立.符合题意. ②当� ≠ 1时,由不等式恒成立

得
�− 1 > 0
�− 1 2 − 8 �− 1 < 0 ,解得 1 < � < 9 .综上 1 ≤ � < 9 ,所以实数�的范围

是 [1,9)

【例 3:恒成立问题】(难度:★☆☆)已知函数 � � = ��2 + �− �, � ∈ � ,若不等式

� � > 2�− 2对一切实数 �恒成立,求实数 �的取值范围.

【名师解析】由 � � > 2� − 2 ,得 ��2 + � + 2 − 3� > 0 ,若 � = 0 ,不等式 � + 2 > 0不

对一切实数 �恒成立,舍去,若 � ≠ 0 ,由题意得
� > 0
� = 1 − 4� 2 − 3� < 0 ,解得: 1

6
< � <

1
2
,故 �的范围是

1
6
, 1
2
.

【例 4:解含参的不等式】(难度:★☆☆)解关于 �的不等式 �2 − � + 1 � + � ≥
0, � ∈ � .

【名师解析】关于 �的不等式 �2 − � + 1 � + � ≥ 0化为 �− 1 � − � ≥ 0 ,不等

式对应方程的实数根为 �和 1 ;当 � > 1时,不等式的解集为 ( − ∞, 1] ∪ �, + ∞ ;当
� = 1时,不等式的解集为 � ,当 � < 1时,不等式的解集为 ( − ∞, �] ∪ 1, + ∞ .

【例 5:经典题型】(难度:★☆☆)已知不等式 log2 ��2 − 2� + 5 > 1的解集为 � ,
则 �的取值范围是___

【名师解析】所给条件等价于 ��2 − 2� + 5 > 2
��2 − 2� + 5 > 0

的解集为 � ,即 ��2 − 2� + 3 > 0的

解集为 � ,

由此可得: � > 0� = 4 − 12� < 0解得: � < � < 1
3
( � > 1

3
四、基本不等式

【知识归纳】

� + � ≥ 2 �� �, � > 0 ,当 � = �时取等号.

【例 1:经典代一法】(难度:☆☆☆)已知 � > 0, � > 0,2� + 3� = 1 ,求 3
�
+ 2
�
的最小值

【名师解析】
3
�
+ 2
�
= 3

�
+ 2
�

2� + 3� = 6 + 9�
�
+ 4�

�
+ 6 ≥ 24



【例 2:经典配凑系数法】(难度:☆☆☆)已知 � > 0, � > 0,2� + � + �� = 4 ,求 2� + �
的最小值

【名师解析】 �� = 1
2

⋅ 2� ⋅ � ≤ 1
2

2�+�
2

2
= 2�+� 2

8

所以 2� + � + �� = 4 ⇒ 2� + � + 2�+� 2

8
≥ 4即 2� + � 2 + 8 2� + � − 32 ≥ 0 ,可解

得 2� + � ≥ 4 3 − 4 ,即 2� + � min = 4 3 − 4

【例 3:经典配凑法】(难度:☆☆☆)设 � >− 1 ,求函数 � = �+5 �+2
�+1

的最小值为___

【名师解析】考虑将分式进行分离常数, � = �+5 �+2
�+1

= � + 1 + 4
�+1

+ 5 ,使用均值不

等式可得: � ≥ 2 � + 1 ⋅ 4
�+1

+ 5 = 9 ,等号成立条件为 � + 1 = 4
�+1

⇒ � = 1 ,所以最小

值为 9

【例 4:不等式与比大小】(难度:★☆☆)若 � � = �−2, � = � 2
�+�

, � = � 1
��

,

� = � �+�
2��

, �, �为正数 ,则�, �, �的大小关系是 ( )

【名师解析】 ∵ � > 0, � > 0, � + � ≥ 2 ��, ∴ 2
�+�

≤ 1
��
,又由 � + � ≥ 2 ��得, �+�

2��
≥

��
��
,即 �+�

2��
≥ 1

��
, ∴ 有 0 < 2

�+�
≤ 1

��
≤ �+�

2��
, ∵ � � = �−2 在 � > 0时为减函数,

∴ � 2
�+�

≥ � 1
��

≥ � �+�
2��

,即� ≥ � ≥ �

七、直线与圆

一、直线问题

【知识归纳】

直线方程:已知直线 �的斜率 � ,直线上一点 � �0, �0 ,则直线 �的方程为 � − �0 =
� � − �0

斜率公式:已知直线上任意两点 � �1, �1 , � �2, �2 ,则 � = �2−�1
�2−�1

,即直线斜率, � =
tan�

平行关系: �1: � = �1� + �1, �2: � = �2� + �2 ,若两直线平行则 �1 = �2, �1 ≠ �2 ⇒ �1//�2

垂直关系: �1: � = �1� + �1, �2: � = �2� + �2 ,若两直线垂直则 �1 ⊥ �2 ⇔ �1 ⋅ �2 =− 1

两点距离公式:设 � �1, �1 , � �2, �2 ,则 �� = �1 − �2
2 + �1 − �2

2



点线距离公式:设 � �0, �0 , �: �� + �� + � = 0 ,则点 �到直线 �距离 ��−� =
��0+��0+�

�2+�2

平行线间公式: �1: �� + �� + �1 = 0, �2: �� + �� + �2 = 0 ,则 �1, �2 的距离为 � = �1−�2
�2+�2

【例 1:倾斜角与斜率】(难度:☆☆☆)直线 sin� ⋅ � + � + 2 = 0的倾斜角的取值范

围是 ( )

A. [0, �) B. 0, �
4

∪ 3�
4
, � C. 0, �

4
D. 0, �

4
∪ �

2
, �

【名师解析】要求倾斜角 (设为 � ),可将直线转化为斜截式得: � =− sin� ⋅ �− 2 ,所
以 ,即 tan� ∈ −1,1 ,结合正切的定义以及倾斜角的范围可得: � ∈ 0, �

4
∪ 3�

4
, �

【例 2:平行与垂直】(难度:☆☆☆)若 �1: � + � + 1 � + � − 2 = 0, �2: �� + 2� +
8 = 0的图象是两条平行直线,则�的值是 ( )

A. � = 1或� =− 2 B. � = 1 C. � =− 2 D. �的值不存在

【名师解析】由平行线可得: � � + 1 = 2可解得: � = 1或� =− 2 ,检验是否存在

重合情况,将� = 1代入直线可得: �1: � + 2� − 1 = 0, �2: � + 2� + 8 = 0 ,符合题意,将
� =− 2代入直线可得: �1: �− � − 4 = 0, �2: − 2� + 2� + 8 = 0 ,则 �1, �2 重合,不符题意,
所以舍去。综上可得: � = 1

【例 3:反射与对称】(难度:★☆☆)已知直线通过点� −3,4 ,被直线 �: � − � + 3 =
0反射,反射光线通过点 � 2,6 ,则反射光线所在直线的方程是___.

【名师解析】设�的对称点�′ �0, �0 ,则有��′ ⊥ � ,且��′ 的中点
�0−3
2
, �0+4

2
在

�上 ∴
�0−4
�0+3

=− 1
�0−3
2

− �0+4
2
+ 3 = 0

⇒ �0 + �0 − 1 = 0
�0 − �0 − 1 = 0∴ �′ 1,0 ∴ ��′� = 6 ∴ �′�: � = 6 � −

1

即 6� − � − 6 = 0

二、直线与圆

【知识归纳】

(1)标准方程:设圆心的坐标 � �, � ,半径为 � ,则圆的标准方程为: �− � 2 + �−
� 2 = �2

（2）直线与圆的位置关系:通过判断圆心到直线距离与半径的大小得到直线与圆

位置关系,设圆的半径为 � ,圆心到直线的距离为 � ,则:①当 � > �时,直线与圆相交;
②当 � = �时,直线与圆相切; ③当 � < �时,直线与圆相离



（3）弦长公式:弦长计算公式: �� = 2 �� = 2 �2 − �2

（4）切线公式: ①圆 �2 + �2 = �2 上点 � �0, �0 处的切线方程为 �0� + �0� = �2

②圆 �− � 2 + �− � 2 = �2 上点 � �0, �0 处的切线方程为

� − � �0 − � + �− � �0 − � = �2

(5)最值问题:

①已知圆 �及圆外一定点 � ,设圆 �的半径为 �则圆上点到 �点距离的最小值为

�� = �� − � ,最大值为 �� = �� + � (即连结 ��并延长, �为 ��与圆的交点,
�为 ��延长线与圆的交点

②已知圆 �及圆内一定点 � ,则过 �点的所有弦中最长的为直径,最短的为与该直径

垂直的弦��

③已知圆 �和圆外的一条直线 � ,则圆上点到直线距离的最小值为 �� = ��−� − � ,
距离的最大值为 �� = ��−� + � (过圆心 �作 �的垂线,垂足为 �, ��与圆 �交于� ,
其反向延长线交圆 �于 �

④已知圆 �和圆外的一条直线 � ,则过直线 �上的点作圆的切线,切线长的最小值为
��

（6）圆与圆的位置关系:设圆 �1, �2 的半径为 �1, �2, �1�2 = �

① � > �1 + �2 ⇒⊙ �1,⊙ �2 外离; ② � = �1 + �2 ⇒⊙ �1,⊙ �2 外切

③ �1 − �2 < � < �1 + �2 ⇒⊙ �1,⊙ �2 相交; ④ � = �1 − �2 ⇒⊙ �1,⊙ �2 内切

⑤� < �1 − �2 ⇒⊙ �1,⊙ �2 内含

【例 1:最值问题】(难度:★☆☆)圆 �2 + �2 − 4�− 4� − 10 = 0上的点到直线 � +
�− 8 = 0的最大距离与最小距离的差是 ( )

【名师解析】圆的方程: �− 2 2 + �− 2 2 = 18 ,圆心到直线的距离为: 2+2−8
2

=
2 2 < 3 2 ,故直线与圆相交,最小距离为 0,最大距离为 3 2 + 2 2 = 5 2 ,综上可得:
圆 �2 + �2 − 4�− 4� − 10 = 0上的点到直线 � + � − 8 = 0的最大距离与最小距离的

差是 5 2 − 0 = 5 2 .

【例 2:弦长问题】(难度:★☆☆)已知圆 �经过点 � 2, − 1 和直线 � + �− 1 = 0
相切,且圆心在直线 � =− 2�上,若直线 � = 2� − 2与圆 �交于 �, �两点,求弦 ��的

长.

【名师解析】圆心在直线 � =− 2� ,设圆心为 � �, − 2� ,圆 �为 �− � 2 + � +
2� 2 = �2 � > 0 ,又圆 �与 � + �− 1 = 0相切,所以 � = �−2�−1

2
= 1+�

2
,因为圆 �过点



� 2, − 1 ,所以 2 − � 2 + −1 + 2� 2 = 1+� 2

2
,解得 � = 1 ,所以圆 �的方程为 �−

1 2 + � + 2 2 = 2 .设 ��的中点为 � ,圆心为 � ,连 ��, ��, �� = 2+2−2
5

= 2
5
, �� =

2 ,由平面几何知识知 �� = 2 �� = 2 �� 2 − �� 2 = 2 30
5
,即弦 ��的长为

2 30
5
.

【例 3:切点弦问题】(难度:★☆☆)已知圆 �的半径为 1, ��, ��为该圆的两条切

线, � , �为切点,那么 ������� ⋅ ������� 的最小值为 ( )

【名师解析】设 �� = �� = �, ∵ �� = 1, �� ⊥ ��, ∴ �� = 1 + �2 ,令 ∠��� =

� , ∠��� = � ,则 cos� = �

1+�2
,由圆的切线性质可得, cos� = cos2� = �2−1

1+�2
, ∴ ������� ⋅

������� = �2cos� = �2 × �2−1
1+�2

,设 � = �2 + 1 ,则 � > 1, ∴

������� ⋅ ������� = �−1 �−2
�

= �2−3�+2
�

= � + 2
�
− 3 ≥ 2 2 − 3 ,当且仅当 � = 2时取等号, ∴ ������� ⋅

������� 的最小值为 −3 + 2 2

【例 4:点距问题】(难度:★☆☆)若圆 �2 + �2 − 4�− 4� − 10 = 0上至少有三个不

同的点到直线 �: � = ��的距离为 2 2 ,则直线 �斜率的取值范围是___

【名师解析】圆方程为: �− 2 2 + �− 2 2 = 18 ,即圆心为 2,2 ,半径 � = 3 2 ,作出

图像可知若至少有三个不同的点到直线 �距离为 2 2 ,则圆心到直线的距离应小于

等于 2 ,所以 ��−� =
2�−2

�2+1
≤ 2 ,即解不等式: 2� − 2 2 ≤ 2 �2 + 1 ,解得: � ∈ 2 −

3, 2 + 3

八、立体几何

【知识归纳】

1.面积与体积

（1）圆柱的侧面积:设圆柱底面半径为 � ,高为 ℎ ,则侧面积为 � = 2�� ⋅ ℎ

（2）圆锥的侧面积:设圆锥底面半径为 � ,母线长为 � ,则侧面积为 � = ���

（3）圆台的侧面积:设圆台上下底面半径分别为 �, � ,母线长为 � ,则侧面积为 � =
� � + � �

（4）球的面积:设球的半径为 � ,则球的表面积为 � = 4��2

2.面积

（1）柱体: � = � ⋅ ℎ



（2）锥体: � = 1
3
� ⋅ ℎ

（3）台体: � = 1
3
�1 + �2 + �1�2 ⋅ ℎ ,其中 �1 为上底面面积, �2 为下底面面积

（4）球: � = 4
3
��3

3.平行

（1）线面平行:若平面外的一条直线 �与平面 �上的一条直线平行,则 �//�

（2）面面平行：如果一个平面上的两条相交直线均与另一个平面平行,则两个平面

平行

4.垂直

（1）线面垂直:若直线 �与平面 �上的两条相交直线垂直,则 � ⊥ �

（2）面面垂直:如果一条直线与一个平面垂直,则过这条直线的所有平面均与这个

平面垂直 5.利用向量证明平行与垂直 (理科或新高考)

设直线 �, �对应的法向量为 ��� , ��� ,平面 �, �对应的法向量为���� , ��� (其中 �, �在 �, �外)

（1）线线平行: �//� ⇔ ��� //��� （2）线线垂直: � ⊥ � ⇔ ��� ⊥ ���

（3）线面平行: �//� ⇔ ��� ⊥ ���� （4）线面垂直: � ⊥ � ⇔ ��� //����

（5）面面平行: �//� ⇔ ���� //��� （6）面面垂直: � ⊥ � ⇔ ���� ⊥ ���

6.空间向量解空间角 (理科或新高考)

用 ��� , ��� 表示直线 �, �的方向向量,用���� , ��� 表示平面 �, �的法向量

（1）两直线所成角: cos� = cos⟨��� , ��� ⟩ = ��� ⋅���

��� ���

（2）线面角: sin� = cos⟨��� , ���� ⟩ = ��� ⋅����
��� ����

（3）二面角: cos� = cos⟨���� , ��� ⟩ = ���� ⋅���
���� ���

或 cos� =− cos⟨���� , ��� ⟩ =− ���� ⋅���
���� ���

(视平面角与法

向量夹角关系而定)

（4）点到平面距离:设 �为平面 �外一点, �为平面 �上任意一点,则 �到平面 �的

距离为 ��−� =
������� ⋅���
���

,即 ������� 在法向量 ��� 上投影的绝对值

【例 1:三视图问题】某几何体的三视图如图所示,则它的表面积为



俯视图

( )

A. 2 + 1+ 5
2
� B. 2 + 1+2 5

2
�

C. 2 + 1 + 5 � D. 2 + 2+ 5
2
�

【名师解析】由正视图与侧视图可判断出几何体为锥体,再由俯视图能够判定该几

何体为圆锥的一半,且底面向上放置。所以表面积由底面半圆,侧面的一半,和轴截

面的面积组成。由俯视图可得底面半圆半径 � = 1 ,所以底面半圆面积

�1 =
1
2
��2 = �

2
,几何体的侧面为圆锥侧面的一半,

由正视图可得圆锥的母线 � = 22 + 12 = 5 ,所以侧面面积 �2 =
1
2
��� = 5

2
� ,轴截面

为三角形,

底为 2 (侧视图),高为 2 (正视图)所以可得面积 �3 =
1
2

× 2 × 2 = 2 ,所以该几何体的

表面积为 � = �1 + �2 + �3 =
1+ 5
2
� + 2.

【例 2:平行与垂直的判定】已知�, �表示两条不同直线, �表示平面,下列说法中正

确的是 ( )

A.若� ⊥ �, � ⊂ � ,则� ⊥ � B.若�//�, �//�则�//�

C.若� ⊥ �,� ⊥ � ,则 �//� D.若�//�,� ⊥ � ,则 � ⊥ �

【名师解析】A选项若直线与平面垂直,则直线与这个平面上的所有直线均垂直,所
以 A正确 B选项可用向量判断, �//� ⇒ ���� ⊥ ��� , �//� ⇒ ��� ⊥ ��� ,由���� ⊥ ��� , ��� ⊥ ��� 无法

判断出���� , ��� 的关系,所以不能推出�//� ; C选项并没有说明直线 �是否在平面 �上,
所以结论不正确; D选项也可用向量判断, �//� ⇒ ���� ⊥ ��� , � ⊥ � ⇒ ���� ⊥ ��� ,同理由

���� ⊥ ��� , ���� ⊥ ��� 无法判断 ��� , ��� 的情况,所以无法推断出 � ⊥ � ,综上所述: A正确

【例 3:柱体外接球问题】设三棱柱的侧棱垂直于底面,所有棱的长都为 � ,



顶点都在一个球面上,则该球的表面积为 ( )

【名师解析】根据题意条件可知三棱柱是棱长都为 �的正三棱柱,上下底面中心连

线的中点就是球心,如图:则其外接球的半径为 � = �
2

2
+ �

2sin60∘

2
= 7

12
�2 ,球的

表面积为 �球 = 4� ⋅ 7�
2

12
= 7
3
��2

【例 4:长方体与正方体外接球问题】正方体内切球和外接球半径的比为 ( )

A. 1: 2 B. 1: 3 C. 2: 3 D. 1: 2

【名师解析】作正方体与其内切球的截面如图甲,设正方体棱长为 � ,

甲

乙

则有 2� = � ( �为内切球半径).作正方体与其外接球的截面如图乙,则有 2� = 3�
( �为外接球半径),得 �: � = 1: 3 ,故选 B.

【例 5:三棱锥外接球顶点模型】已知 �, �是球 �的球面上两点, ∠��� = 90∘, �为

球面上的动点,若三棱锥 �− ���的体积的最大值为 36,则球 �的表面积为 ( )



【名师解析】设球 �的半径为 R ,当动点 �与平面 ���垂直时,三棱锥 �− ���的

体积达到最大值,且 �max =
1
6
�� × �� × �� = 1

6
R3 = 36, ∴ R = 6, ∴ 球 �的表面积为

4�R2 = 144�

【例 6:平行与垂直的证明】如图,在四棱锥 �− ����中, �� ⊥

平面 ����, �� ⊥ ��,∠��� = 120∘ 底面 ����为菱形, �为 ��中点, �, �分别为

��, ��上一点, �� = 4�� = 4 2, �� = 4��

（1）求证: �� ⊥ �� ;

（2）求证: ��//平面 ��� ;

【名师解析】

（1）证明: ∵ �� ⊥ 平面 ����, ∴ �� ⊥ ��, ∵ 底面 ����为菱形, ∴ �� ⊥ �� ,
∵ �� ∩ �� = � , ∴ �� ⊥ 平面 ��� ,又 �� ⊂ 平面 ���, ∴ �� ⊥ �� .

(2)证明: ∵ �� = 4��, �� = 4��, ∴ ��//�� ,设 ��与 ��的交点为 � ,连接 ��, ∵
����为菱形, ∴ �为 ��中点,又 �为 ��中点, ∴ ��//��, ∴ ��//�� ,又 �� ⊄ 平面

���, �� ⊂ 平面 ���, ∴ ��//平面 ��� .

【例 7:表面积】如图,在四棱锥 �− ����中, ��//�� ,且 ∠��� = ∠��� = 90∘ .

（1）证明:平面 ��� ⊥ 平面 ��� ;

（2）若 �� = �� = �� = ��,∠��� = 90∘ ,且四棱锥 �− ����的体积为
8
3
,求该四

棱锥的侧面积.



【名师解析】

（1）由已知 ∠��� = ∠��� = 90∘ ,得 �� ⊥ ��, �� ⊥ �� .由于 ��//�� ,故 �� ⊥
�� ,从而 �� ⊥ 平面 ��� .又 �� ⊂ 平面 ��� ,所以平面 ��� ⊥ 平面 ��� .

(2)在平面 ���内作 �� ⊥ �� ,垂足为 � .由 (1)知, �� ⊥ 面 ��� ,故 �� ⊥ �� ,可得

�� ⊥ 平面 ���� .设 �� = � ,则由已知可得 �� = 2�, �� = 2
2
� .故四棱锥 � −

����的体积 ��−���� =
1
3
�� ⋅ �� ⋅ �� = 1

3
�3 .由题设得

1
3
�3 = 8

3
,故 � = 2 .从而 �� =

�� = 2, �� = �� = 2 2 , �� = �� = 2 2. � − ����侧面积为
1
2
�� ⋅ �� + 1

2
�� ⋅ �� +

1
2
�� ⋅ �� + 1

2
��2sin60∘ = 6 + 2 3 .

【例 8:体积】已知四棱锥 � − ����中,底面 ����是直角梯形, ∠��� = 90∘ ,且
��//�� , �� = 2�� = 2�� = 2, �为 ��, ��的交点,点 �在平面 ����内的投影

为点 � .

(1) �� ⊥ �� ;

（2）若 �� = �� ,求三棱锥 �− ���的体积.

【名师解析】

（1）证明:依题意,△ ��� ∽△ ��� ,则 ��
��
= ��
��
= ��
��
= 1
2
,又 ∵ �� = 1, �� = 2 ,

∴ �� = 2
2
, �� = 3 ,在 Rt△ BDA中, �� = ��2 + ��2 = 6

2
, ∴ �� = 1

3
�� = 3

3
,在

△ ���中, ∵ ��2 + ��2 = 3
3

2
+ 6

3

2
= 1 = ��2, ∴ ∠��� = 90∘ ,即 �� ⊥ ��; ∵

�� ⊥ 平面 ����, �� ⊂ 平面 ����, ∴ �� ⊥ �� ;又 ∵ ��⋂�� = �, �� ⊂ 平面

���, �� ⊂ 平面 ���, ∴ �� ⊥ 平面 ���, ∵ �� ⊂ 平面 ��� ,故 �� ⊥ �� ,
即 �� ⊥ �� ;



（2）解:依题意, ��−��� = ��−��� =
1
3
����� ⋅ �� = 1

3
× 1

2
× 2

2
× 1 × 3

3
= 6

36
.

【例 9:点面距离】如图,在直三棱柱 ��� − �1�1�1 中, �� = �� = 2, �� = ��1 =
2, � , �分别为 ��, ��1 的中点.

（1）求证: ��//平面 ��1�1 ;

（2）求点�到平面 ��1�1 的距离.

【名师解析】

（1）证明:连接 ��1 交 �1�于 � ,则 �为 �1�的中点,连接 �� ,则 ��//��1//�1� ,
又 �� = �1�, ∴ 四边形 ���1�为平行四边形,则 ��//�1�. ∵ �� ⊄ 平面

��1�1, �1� ⊂ 平面 ��1�1 , ∴ ��//平面 ��1�1 ;

（2）解: ∵ ��//平面 ��1�1, ∴ 点�到平面 ��1�1 的距离等于点 �到平面 ��1�1
的距离,设 �到平面 ��1�1 的距离为 ℎ ,由已知三棱柱 ���− �1�1�1 为直三棱柱,且
�� = �� = 2 , �� = ��1 = 2 ,可得 �1�1 ⊥ 平面 ��1�1� ,则 �1�1 ⊥ �1� ,又 �1� =
6, �1�1 = 2 , ∴ �△�1��1 =

1
2

× 6 × 2 = 3,  �△��1� =
1
2

× 2 × 2 = 2, �1 到底面的距

离为 1 .由 ��−��1�1 = ��1−��1� ,得
1
3

× 3ℎ = 1
3

× 2 × 1 ,得 ℎ = 2 3
3
. ∴ 点�到平面

��1�1 的距离为
1
2
ℎ = 3

3
.



【例 10:线线角】如图,在长方体 ����− �1�1�1�1 中, �� = 2�� = 2��1 = 4, �为

�1�1 的中点, �为 ��的中点, �为线段 �1�1 上一点,且满足��1 =
1
4
�1�1, �为��

的中点.

（1）求证: ��//平面 �1�� ;

（2）求三棱锥 �1 − ���的体积;

（3）求直线 �1�与直线 ��所成角的余弦值.

【名师解析】

（1）证明:在长方体 ����− �1�1�1�1 中,建立如图所示空间直角坐标系,由 �� =
2�� = 2��1 = 4, �为 �1�1 的中点, �为 ��的中点, �为线



段 �1�1 上一点,且满足��1������� = 1
4
�1�1������� ,得 � 0,0,0 , � 1,0,2 ,

� 0, 7
2
, 1 , �1 2,0,2 , � 0,4,0 , ��1������ = 2,0,2 , �� = (0 , 4,0), ������ = −1, 7

2
, − 1 .设平面

�1��的一个法向量为 ��� = �, �, � .由 ��� ⋅ ��1������ = 2� + 2� = 0
��� ⋅ ������� = 4� = 0

,取 � =− 1 ,得 ��� =

1,0, − 1 , ∵ ������ ⋅ ��� = 0 ,且 �� ⊄ 平面 �1��, ∴ ��//平面 �1�� ;

（2）设 �到平面 ��1�的距离为 � ,则 � = 1
2
. ∴ ��1−��� = ��−��1� =

1
3
�△��1� ⋅ � =

1
3

× 1
2

× 1 × 2 × 1
2
= 1
6
;

（3）解: ��1������ = 2,0,2 ,又 ������ = 0, − 1
2
, 1 ,   ∴ cos < ��1������ , ������ >= ��1������� ⋅�������

��1������� ⋅ ������� = 2

2 2× 5
2

=

10
5
.

∴ 直线 �1�与直线 ��所成角的余弦值
10
5
.

【例 11:线面角】在如图所示的多面体中, �� ⊥ 平面 ���, �� ⊥ 平

面 ���, �� ⊥ �� ,且 �� = �� = �� = 2�� = 2 , �是 ��中点

（1）求证: �� ⊥ ��

（2）求平面 ���与平面 ���所成的锐二面角的余弦值

（3）在棱 ��上是否存在一点 � ,使得直线��与平面 ���所成的角为 60∘ ?若存

在,指出点 �的位置,若不存在,请说明理由

【名师解析】过 �在平面 ���上作 ��的平行线 �� ∵ �� ⊥ �� ∴ �� ⊥ �� ∵ �� ⊥
平面 ���  ∴ �� ⊥ ��, �� ⊥ ��  ∴ ��, ��, ��两两垂直如图建系:

� 2,2,0 , � 0,2,0 , � 2,2,2 , � 1,1,0 , � 0,0,1



( 1 ) ∴ ������� = 1, − 1,0 , ������� = 1,1, − 1   ∴ ������� ⋅ ������� = 0  ∴ ������� ⊥ �������

∴ �� ⊥ ��

( 2 )设平面 ���的法向量为 �1���� = �, �, �

∵ ������� = 1, − 1,0 , ������� = 1,1, − 1 ∴ � − � = 0
� + �− � = 0⇒ �1���� = 1,1,2 ,设平面 ���的法

向量为

�2���� = �, �, � , ������� = 0,0,2 , ������� = 2,0,0   ∴ 2� = 0
2� = 0⇒ �1���� = 0,1,0 ,设平面 ���与平

面

���所成的锐二面角的余弦值为 � ,则 cos� = cos �1���� , �2���� = �1���� ⋅�2����
�1���� ⋅ �2����

= 1
6
= 6

6

（3）设 � �, �, �   ∵ �在 ��上 ∴ ������� = �������� , ������� = 2,0,2 ������� = �, � − 2, �

∴ �������� = 2�, 0,2� ∴
� = 2�
�− 2 = 0
� = 2�

⇒
� = 2�
� = 2
� = 2�

  ∴ � 2�, 2,2�   ∴ �������� = 2�− 1,1,2�

∴ sin� = cos �������� , �1���� =
�������� ⋅ �1����
�������� ⋅ �1����

=
6�

6 ⋅ 2�− 1 2 + 1 + 2� 2
=

3
2

∴ 6�

6⋅ 8�2−4�+2
= 3

2
解得: � = 1

2
∴ ������� = 1

2
������� ∴ 存在点 � ,当 �为 ��中点时,直线��

与平面 ���所成的角为 60∘

脚踏实地，仰望星空

【例 12:面面角】如图,四棱锥 �− ����中, ����为矩形,平面 ��� ⊥ 平面 ����
（1）求证: �� ⊥ ��

(2)若 ∠��� = 90∘, �� = 2, �� = 2 ,问 ��为何值时,四棱锥 � − ����

的体积最大?并求此时平面 ���与平面 ���夹角的余弦值



【名师解析】(1)证明:因为 ����为矩形,所以 �� ⊥ �� ,又平面 ��� ⊥ 平

面 ���� ,

且平面 ��� ∩ 平面 ���� = �� ∴ �� ⊥ 平面 ��� ∴ �� ⊥ ��

(2)过 �作 ��的垂线,垂足为 � ,过 �作 ��的垂线,垂足为 � ,连结 �� ∴ �� ⊥ 平面
���� ,

�� ⊥ 平面 ���, �� ⊥ �� ,在 ������, �� =
2 3
3
, �� = 2 6

3
, �� = 6

3
, �� = � ,则

�� = ��2 − ��2 =
4
3

− �2 ∴ ��−���� =
1
3

⋅ 6 ⋅�
4
3

−�2 =
�
3

8 − 6�2

=
1
3

8�2 − 6�4

= 1
3

−6 �2 − 2
3

2
+ 8
3
,当�2 = 2

3
⇒ � = 6

3
时, ��−���� 最大,此时 �� = 6

3

如图建系,可得: � 6
3
,− 6

3
, 0 , � 6

3
, 2 6
3
, 0 , � 0, 2 6

3
, 0 , � 0,0, 6

3

������ = 6
3
, 2 6
3
, − 6

3
, ������� = 0, 6, 0 , ������� = − 6

3
, 0,0 ,设平面 ���的一个法向量为

�1���� = �, �, � ,则
������ ⋅ �1���� = 0
������� ⋅ �1���� = 0

⇒
6
3
� + 2 6

3
�− 6

3
� = 0

6� = 0
解得 �1���� = 1,0,1 ,设平面 ���

的

一个法向量为 �2���� = �, �, � ,则
������ ⋅ �2���� = 0
������� ⋅ �2���� = 0

⇒
6
3
� + 2 6

3
� − 6

3
� = 0

− 6
3
� = 0

解得 �2���� =

0, 1
2
, 1

设平面 ���与平面 ���夹角为 � ,可得 cos� = cos �1���� , �2���� = �1���� ⋅�2����
�1���� ⋅ �2����

= 10
5

九、平面向量

【知识归纳】

1.向量的坐标运算:设 ��� = �1, �1 , ��� = �2, �2 ,则有:

（1）加减运算: ��� ± ��� = �1 ± �2, �1 ± �2

（2）数乘运算: ���� = ��1, ��1
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