
第 2 章 预备知识

第 2章 预备知识

本章主要介绍 Logistic 回归模型, 协变量驱动的一阶混合随机系数整值自回
归过程的定义和性质以及参数估计相关方法.

2.1 Logistic 回归模型

当研究某一个结果 y 与某些因素 x1, x2, · · · , xn 之间的关系时, 常常将因变
量 y 和自变量 x1, x2, · · · , xn 建立如下线性回归模型:

y = θ0 + θ1x1 + θ2x2 + · · ·+ θnxn + ε,

其中 θ0, θ1, · · · , θn 为模型参数, ε 是误差项. 以上线性回归模型对于自变量的
取值并无限制, 因此因变量 y 的取值也无限制, 是一个连续变量. 然而在现实
生活中有时会遇到因变量 y 只取分类值的情况, 此时将无法使用经典线性回归
模型进行建模. 对于这一问题, 可以这样考虑, 假设 y 为只取二分类值的因变

量, 即 y = 0 或 y = 1, 研究自变量 x1, x2, · · · , xn 对因变量 y 的影响可以转化

为研究自变量 x1, x2, · · · , xn 对概率 p = P (y = 1) 的影响. 此时可以考虑 p 与

x1, x2, · · · , xn 之间的关系.

对 p 的研究也等价于对
p

1− p
的研究, 事实上, 对于二分类随机变量 y, 记

p = P (y = 1), 若 p 与自变量 x1, x2, · · · , xn 的关系满足

ln p

1− p
= ϕ0 +

n∑
i=1

ϕixi, (2.1)

则称因变量 y与自变量 x1, x2, · · · , xn的关系符合 Logistic回归模型,其中 ϕ0, ϕ1,

· · · , ϕn 为参数. 易知 (2.1) 式有下述等价形式:

p =

exp{ϕ0 +
n∑

i=1

ϕixi}

1 + exp{ϕ0 +
n∑

i=1

ϕixi}
.

Logistic 回归模型由于可解释性较强并且实现较为简单, 目前已广泛应用于
各种领域, 而这一建模思想也被应用于整数值时间序列的研究中, 很多学者借
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助 Logistic 结构, 建立一些有价值的时间序列模型, 下面介绍一类协变量驱动的
一阶混合随机系数整值自回归过程.

2.2 协变量驱动的一阶混合随机系数整值自回归过程

考虑到协变量对稀疏参数随机性的影响, 崔帅 (2022) 借助 Logistic 结构, 提
出了一类由协变量驱动的一阶混合随机系数整数值自回归过程, 本文所提出模型
正是受该模型的启发, 本节简要介绍该模型的定义及性质.

记 Zt = (Zt1, Zt2, · · · , Ztq)
T 为平稳的可观测随机变量, 若非负整值时间序

列 {Xt, t = 0, 1, · · · } 满足

Xt =

 αt ◦Xt−1 + εt, 以概率 1− β,

εt, 以概率 β,
(2.2)

那么称 {Xt, t = 0, 1, · · · } 为 q 维协变量驱动的一阶混合随机系数整数值自回归

过程, 其中 αt 满足

ln αt

1− αt

= ξTZt = ξ1Zt1 + ξ2Zt2 + · · ·+ ξqZtq,

ξ = (ξ1, ξ2, · · · , ξq)T 为协变量系数, {εt} 是独立同分布的随机变量序列, 且只取
非负整数值, 与 {Xt−s, s = 1, 2, · · · } 和 {Zt, t = 1, 2, · · · } 独立.
由模型的定义可知, 在 Xt−1 = i,Zt = zt 的条件下, Xt = j 的条件概率由下

式给出:

pj|i,zt =P (Xt = j | Xt−1 = i,Zt = zt)

=βP (εt = j)

+ (1− β)

min{i,j}∑
k=0

 i

k

α (ξ, zt)
k (1− α (ξ, zt))

i−k P (εt = j − k) ,

其中 α (ξ, zt) 定义为:

α (ξ, zt) =
exp {ξ1zt1 + ξ2zt2 + · · ·+ ξqztq}

1 + exp {ξ1zt1 + ξ2zt2 + · · ·+ ξqztq}
.
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为了更好地理解这一模型, 下面给出关于模型的一些条件矩性质. 为了简便,
记 αt 的期望为 µαt , 方差为 σ2

αt
.

设 {Xt, t = 0, 1, · · · }是由 (2.2)式定义的过程,记 µε为 εt的均值, σ2
ε 为 εt的

方差, 那么有
(1) E (Xt | Xt−1, Zt) = (1− β)αtXt−1 + µε;
(2) E (Xt | Xt−1) = (1− β)µαtXt−1 + µε;
(3) V ar (Xt | Xt−1, Zt) = σ2

ε + αt (1− αt) (1− β)Xt−1;
(4) V ar (Xt | Xt−1) = (1− β)2σ2

αt
X2

t−1 + (1− β)
(
µαt − µ2

αt
− σ2

αt

)
Xt−1 + σ2

ε ,

其中 µε 表示 εt 的均值, σ2
ε 表示 εt 的方差.

崔帅 (2022) 采用条件极大似然估计方法对模型中的未知参数进行了估计,
在下一节将介绍一些常用的参数估计方法.

2.3 参数估计方法介绍

本节简要介绍对模型进行参数估计时所用到的两种方法, 分别为极大似然估
计方法和贝叶斯估计方法.

2.3.1 极大似然估计

记 {x1, x2, · · · , xn} 为来自一时间序列 {Xt, t = 1, 2, · · · , n} 的观测值, θ 为
待估参数, p (x; θ) 为随机变量 X 的概率密度函数. 设 L (θ; x1, x2, · · · , xn) 为样

本的似然函数, 则样本的对数似然函数为:

l (θ; x1, x2, · · · , xn) = ln (L (θ; x1, x2, · · · , xn))

= ln
(

n∏
i=1

p (xi; θ)

)

=
n∑

i=1

(
ln p (xi; θ)

)
,

参数 θ 的极大似然估计 θ̂MLE 为使得对数似然函数 l (θ; x1, x2, · · · , xn) 达到最大

值时对应的参数值, 即

θ̂MLE = arg max l (θ; x1, x2, · · · , xn) .
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极大似然估计方法的思想是在已知样本概率分布形式, 但其中的参数未知的
情况下, 将最可能得到这组样本的参数值作为未知参数的极大似然估计值. 由于
极大似然估计包括了所观测到的样本信息以及与总体相关的分布信息, 所以估计
精度很高, 且估计量也满足一些比较好的性质, 如相合性和渐近正态性, 因而是
一种表现优良的参数估计方法. 但该方法只适合在样本的概率分布形式已知时
使用, 而有时我们无法得知具体的分布形式, 故在实际应用中稍有局限性.

2.3.2 贝叶斯估计

记 {x1, x2, · · · , xn} 为来自一时间序列 {Xt, t = 1, 2, · · · , n} 的观测值, θ 为
待估参数, 设参数 θ 的先验分布为 π (θ), 样本的似然函数为 L (θ; x1, x2, · · · , xn),
利用贝叶斯公式, 将似然函数与先验分布结合, 可以得到参数 θ 的后验分布为:

f (θ | x1, x2, · · · , xn) =
π (θ)L (θ; x1, x2, · · · , xn)∫

θ
π (θ)L (θ; x1, x2, · · · , xn) dθ

.

由韦来生和张伟平 (2021) 可知, 在平方损失 L (θ, a) = (θ − a)2 下, 参数的
贝叶斯估计为其后验分布的期望, 即

θ̂ = E (θ | x1, x2, · · · , xn)

=

∫
θ

θ · f (θ | x1, x2, · · · , xn) dθ,

其中 a = a (x1, x2, · · · , xn) 为决策函数.

在考虑统计推断时, 经典方法仅利用了样本信息和总体信息, 与之不同的是,
贝叶斯方法还考虑了参数的先验信息, 进而得到后验分布. 从贝叶斯学派的观点
看, 一切统计推断都要从后验分布出发, 依据后验分布进行统计推断可以得到更
为合理的结果.
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第 3章 混合概率受协变量驱动的 INAR(1) 模型

本章介绍一类混合概率受协变量驱动的 INAR(1) 模型的定义及统计性质,
并使用条件极大似然估计方法和贝叶斯估计方法对模型参数进行估计.

3.1 模型的定义及性质

为了更好地解释整数值数据背后的产生机制, 学者们越来越关注整数值时
间序列的统计推断和应用. 稀疏参数为常数的整数值自回归模型是分析整数值
数据最简单的模型, 为研究带来了很大的便利, 但是这类模型无法解释稀疏参数
可能会随时间变化这一特性, 因而具有一定的局限性. 考虑到稀疏参数的随机
性, Zheng 等 (2006) 假定稀疏参数为独立同分布的随机变量序列, 建立了一阶
随机系数整数值自回归过程. 然而在实际问题中, 稀疏参数的随机性可能会受到
一些可观测的解释变量的影响, 因而使用独立同分布的随机变量序列解释系数
参数的变化并不准确, 考虑到这一问题, Bakouch 等 (2018) 提出了一种随机系
数 INAR(1) 过程, 其边际分布为零膨胀几何分布. 崔帅 (2022) 在此基础上, 提出
了一阶 q 维协变量驱动的混合随机系数整值自回归过程,该过程在稀疏参数处借
助 Logistic 结构将协变量考虑进来, 受到上述模型的启发, 本文考虑协变量对混
合概率的影响, 借助 Logistic 结构进行建模, 提出一类混合概率受 q 维协变量驱

动的 INAR(1) 模型, 定义如下:

定义 3.1. 设 Zt = (Zt1, Zt2, · · · , Ztq)
T 为平稳的可观测随机变量, 称非负整

值时间序列 {Xt, t = 0, 1, · · · } 为混合概率受 q 维协变量驱动的 INAR(1) 模型,
若它满足如下递归方程:

Xt =

 ϕ ◦Xt−1 + εt, 以概率 pt,

εt, 以概率 1− pt,
(3.1)

其中 pt 满足

ln pt
1− pt

= βTZt = β1Zt1 + β2Zt2 + · · ·+ βqZtq,
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β = (β1, β2, · · · , βq)
T 为协变量系数, 新息序列 {εt} 独立同分布, 且取非负整数

值, {εt} 与 {Xt−s, s = 1, 2, · · · } 和 {Zt, t = 1, 2, · · · } 独立.

通过计算可知:

pt =
exp (β1Zt1 + β2Zt2 + · · ·+ βqZtq)

1 + exp (β1Zt1 + β2Zt2 + · · ·+ βqZtq)
. (3.2)

由模型的定义可知, 在 Xt−1 = i,Zt = zt 的条件下, Xt = j 的条件概率由下

式给出:

pj|i,zt =P (Xt = j|Xt−1 = i,Zt = zt)

= (1− pt)P (εt = j) + ptP (ϕ ◦Xt−1 + εt = j)

= (1− pt)P (εt = j)

+ pt

min{i,j}∑
k=0

 i

k

ϕk (1− ϕ)i−k P (εt = j − k) , (3.3)

其中 pt 满足 (3.2).

为了更好地理解模型的性质, 下列命题计算了该过程的条件矩. 为了方便,
记 pt 的期望为 µpt , 方差为 σ2

pt .

命题 3.1. 设 {Xt} 是由 (3.1) 定义的过程, 则有

(1) E (Xt | Xt−1,Zt) = ϕptXt−1 + µε;
(2) E (Xt | Xt−1) = ϕµptXt−1 + µε;
(3) V ar (Xt | Xt−1,Zt) = ϕ2pt (1− pt)X

2
t−1 + ϕ (1− ϕ) ptXt−1 + σ2

ε ;
(4) V ar (Xt | Xt−1) = ϕ2µpt(1− µpt)X

2
t−1 + ϕ(1− ϕ)µptXt−1 + σ2

ε ,

其中 µε 和 σ2
ε 分别表示 εt 的均值和方差.
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本节介绍了一类混合概率受 q 维协变量驱动的 INAR(1) 模型的定义和基本
性质, 接下来运用条件极大似然估计方法和贝叶斯估计方法研究模型中未知参数
的估计问题, 首先考虑条件极大似然估计.

3.2 条件极大似然估计

记 {x1, x2, · · · , xn} 为来自模型 (3.1) 的一组样本, 下面估计模型中的未知参
数时, 考虑使用条件极大似然估计方法. 由于条件极大似然函数的计算需要已知
样本的边际分布, 但现有的条件无法给出样本边际分布的显式形式, 所以可以考
虑在 X1 = x1 的条件下, 结合新息序列 {εt} 的分布, 计算样本的条件极大似然函
数, 进而求得参数的条件极大似然 (CML) 估计. 下面分别研究新息序列 {εt} 服
从泊松分布和几何分布时未知参数的条件极大似然估计.

3.2.1 泊松新息情形

假设模型 (3.1) 中新息序列 {εt} 服从参数为 λ 的泊松分布 P (λ), 其概率分
布列为:

P (εt = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, · · · ,

记未知参数 ξ = (ϕ, β1, β2, · · · , βq, λ)
T, 为了简便, 令 β = (β1, β2, · · · , βq)

T, 则由
条件概率 (3.3) 式和 pt 的定义 (3.2) 式, 可知参数的条件极大似然函数为:

L1 (ξ) =
n∏

t=2

P (Xt = xt | Xt−1 = xt−1,Zt = zt)

=
n∏

t=2

(1− pt)
λxt

xt!
e−λ + pt

min{xt−1,xt}∑
i=0

 xt−1

i

ϕi (1− ϕ)xt−1−i λxt−i

(xt − i)!
e−λ


=

n∏
t=2

(1− pt) g1 (xt, λ) + pt

min{xt−1,xt}∑
i=0

 xt−1

i

 g2 (xt−1, i, ϕ) g3 (xt, i, λ)

 ,
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其中

g1 (xt, λ) =
λxt

xt!
e−λ,

g2 (xt−1, i, ϕ) = ϕi (1− ϕ)xt−1−i ,

g3 (xt, i, λ) =
λxt−i

(xt − i)!
e−λ.

对条件极大似然函数取对数, 可以得到对数似然函数为:

ℓ1 (ξ) =
n∑

t=2

ln (P (Xt = xt | Xt−1 = xt−1,Zt = zt))

=
n∑

t=2

ln

(1− pt) g1 (xt, λ) + pt

min{xt−1,xt}∑
i=0

 xt−1

i

 g2 (xt−1, i, ϕ) g3 (xt, i, λ)


=

n∑
t=2

ln (M1 (xt−1, xt, ϕ,β, λ, zt)) ,

其中

M1 (xt−1, xt, ϕ,β, λ, zt) = (1− pt) g1 (xt, λ)

+ pt

min{xt−1,xt}∑
i=0

 xt−1

i

 g2 (xt−1, i, ϕ) g3 (xt, i, λ) ,

对数似然函数 ℓ1 (ξ) 关于参数 ϕ, βi, λ 的偏导数
∂ℓ1 (ξ)

∂ϕ
,
∂ℓ1 (ξ)

∂βi

,
∂ℓ1 (ξ)

∂λ
分别为:

∂ℓ1 (ξ)

∂ϕ
=

n∑
t=2

1

M1 (xt−1, xt, ϕ,β, λ, zt)
pt

min{xt−1,xt}∑
i=0

 xt−1

i

 g3 (xt, i, λ)h (xt, i, ϕ) ,

∂ℓ1 (ξ)

∂βi

=
n∑

t=2

1

M1 (xt−1, xt, ϕ,β, λ, zt)
Ztipt (1− pt)

(
g1 (xt, λ)

−
min{xt−1,xt}∑

i=0

 xt−1

i

 g2 (xt−1, i, ϕ) g3 (xt, i, λ)

)
,

∂ℓ1 (ξ)

∂λ
=

n∑
t=2

1

M1 (xt−1, xt, ϕ,β, λ, zt)

(
(1− pt)

(xt

λ
− 1
)
g1 (xt, λ)

+ pt

min{xt−1,xt}∑
i=0

 xt−1

i

 g2 (xt−1, i, ϕ)

(
xt − i

λ
− 1

)
g3 (xt, i, λ)

)
,
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其中 i = 1, 2, · · · , q, 且

h (xt, i, ϕ) = iϕi−1 (1− ϕ)xt−1−i − ϕi (1− ϕ)xt−1−i−1 (xt−1 − i) . (3.4)

令以上的偏导数等于 0, 可得如下方程组:



∂ℓ1 (ξ)

∂ϕ
= 0,

∂ℓ1 (ξ)

∂βi

= 0,

∂ℓ1 (ξ)

∂λ
= 0.

(3.5)

方程组 (3.5) 的解即为参数的条件极大似然估计值, 可记为 ϕ̂1,CML, β̂i1,CML

(i = 1, 2, · · · , q) 和 λ̂1,CML. 显然我们无法得到 ϕ̂1,CML, β̂i1,CML (i = 1, 2, · · · , q)
和 λ̂1,CML 的显式表达式, 在求解方程组时, 可利用 Matlab 软件中的 fsolve 函数
求得数值解.

由于泊松分布具有一个良好的性质, 即该分布的均值和方差相等, 但是新息
序列未必满足这样的特征, 可以考虑新息序列服从其它常见的分布, 如几何分布,
下面研究几何新息情形下未知参数的条件极大似然估计.

3.2.2 几何新息情形

在本节, 假设模型 (3.1) 中新息序列 {εt} 服从几何分布 Ge (λ/ (1 + λ)), 其
概率分布列为:

P (εt = k) =
λk

(1 + λ)k+1
, k = 0, 1, 2, · · · ,
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记未知参数 ξ = (ϕ, β1, β2, · · · , βq, λ)
T, 令 β = (β1, β2, · · · , βq)

T, 同理由条件概
率 (3.3) 式及 pt 的定义式 (3.2) 可得条件极大似然函数为:

L2 (ξ) =
n∏

t=2

P (Xt = xt | Xt−1 = xt−1,Zt = zt)

=
n∏

t=2

(
(1− pt)

λxt

(1 + λ)xt+1

+ pt

min{xt−1,xt}∑
i=0

 xt−1

i

ϕi (1− ϕ)xt−1−i λxt−i

(1 + λ)xt−i+1

)

=
n∏

t=2

(1− pt) g4 (xt, λ) + pt

min{xt−1,xt}∑
i=0

 xt−1

i

 g2 (xt−1, i, ϕ) g5 (xt, i, λ)

 ,

其中

g2 (xt−1, i, ϕ) = ϕi (1− ϕ)xt−1−i ,

g4 (xt, λ) =
λxt

(1 + λ)xt+1
,

g5 (xt, i, λ) =
λxt−i

(1 + λ)xt−i+1
.

进而可以得到对数似然函数为:

ℓ2 (ξ) =
n∑

t=2

ln (P (Xt = xt | Xt−1 = xt−1,Zt = zt))

=
n∑

t=2

ln

(1− pt) g4 (xt, λ) + pt

min{xt−1,xt}∑
i=0

 xt−1

i

 g2 (xt−1, i, ϕ) g5 (xt, i, λ)


=

n∑
t=2

ln (M2 (xt−1, xt, ϕ,β, λ, zt)) ,

其中

M2 (xt−1, xt, ϕ,β, λ, zt) = (1− pt) g4 (xt, λ)

+ pt

min{xt−1,xt}∑
i=0

 xt−1

i

 g2 (xt−1, i, ϕ) g5 (xt, i, λ) ,
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对数似然函数 ℓ2 (ξ) 关于参数 ϕ, βi, λ 的偏导数
∂ℓ2 (ξ)

∂ϕ
,
∂ℓ2 (ξ)

∂βi

,
∂ℓ2 (ξ)

∂λ
分别为:

∂ℓ2(ξ)

∂ϕ
=

n∑
t=2

1

M2 (xt−1, xt, ϕ,β, λ, zt)
pt

min{xt−1,xt}∑
i=0

 xt−1

i

 g5 (xt, i, λ)h (xt, i, ϕ) ,

∂ℓ2(ξ)

∂βi

=
n∑

t=2

1

M2 (xt−1, xt, ϕ,β, λ, zt)
Ztipt (1− pt)

(
g4 (xt, λ)

−
min{xt−1,xt}∑

i=0

 xt−1

i

 g2 (xt−1, i, ϕ) g5 (xt, i, λ)

)
,

∂ℓ2(ξ)

∂λ
=

n∑
t=2

1

M2 (xt−1, xt, ϕ,β, λ, zt)

(
(1− pt)

(
xt − λ

λ (1 + λ)

)
g4 (xt, λ)

+ pt

min{xt−1,xt}∑
i=0

 xt−1

i

(xt − i− λ

λ (1 + λ)

)
g2 (xt−1, i, ϕ) g5 (xt, i, λ)

)
,

其中 i = 1, 2, · · · , q, 且 h (xt, i, ϕ) 由 (3.4) 式定义.
令以上偏导数等于 0, 可得如下方程组:

∂ℓ2 (ξ)

∂ϕ
= 0,

∂ℓ2 (ξ)

∂βi

= 0,

∂ℓ2 (ξ)

∂λ
= 0.

(3.6)

同理,方程组 (3.6)的解就是参数的条件极大似然估计值,记为 ϕ̂2,CML, β̂i2,CML

(i = 1, 2, · · · , q)和 λ̂2,CML. 显然我们同样无法得到 ϕ̂2,CML, β̂i2,CML (i = 1, 2, · · · , q)
和 λ̂2,CML 的显式表达式, 仍可利用 Matlab 软件求得数值解.

3.3 贝叶斯估计

记 {x1, x2, · · · , xn} 为来自模型 (3.1) 的一组样本, 下面通过贝叶斯估计方法
来估计本文所提模型的未知参数. 贝叶斯估计方法充分利用了先验信息, 并结合
似然函数, 将先验信息与样本信息结合, 使统计推断更精确.
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对于过程 (3.1) 中的未知参数, 考虑到参数的取值范围 ϕ ∈ (0, 1), βi ∈
(−∞,+∞) (i = 1, 2, · · · , q), 可假设参数 ϕ 的先验分布为 Beta 分布, 参数 βi 的

先验分布为正态分布, 并设 Beta 分布的参数为 (a, b), 正态分布的参数为 (µ, σ2),
即

ϕ ∼ Beta (a, b) , βi ∼ N
(
µ, σ2

)
,

其中 a > 0, b > 0, µ, σ 为实数, 且 σ > 0. 则参数 ϕ, 参数 βi (i = 1, 2, · · · , q) 的
先验概率密度分别为:

f1 (ϕ) =
Γ (a+ b)

Γ (a) Γ (b)
ϕa−1 (1− ϕ)b−1 , ϕ ∈ (0, 1) ,

fi+1(βi) =
1√
2πσ

exp
(
− (βi − µ)2 /

(
2σ2
))

, βi ∈ (−∞,+∞) .

贝叶斯估计方法需要使用样本的似然函数, 由于 {εt} 分布不同时, 样本的似
然函数表达式不同, 为了与条件极大似然估计作比较, 选用与上一节相同的新息
序列分布, 考虑参数的贝叶斯 (Bayes) 估计. 首先研究新息序列服从泊松分布的
情况, 然后研究新息序列服从几何分布时的情况.

3.3.1 泊松新息情形

当模型 (3.1) 中新息序列 {εt} 服从参数为 λ 的泊松分布 P (λ) 时, 对于未
知参数 λ , 由于 λ ∈ (0,+∞), 在使用贝叶斯估计方法进行参数估计时, 可考虑参
数 λ 的先验分布为 Gamma 分布, 并设 λ ∼ Gamma (c, d), c > 0, d > 0, 故可以
得到参数 λ 的先验概率密度为:

� fq+2 (λ) =
dc

Γ (c)
λc−1 exp (−dλ) , λ ∈ (0,+∞) . (3.7)

记 x = (x1, . . . , xn), 结合 3.2.1 节所给出的似然函数 L1 (ξ) 表达式, 可以得
到参数 ξ = (ϕ, β1, β2, · · · , βq, λ)

T 的联合后验分布为:

p1 (ξ | x) = N1

Q1

,
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