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质点动力学基础方程  



 

10.2

10.1  惯性坐标系定义 

         同一物体，对于不同的坐标系来说，运动情况是不同的。

适用于牛顿定律的坐标系称为惯性坐标系。实践证明，在绝大
多数工程问题中，可取固结于地球的坐标系为惯性坐标系，只
是对于某些必须考虑地球自转的影响问题(如落体对铅球垂线的
偏离等)才选取以地心为原点，而三个坐标轴指向三个恒星的坐

标系为惯性坐标系。在以后的章节中，如果没有特殊说明，所
有运动都是对惯性坐标系而言的。物体在惯性坐标系中的运动
称为绝对运动，我们也习惯地把惯性坐标系称为静坐标系或固
定坐标系。
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10.2    牛 顿 定 律 

         动力学的基本定律是牛顿提出的三个定律，即所谓的牛顿三定律。
         

         第一定律  任何物体，如不受外力作用，将保持静止
或作匀速直线运动的状态。
         第二定律  质点受到外力作用时，所产生的加速度的

大小与力的大小成正比，而与质点的质量成反比，加速度
的方向与力的方向相同。这一定律的数学公式可表示为：
                                          F=ma                                                       

(10.1a)

         其中m为质点的质量，而F=是指作用于质点的所有

力的合力。
         第三定律  即反作用定律，两物体间相互作用的力(作
用力与反作用力)同时存在，大小相等，作用线相同而指

向相反。
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        不受外力作用时，物体将保持静止或匀速直线运动状态的属性称为惯

性。所以第一定律也称为惯性定律，而匀速直线运动也称为惯性运动。由
此可见，假设以相等的力作用于不同的质点，则质量m愈大，它的惯性也

愈大。所以质点的质量是它的惯性的量度。
         在古典力学里，一个物体的质量m被看作是常量，不因为物体的运动

状态不同而改变。但是根据相对论力学，物体的质量将随运动速度而变化，
只有当物体的速度可与光的速度相比时，变化才显著。在古典力学里，由
于所考察的物体的机械运动速度都远小于光速，因而认为物体的质量为常
量已足够精确。
         任一物体的质量m与它的重力P之间存在着如下关系：
                                                                           P=mg 

         其中g是重力加速度。
         显然，质量与重力是两个不同的概念。
         因为第二定律是就一个质点而言的，而理论力学中的问题，大量是关

于质点系的。要使根据第二定律建立起来的质点动力学理论推广应用于质
点系，就必须利用反作用定律。反作用定律对于研究质点系的动力学问题
具有重要的意义。 

10.2    牛 顿 定 律 
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10.3  质点运动微分方程 

        设有一质点M，质量为m，作用于该质点的所有的力的合力为                   ，
如图10.1所示。令质点的加速度为a，则有：
                                                                          ma=F                           (10.1) 

图10.1  作用于质点M的合力F 

         由运动学知，当用质点M 对坐标原点O的矢径r来表明它的位置时，质
点的加速度    a是：

其中v是质点的速度。于是方程可以改写为：

或 (10.2) 
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10.3  质点运动微分方程 

         这就是矢量形式的质点运动微分方程。过原点O取直角坐标系Oxyz，将

方程投影到各坐标轴上，就得到了直角坐标形式的质点运动微分方程：

(10.3) 

其中FX、FY、FZ分别为作用于质点的各力在x、y、z轴上的投影之和。
        如果质点作平面曲线运动，取运动平面为Oxy平面，则方程成为：

(10.4) 

如果质点作直线运动，取x轴沿路径直线，则方程成为： 

(10.5) 
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10.3  质点运动微分方程 

        设已知质点的运动轨迹曲线，以轨迹曲线在质点所在处的切线(指向曲
线正方向)、法线n (指向曲率中心)及垂直于和n的b为自然坐标轴，如图
10.2(a)所示。将方程投影到自然坐标轴上，有 

图10.2  自然坐标与极坐标 

但
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10.3  质点运动微分方程 

而加速度在b方向上的投影                      ，于是 

(10.6) 

这就是自然坐标轴形式的质点运动微分方程。
         当质点作平面曲线运动时，如采用极坐标表示法，如图10.2(b)所示，

则质点的加速度为 

于是将方程两边投影到r0及p0方向，就得到 

        自然，所有的力在垂直于曲线平面方向如z轴上的投影之和必须等于零，

即                      。
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10.4    质点动力学两类问题的应用 

           质点动力学的问题基本可以分为两类：
          (1) 设已知质点的运动规律，需求质点所受的力，则不难用微分方程求

得解答。
          (2) 设已知作用于质点的力，需求质点的运动规律，则归结为求解运动

微分方程。在一般情况下，作用于质点的力可能是时间、质点的位置坐标、
速度的函数。只有当函数关系较简单时，才能求得微分方程的精确解；如果
函数关系复杂，求解将非常困难，有时只能满足于求出近似解。此外，求解
微分方程时将出现积分常数，这些积分常数，须根据质点运动的初始条件和
初始位置坐标来决定，所以对这一类问题，除了作用于质点的力以外，还必
须知道质点运动的初始条件，才能完全确定质点的运动。顺便说明，对受约
束的非自由质点，微分方程中自然也包括质点所受到的约束力，除此之外，
质点的运动还必须满足约束对它施加的限制条件。关于约束力的方向，同静
力学中一样，决定于约束的性质；而约束力的大小则是未知量，应根据质点
的运动来求得。 
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10.4    质点动力学两类问题的应用 

         对于质点系，原则上可以就每个质点写出运动微分方程。但是，由于

各质点的运动以及所受的力都是互相有关联的，就所有各质点写出的不论
什么形式的微分方程，必须是联立微分方程，在大多数情况下，要求得这
些联立微分方程的精确解是非常困难的。因此，对质点系的问题，只有最
简单的情况下才用本节讲述的方法求解，一般则将应用以后各章讲述的定
理求解。 

【例10.1】 质量为M的小球在水平面内运动，如图10.3所示。运动轨迹为

一椭圆，已知其直角坐标系形式的运动方程 

求作用在小球上的力。

图10.3  小球作椭圆运动 
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10.4    质点动力学两类问题的应用 

解：本题为第一类问题，即已知物体的运动，求作用于物体上的力。取小球为
研究对象，进行受力分析。小球所受的力F是未知的，可假设它沿x、y坐标轴
的两个分量为FX和FY。将小球的运动方程对时间t求二阶导数得 

代入直角坐标形式的运动微分方程，有 

求出作用在小球上的力在两个坐标轴上的投影，就能写出力的解析式

其中r为小球所在位置的矢径                                                             ，由此可知，
力F与r共线、反向，其大小正比于r的模。
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10.4    质点动力学两类问题的应用 

【例10.2】 如图10.4(a)所示的摆动输送机，由曲柄带动货架AB输送木箱M

，两曲柄等长，即O1A=O2B=L=1.5m，且O1O2=AB，设在θ=45°处由静止
开始启动，已知曲柄O1A的初角加速度5rad/s，如启动瞬时木箱不产生滑动，

求木箱与货架之间的静滑动摩擦系数最小值。 

图10.4  摆动输送机

解：该问题的性质也是已知运动求力，属于第一类问题。取木箱为研究对象，
作用在木箱上的力有重力W，摩擦力F，法向约束反力FN，受力图如图10.4(b)

所示，因为O1A=O2B、O1O2=AB，所以AB杆作曲线平动，木箱相对货架无滑
动，木箱的加速度应与点A的加速度相同。在启动瞬时，货架上各点速度为零但

加速度不等于零，有 
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10.4    质点动力学两类问题的应用 

直角坐标形式的质点运动微分方程可写为 

根据静滑动摩擦力的性质，有
                                                             F ≤ 

解以上方程组，可得                            ≥ 

为保证木箱不滑动，所需最小净滑动摩擦系数为：
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10.4    质点动力学两类问题的应用 

【例10.3】 地球表面以初速度v0垂直向上发射一质量为m的物体，地球对物体

的引力与物体到地心距离的平方成反比，与地球和物体的质量成正比，不计空
气阻力与地球自转作用的影响，求该物体在地球引力作用下的运动速度。

解：本题为已知力求运动，属于第二类问题。取物体为研究对象，物体只受
地球引力作用，大小为：

        其中G0为万有引力常数，r为物体到地球的中心的距离，m为物体的质量，
M 为地球的质量。当物体在地球表面时，r=R,F=mg，代入上式，有

于是万有引力公式变为  

设以地球的中心为坐标原点，坐标铅直向上，如图10.5所示。应用质点运动

微分方程的投影形式，有  
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