
【拔尖特训】2022-2023 学年八年级数学下册尖子生培优必刷题【北师大版】

专题 6.5 平行四边形的性质与判定大题专练（重难点培优 30 题）

班级：___________________   姓名：_________________   得分：_______________
注意事项：

本试卷试题解答 30 道，共分成三个层组：基础过关题（第 1-10 题）、能力提升题（第 11-20 题）、培优压轴

题（第 21-30 题），每个题组各 10 题，可以灵活选用．答卷前，考生务必用 0.5 毫米黑色签字笔将自己的姓

名、班级等信息填写在试卷规定的位置． 
一、解答题

1．（2022 秋·四川自贡·八年级统考期中）已知：如图，四边形𝐴𝐵𝐶𝐷中，𝐴𝐵∥𝐶𝐷，𝐴𝐵 = 𝐶𝐷．

(1)求证：𝐴𝐷 = 𝐵𝐶

(2)𝐴𝐷与𝐵𝐶的位置关系为：               

【答案】(1)见解析

(2)𝐴𝐷∥𝐵𝐶

【分析】（1）如图：连接𝐴𝐶，由𝐴𝐵∥𝐶𝐷可得∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐴𝐶𝐷，然后再证明 △ 𝐴𝐵𝐶≅ △ 𝐶𝐷𝐴，最后根据全等三

角形的性质即可解答；

（2）先证明四边形𝐴𝐵𝐶𝐷是平行四边形，然后根据平行四边形的性质即可解答．

【详解】（1）证明：如图：连接𝐴𝐶 

∵𝐴𝐵∥𝐶𝐷

∴∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐴𝐶𝐷

在 △ 𝐴𝐵𝐶和 △ 𝐶𝐷𝐴中

𝐴𝐵 = 𝐶𝐷、∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐴𝐶𝐷、𝐴𝐶 = 𝐶𝐴

∴ △ 𝐴𝐵𝐶≅ △ 𝐶𝐷𝐴（SAS）

∴𝐴𝐷 = 𝐵𝐶．

（2）解：𝐴𝐷∥𝐵𝐶，理由如下：



∵𝐴𝐵∥𝐶𝐷、𝐴𝐵 = 𝐶𝐷

∴四边形𝐴𝐵𝐶𝐷是平行四边形

∴𝐴𝐷∥𝐵𝐶．

【点睛】本题主要考查了全等三角形的判定与性质、平行四边形的判定与性质等知识点，掌握相关判定与

性质定理成为解答本题的关键．

2．（2022 春·吉林·八年级统考期末）在▱𝐴𝐵𝐶𝐷中，对角线 AC 和 BD 交于点 O．AC=8，BD=14．

(1)若 AD=9，则△OAD 的周长为_________．

(2)若 AB=6，求△OCD 的周长．

【答案】(1)20

(2)17

【分析】（1）根据平行四边形对角线互相平分的性质可求 AO 和 DO 的长度，即可求出△OAD 的周长；

（2）根据平行四边形对角线互相平分和对边相等的性质即可解答．

（1）

∵四边形 ABCD 为平行四边形；

∴AO=1
2𝐴𝐶=4，BO=1

2𝐵𝐷=7；

∴△OAD 的周长=AO+B0+AB=4+7+9=20，

故答案为：20；

（2）

在▱𝐴𝐵𝐶𝐷中， 

𝑂𝐶 = 1
2𝐴𝐶 = 1

2 × 8 = 4，

𝑂𝐷 = 1
2𝐵𝐷 = 1

2 × 14 = 7，

𝐶𝐷 = 𝐴𝐵 = 6．                        

∴△OCD 的周长=OC+OD+CD=4+7+6=17．

【点睛】本题主要考查了平行四边形的性质，熟练地掌握平行四边形对角线互相平分以及平行四边形对边



相等的性质是解题的关键．

3．（2022 春·八年级课时练习）如图，在平行四边形 ABCD 中，点 G，H 分别是 AB，CD 的中点，点 E、F

在对角线 AC 上，且 AE＝CF．求证：四边形 EGFH 是平行四边形．

【答案】见解析

【分析】根据平行四边形的性质得到 AB//CD，AB= CD，根据平行线的性质得到∠GAE=∠HCF，得

△AGE≌△CHF（SAS），根据全等三角形的性质得到 GE= HF，∠AEG =∠CFH，根据平行四边形的判定定理

即可得到结论．

【详解】证明：∵四边形 ABCD 是平行四边形，

∴AB//CD，AB＝CD，

∴∠GAE＝∠HCF，

∵点 G，H 分别是 AB，CD 的中点，

∴AG＝CH，

在△AGE 和△CHF 中，

𝐴𝐺 = 𝐶𝐻
∠𝐺𝐴𝐸 = ∠𝐻𝐶𝐹

𝐴𝐸 = 𝐶𝐹

 

 ，

∴△AGE≌△CHF（SAS），

∴GE＝HF，∠AEG＝∠CFH，  

∴∠GEF＝∠HFE，

∴GE//HF，

又∵GE＝HF，

∴四边形 EGFH 是平行四边形

【点睛】本题考查了平行四边形的判定与性质、全等三角形的判定与性质，熟练掌握平行四边形判定与的

性质是解题的关键．

4．（2022 春·广东汕头·八年级统考期末）如图，在平行四边形 ABCD 中，点 E、F 分别在 BC、AD 上，且

BE=DF．请判断 AE 与 CF 的数量关系，并说明理由．



【答案】AE=CF，理由见解析

【分析】证明四边形 AECF 是平行四边形，则可知线段 AE 与线段 CF 有怎样的数量关系．

【详解】解：AE=CF，AE∥CF．理由如下：

在平行四边形 ABCD 中，AD∥BC，AD=BC．

∵BE=DF，

∴CE=AF，

∴四边形 AECF 是平行四边形．

∴AE=CF．

【点睛】本题考查了平行四边形的判定与性质，熟练掌握性质定理和判定定理是解题的关键．

5．（2022 春·辽宁沈阳·八年级沈阳市第一二六中学校考期中）如图，已知四边形 ABCD 是平行四边形，

BE⊥AC， DF⊥AC，求证：AE＝CF．

【答案】见解析

【分析】可证明 △ ABE≌ △ CDF，即可得到结论．

【详解】证明：∵四边形 ABCD 是平行四边形

∴AB=CD，AB∥CD

∴∠BAC=∠DCA

∵BE ⊥ AC 于 E，DF ⊥ AC 于 F

∴∠AEB=∠DFC=90°

在 △ ABE 和 △ CDF 中 ，

∠𝐵𝐴𝐸 = ∠𝐷𝐶𝐹
∠𝐴𝐸𝐵 = ∠𝐶𝐹𝐷

𝐴𝐵 = 𝐶𝐷

 

 

∴ △ ABE≌ △ CDF（AAS）



∴AE=CF

【点睛】此题考查平行四边形的性质和全等三角形的判定及性质，掌握平行四边形的性质和全等三角形的

判定是解决问题的关键．

（2022 春·湖北十堰·八年级校联考阶段练习）6．已知：如图，在▱𝐴𝐵𝐶𝐷中，E，F 是对角线 BD 上的两点，

连接 AE，AF，CE，CF，已知___．（填序号）．

(1)在①𝐵𝐸 = 𝐷𝐹，②𝐴𝐸∥𝐶𝐹中任选一个作为条件补充在横线上，并完成证明过程．

(2)求证：四边形 AECF 为平行四边形．

【答案】(1)选①或选②

(2)见详解

【分析】（1）选择一个添加即可；

（2）若选①BE＝DF，证明△ABE≌△CDF 即可；

若选②AE∥CF，先证△ABE≌△CDF（AAS），得 AE＝CF，再由 AE∥CF，即可得出四边行 AECF 是平行

四边形；．

（1）

解：选①或选②，证明过程如下；

（2）

选①证明：∵四边形 ABCD 是平行四边形，

∴AB＝CD，AB∥CD，

∴∠ABE＝∠CDF，

∵BE＝DF，

∴△ABE≌△CDF，

∴AE＝CF，∠AEB＝∠CFD，

∴∠AEF＝CFE，



∴AE∥CF，

∴四边形 AECF 是平行四边形 

选②证明：∵四边形 ABCD 是平行四边形，

∴AB∥CD，AB＝CD，

∴∠ABE＝∠CDF，

∵AE∥CF，

∴∠AEF＝∠CFE，

∴∠AEB＝∠CFD，

在△ABE 和△CDF 中，

∠𝐴𝐵𝐸 = ∠𝐶𝐷𝐹
∠𝐴𝐸𝐵 = ∠𝐶𝐹𝐷

𝐴𝐵 = 𝐶𝐷

 

，

∴△ABE≌△CDF（AAS），

∴AE＝CF，

又∵AE∥CF，

∴四边形 AECF 是平行四边形；

【点睛】本题考查了平行四边形的判定与性质；熟练掌握平行四边形的判定与性质，证明三角形全等是解

题的关键．

7．（2022 秋·广东广州·八年级统考期末）如图，在四边形𝐴𝐵𝐶𝐷中，点𝐺是𝐷𝐴延长线上一点，过点𝐺的直线

分别交𝐵𝐴，𝐵𝐷，𝐶𝐷交于点𝐸，𝑂，𝐹，交𝐵𝐶的延长线于点𝐻，且∠1 = ∠2，∠3=∠4．

(1)若∠𝐴𝐵𝐷 = ∠𝐴𝐷𝐵，求证：𝐵𝐷平分∠𝐴𝐵𝐶；

(2)若𝐷𝐺 = 𝐵𝐻，在不添加任何辅助线的条件下，你能找出图中有几对三角形全等，分别是哪些？请写出其

中一对三角形全等的理由．

【答案】(1)见解析

(2)图中有4对三角形全等，分别为 △ 𝐴𝐵𝐷≌ △ 𝐶𝐷𝐵， △ 𝐴𝐸𝐺≌ △ 𝐶𝐹𝐻， △ 𝐷𝑂𝐺≌ △ 𝐵𝑂𝐻， △ 𝐵𝑂𝐸≌ △ 𝐷𝑂𝐹，

理由见解析



【分析】（1）根据∠1 = ∠2，可得∠𝐸𝐴𝐺 = ∠𝐹𝐶𝐻，再由∠3=∠4，可得∠𝐴𝐸𝐺 = ∠𝐶𝐹𝐻，𝐴𝐵∥𝐶𝐷，再由三角形

内角和定理可得∠𝐺 = ∠𝐻，从而得到𝐴𝐷∥𝐵𝐶，进而得到∠𝐴𝐷𝐵 = ∠𝐶𝐵𝐷，再由∠𝐴𝐵𝐷 = ∠𝐴𝐷𝐵，即可；

（2）先证明四边形𝐴𝐵𝐶𝐷是平行四边形，可得𝐴𝐷 = 𝐵𝐶,𝐴𝐵 = 𝐶𝐷，可证得 △ 𝐴𝐵𝐷≌ △ 𝐶𝐷𝐵；再由𝐷𝐺 = 𝐵𝐻，

可得𝐴𝐺 = 𝐶𝐻，可证得 △ 𝐴𝐸𝐺≌ △ 𝐶𝐹𝐻；再证得 △ 𝐷𝑂𝐺≌ △ 𝐵𝑂𝐻，可得𝑂𝐵 = 𝑂𝐷，可证得 △ 𝐵𝑂𝐸≌ △ 𝐷𝑂𝐹，

即可．

【详解】（1）证明：∵∠1 = ∠2，∠1 + ∠𝐸𝐴𝐺 = 180°,∠2 + ∠𝐹𝐶𝐻 = 180°，

∴∠𝐸𝐴𝐺 = ∠𝐹𝐶𝐻，

∵∠3=∠4，

∴∠𝐴𝐸𝐺 = ∠𝐶𝐹𝐻，𝐴𝐵∥𝐶𝐷，

∵∠𝐸𝐴𝐺 +∠𝐴𝐸𝐺 +∠𝐺 = 180°,∠𝐶𝐹𝐻 +∠𝐹𝐶𝐻 +∠𝐻 = 180°，

∴∠𝐺 = ∠𝐻，

∴𝐴𝐷∥𝐵𝐶，

∴∠𝐴𝐷𝐵 = ∠𝐶𝐵𝐷，

∵∠𝐴𝐵𝐷 = ∠𝐴𝐷𝐵，

∴∠𝐴𝐵𝐷 = ∠𝐶𝐵𝐷，即𝐵𝐷平分∠𝐴𝐵𝐶；

（2）解：图中有 4 对三角形全等，分别为 △ 𝐴𝐵𝐷≌ △ 𝐶𝐷𝐵， △ 𝐴𝐸𝐺≌ △ 𝐶𝐹𝐻， △ 𝐷𝑂𝐺≌ △ 𝐵𝑂𝐻， △ 𝐵𝑂𝐸

≌ △ 𝐷𝑂𝐹，理由如下：

∵𝐴𝐷∥𝐵𝐶，𝐴𝐵∥𝐶𝐷，

∴四边形𝐴𝐵𝐶𝐷是平行四边形，

∴𝐴𝐷 = 𝐵𝐶,𝐴𝐵 = 𝐶𝐷，

∵𝐵𝐷 = 𝐷𝐵， 

∴ △ 𝐴𝐵𝐷≌ △ 𝐶𝐷𝐵；

∵𝐷𝐺 = 𝐵𝐻，

∴𝐴𝐺 = 𝐶𝐻，

∵∠𝐺 = ∠𝐻，∠𝐴𝐸𝐺 = ∠𝐶𝐹𝐻，

∴ △ 𝐴𝐸𝐺≌ △ 𝐶𝐹𝐻；

∵∠𝐺 = ∠𝐻，𝐷𝐺 = 𝐵𝐻，∠𝐴𝐷𝐵 = ∠𝐶𝐵𝐷，

∴ △ 𝐷𝑂𝐺≌ △ 𝐵𝑂𝐻，

∴𝑂𝐵 = 𝑂𝐷，



∵𝐴𝐵∥𝐶𝐷，

∴∠𝐴𝐵𝐷 = ∠𝐶𝐷𝐵，

∵∠𝐵𝑂𝐸 = ∠𝐷𝑂𝐹，

∴ △ 𝐵𝑂𝐸≌ △ 𝐷𝑂𝐹；

综上所述，图中有 4 对三角形全等，分别为 △ 𝐴𝐵𝐷≌ △ 𝐶𝐷𝐵， △ 𝐴𝐸𝐺≌ △ 𝐶𝐹𝐻， △ 𝐷𝑂𝐺≌ △ 𝐵𝑂𝐻， △ 𝐵𝑂𝐸

≌ △ 𝐷𝑂𝐹．

【点睛】本题主要考查了全等三角形的判定和性质，平行四边形的判定和性质，平行线的判定和性质，熟

练掌握全等三角形的判定和性质，平行四边形的判定和性质，平行线的判定和性质是解题的关键．

8．（2022 秋·山东东营·八年级东营市东营区实验中学校考期末）如图，在四边形𝐴𝐵𝐶𝐷中，𝐴𝐷∥𝐵𝐶，∠𝐵

= 90°，𝐴𝐵 = 8cm，𝐴𝐷 = 12cm，𝐵𝐶 = 18cm，点 P 从点 A 出发以2cm/s的速度沿 A→D→C 运动，点 P 从

点 A 出发的同时点 Q 从点 C 出发，以1cm/s的速度向点 B 运动，当点 P 到达点 C 时，点 Q 也停止运动．设

点 P，Q 运动的时间为𝑡s．

(1)从运动开始，当 t 取何值时，四边形𝑃𝑄𝐶𝐷是平行四边形？

(2)在运动过程中，是否存在以𝐶𝐷为腰的等腰三角形𝐷𝑄𝐶？若存在，求出时间 t 的值；若不存在，说明理

由．

【答案】(1)𝑡 = 4

(2)𝑡 = 10

【分析】（1）首先判定当𝑃𝑄 ∥ 𝐶𝐷时，四边形𝑃𝑄𝐶𝐷是平行四边形，然后利用其性质𝑃𝐷 = 𝑄𝐶，构建方程，即

可得解；

（2）根据题意分𝐶𝐷 = 𝑄1𝐶和𝐶𝐷 = 𝑄2𝐷两种情况讨论，分别根据等腰三角形的性质求解即可．

【详解】（1）当𝑃𝑄 ∥ 𝐶𝐷时，四边形 PDCQ 是平行四边形，

此时𝑃𝐷 = 𝑄𝐶，𝑃𝐷 = 12 ― 2𝑡,𝑄𝐶 = 𝑡

∴12 ― 2𝑡 = 𝑡，

∴𝑡 = 4，

∴当𝑡 = 4时，四边形𝑃𝑄𝐶𝐷是平行四边形．



（2）如图所示，作𝐷𝐸 ⊥ 𝐵𝐶交𝐵𝐶于点 E，

∵𝐴𝐷∥𝐵𝐶

∴∠𝐴 = ∠𝐵 = 90°

∴四边形𝐴𝐵𝐸𝐷是矩形

∴𝐷𝐸 = 𝐴𝐵 = 8，𝐵𝐸 = 𝐴𝐷 = 12

∴𝐶𝐸 = 𝐵𝐶 ― 𝐵𝐸 = 6

∴在Rt △ 𝐷𝐸𝐶中，𝐷𝐶 = 𝐷𝐸2 + 𝐶𝐸2 = 10，

∴如图所示，当𝐶𝐷 = 𝑄1𝐶时，

∴𝑡 = 10；

当𝐶𝐷 = 𝑄2𝐷时，

∵𝐷𝐸 ⊥ 𝐵𝐶

∴𝑄2𝐸 = 𝐶𝐸 = 6

∴𝑄2𝐶 = 2𝐶𝐸 = 12，

∵𝐴𝐷 + 𝐶𝐷 = 22，点 P 从点 A 出发以2cm/s的速度沿 A→D→C 运动，

∴当点 P 倒点 C 停止运动时，𝑡 = 22 ÷ 2 = 11，

∵当点 P 到达点 C 时，点 Q 也停止运动，

∴点 Q 运动的时间最多为 11 秒，

∵12>11，

∴𝑡 = 12应舍去，

综上所述，当𝑡 = 10时， △ 𝐷𝑄𝐶是以𝐶𝐷为腰的等腰三角形．

【点睛】此题主要考查动点问题，平行四边形的判定，一元一次方程，等腰三角形的性质等知识，解题的

关键是根据题意列出方程求解．

9．（2023 秋·山东烟台·八年级统考期末）如图，四边形𝐴𝐵𝐶𝐷为平行四边形，𝐸为𝐴𝐷上的一点，连接𝐸𝐵并延

长，使𝐵𝐹 = 𝐵𝐸，连接𝐸𝐶并延长，使𝐶𝐺 = 𝐶𝐸，连接𝐹𝐺．𝐻为𝐹𝐺的中点，连接𝐷𝐻．



(1)求证：四边形𝐴𝐹𝐻𝐷为平行四边形；

(2)若𝐶𝐵 = 𝐶𝐸，∠𝐵𝐴𝐸 = 80°，∠𝐷𝐶𝐸 = 30°，求∠𝐶𝐵𝐸的度数．

【答案】(1)见解析

(2)65°

【分析】（1）根据平行四边的性质得出𝐴𝐷 = 𝐵𝐶，𝐴𝐷∥𝐵𝐶，根据𝐵𝐹 = 𝐵𝐸，𝐶𝐺 = 𝐶𝐸，可得𝐵𝐶是 △ 𝐸𝐹𝐺的中

位线，等量代换得出𝐵𝐶 = 𝐹𝐻，可得𝐴𝐷 = 𝐹𝐻，即可得证；

（2）根据平行四边形的性质得出∠𝐵𝐴𝐸 = ∠𝐵𝐶𝐷 = 80°，求得∠𝐵𝐶𝐸 = ∠𝐵𝐶𝐷 ― ∠𝐸𝐶𝐷，根据𝐶𝐵 = 𝐶𝐸，由等

边对等角即可求解．

【详解】（1）解：证明： ∵ 四边形𝐴𝐵𝐶𝐷是平行四边形，

∴ 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶，𝐴𝐷∥𝐵𝐶，

∵ 𝐵𝐹 = 𝐵𝐸，𝐶𝐺 = 𝐶𝐸，

∴ 𝐵𝐶是 △ 𝐸𝐹𝐺的中位线，

∴ 𝐵𝐶∥𝐹𝐺，𝐵𝐶 = 1
2𝐹𝐺， 

∵ 𝐻为𝐹𝐺的中点，

∴ 𝐹𝐻 = 1
2𝐹𝐺，  

∴ 𝐴𝐷∥𝐹𝐻，𝐵𝐶 = 𝐹𝐻，

∴ 𝐴𝐷 = 𝐹𝐻，

∴ 四边形𝐴𝐹𝐻𝐷是平行四边形；

（2）解： ∵ 四边形𝐴𝐵𝐶𝐷是平行四边形，

∴ ∠𝐵𝐴𝐸 = ∠𝐵𝐶𝐷 = 80°，

∵ ∠𝐷𝐶𝐸 = 30°，

∴ ∠𝐵𝐶𝐸 = ∠𝐵𝐶𝐷 ― ∠𝐸𝐶𝐷 = 80° ― 30° = 50°，

∵ 𝐶𝐵 = 𝐶𝐸，  

∴ ∠𝐶𝐵𝐸 = ∠𝐶𝐸𝐵 = 1
2(180° ― 50°) = 65°．



【点睛】本题考查了平行四边形的性质与判定，中位线的性质与判定，掌握平行四边形的性质与判定是解

题的关键．

10．（2021 春·江苏徐州·八年级校考阶段练习）已知：如图，在四边形𝐴𝐵𝐶𝐷中，𝐷𝐸，𝐵𝐹分别是∠𝐴𝐷𝐶和∠𝐴𝐵𝐶

的角平分线，交𝐴𝐵，𝐶𝐷于点 E，F 连接𝐵𝐷，𝐸𝐹．

(1)求证：𝐵𝐷,𝐸𝐹互相平分；

(2)若∠𝐴 = 60°,𝐴𝐸 = 2𝐸𝐵,𝐴𝐷 = 4，求四边形𝐷𝐸𝐵𝐹的周长和面积．

【答案】(1)见解析

(2)四边形𝐷𝐸𝐵𝐹的周长为 12，四边形𝐷𝐸𝐵𝐹的面积为4 3

【分析】（1）证明𝐵𝐷,𝐸𝐹互相平分，只要证𝐷𝐸𝐵𝐹是平行四边形，利用两组对边分别平行来证明．

（2）首先证明出 △ 𝐴𝐷𝐸是等边三角形，然后根据平行四边形的周长公式求解，过 D 点作𝐷𝐺 ⊥ 𝐴𝐵于点 G，

根据勾股定理求出𝐷𝐺 = 2 3，然后利用平行四边形的面积公式求解即可．

【详解】（1）解：∵四边形𝐴𝐵𝐶𝐷是平行四边形

∴𝐶𝐷 ∥ 𝐴𝐵，𝐶𝐷 = 𝐴𝐵，𝐴𝐷 = 𝐵𝐶

∵𝐷𝐸、𝐵𝐹分别是∠𝐴𝐷𝐶和∠𝐴𝐵𝐶的角平分线

∴∠𝐴𝐷𝐸 = ∠𝐶𝐷𝐸，∠𝐶𝐵𝐹 = ∠𝐴𝐵𝐹

∵𝐶𝐷∥𝐴𝐵，

∴∠𝐴𝐸𝐷 = ∠𝐶𝐷𝐸，∠𝐶𝐹𝐵 = ∠𝐴𝐵𝐹

∴∠𝐴𝐸𝐷 = ∠𝐴𝐷𝐸，∠𝐶𝐹𝐵 = ∠𝐶𝐵𝐹

∴𝐴𝐸 = 𝐴𝐷，𝐶𝐹 = 𝐶𝐵，

∴𝐴𝐸 = 𝐶𝐹，

∴𝐴𝐵 ― 𝐴𝐸 = 𝐶𝐷 ― 𝐶𝐹即𝐵𝐸 = 𝐷𝐹

∵𝐷𝐹 ∥ 𝐵𝐸，

∴四边形𝐷𝐸𝐵𝐹是平行四边形，

∴𝐵𝐷,𝐸𝐹互相平分；

（2）∵∠𝐴 = 60°，𝐴𝐸 = 𝐴𝐷，



∴ △ 𝐴𝐷𝐸是等边三角形

∵𝐴𝐷 = 4，

∴𝐷𝐸 = 𝐴𝐸 = 4，

∵𝐴𝐸 = 2𝐸𝐵，

∴𝐵𝐸 = 2

∴四边形𝐷𝐸𝐵𝐹的周长 = 2(𝐵𝐸 + 𝐷𝐸) = 2(4 + 2) = 12；

过 D 点作𝐷𝐺 ⊥ 𝐴𝐵于点 G，

在Rt △ 𝐴𝐷𝐺中，𝐴𝐷 = 4，∠𝐴 = 60°，

∴∠𝐴𝐷𝐺 = 30°，

∴𝐴𝐺 = 1
2𝐴𝐷 = 2，

∴𝐷𝐺 = 𝐴𝐷2 ― 𝐴𝐺2 = 2 3，

∴四边形𝐷𝐸𝐵𝐹的面积 = 𝐵𝐸 × 𝐷𝐺 = 2 × 2 3 = 4 3．

【点睛】此题主要考查了平行四边形的性质与判定，勾股定理，在应用判定定理判定平行四边形时，应仔

细观察题目所给的条件，仔细选择适合于题目的判定方法进行解答，避免混用判定方法．

11．（2021 春·宁夏中卫·八年级校考期末）如图，在 △ 𝐴𝐵𝐶中，E，F 分别是边𝐴𝐵,𝐴𝐶的中点，G 是𝐶𝐹的中

点，连接𝐸𝐺并延长，交𝐵𝐶的延长线于点 D，求证：𝐵𝐶 = 2𝐶𝐷．

【答案】见解析

【分析】根据三角形中位线定理可得𝐸𝐹∥𝐵𝐶，𝐵𝐶 = 2𝐸𝐹，从而得到∠𝐷𝐶𝐺 = ∠𝐸𝐹𝐺，再证明 △ 𝐺𝐶𝐷≌ △

𝐺𝐹𝐸，即可求证．

【详解】证明：∵E，F 分别是边𝐴𝐵,𝐴𝐶的中点，

∴𝐸𝐹是 △ 𝐴𝐵𝐶的中位线．



∴𝐸𝐹∥𝐵𝐶，𝐵𝐶 = 2𝐸𝐹，

∴∠𝐷𝐶𝐺 = ∠𝐸𝐹𝐺．

∵G 是𝐶𝐹的中点，

∴𝐺𝐶 = 𝐺𝐹，

在 △ 𝐺𝐶𝐷和 △ 𝐺𝐹𝐸中，

∠𝐷𝐶𝐺 = ∠𝐸𝐹𝐺
𝐺𝐶 = 𝐺𝐹

∠𝐶𝐺𝐷 = ∠𝐹𝐺𝐸

 

，

∴ △ 𝐺𝐶𝐷≌ △ 𝐺𝐹𝐸(ASA)，

∴𝐸𝐹 = 𝐶𝐷，

∴𝐵𝐶 = 2𝐶𝐷．

【点睛】本题主要考查了三角形中位线定理，全等三角形的判定和性质，熟练掌握三角形中位线定理，全

等三角形的判定和性质是解题的关键．

12．（2022 春·黑龙江哈尔滨·八年级哈尔滨市第四十七中学校考阶段练习）在 △ 𝐴𝐵𝐶中，𝐴𝐷 ⊥ 𝐵𝐶，垂足为

点𝐷，点𝐸是𝐴𝐵边的中点，𝐷𝐺 ∥ 𝐴𝐵，𝐸𝐺交𝐴𝐷于点𝐹，𝐸𝐹 = 𝐹𝐺，连接𝐷𝐺．

(1)如图 1，求证：四边形𝐵𝐸𝐺𝐷是平行四边形；

(2)如图 2，连接𝐷𝐸、𝐵𝐹、𝐶𝐺，若𝐴𝐶 = 𝐵𝐹，𝐶𝐷 = 𝐷𝐹，在不添加任何辅助线的情况下，请直接写出图 2 中

长度为𝐶𝐺的 2 倍的线段．

【答案】(1)见解析；

(2)图 2 中长度为𝐶𝐺的 2 倍的线段是𝐵𝐷、𝐸𝐺、𝐴𝐷．

【分析】（1）证明𝐸𝐹是 △ 𝐴𝐵𝐷的中位线，由三角形中位线定理得出𝐵𝐷 = 2𝐸𝐹，证出𝐵𝐷 = 𝐸𝐺，得出四边形

𝐵𝐸𝐺𝐷是平行四边形；

（2）由 HL 证明Rt △ 𝐵𝐷𝐹和Rt △ 𝐴𝐷𝐶，得出𝐵𝐷 = 𝐴𝐷，𝐶𝐷 = 𝐷𝐹 = 1
2𝐴𝐷，𝐵𝐷 = 𝐸𝐺 = 2𝐹𝐺，得出𝐶𝐷 = 𝐹𝐺，



证出四边形𝐶𝐷𝐹𝐺是平行四边形，因此𝐶𝐺 = 𝐷𝐹 = 1
2𝐴𝐷，即可得出结论．

【详解】（1）证明：∵𝐷𝐺 ∥ 𝐴𝐵，

∴∠𝐸𝐴𝐹 = ∠𝐺𝐷𝐹，

在 △ 𝐸𝐴𝐹与 △ 𝐺𝐷𝐹中，

∠𝐸𝐴𝐹 = ∠𝐺𝐷𝐹
∠𝐴𝐹𝐸 = ∠𝐷𝐹𝐺

𝐸𝐹 = 𝐹𝐺

 

，

∴ △ 𝐸𝐴𝐹≌ △ 𝐺𝐷𝐹，

∴𝐴𝐹 = 𝐷𝐹

∴𝐹是𝐴𝐷的中点，

∵点𝐸是𝐴𝐵边的中点，

∴𝐸𝐹是 △ 𝐴𝐵𝐷的中位线，

∴𝐵𝐷 = 2𝐸𝐹，𝐵𝐷 ∥ 𝐸𝐺

∵𝐸𝐹 = 𝐹𝐺，

∴𝐵𝐷 = 𝐸𝐺，

∴四边形𝐵𝐸𝐺𝐷是平行四边形；

（2）解：𝐵𝐷 = 𝐸𝐺 = 𝐴𝐷 = 2𝐶𝐺；理由如下：

∵𝐴𝐷 ⊥ 𝐵𝐶，

∴∠𝐵𝐷𝐹 = ∠𝐴𝐷𝐶 = 90°，

在Rt △ 𝐵𝐷𝐹和Rt △ 𝐴𝐷𝐶中，
𝐵𝐹 = 𝐴𝐶
𝐷𝐹 = 𝐶𝐷

 

∴Rt △ 𝐵𝐷𝐹≌Rt △ 𝐴𝐷𝐶（HL），

∴𝐵𝐷 = 𝐴𝐷，

∵𝐶𝐷 = 𝐷𝐹 = 1
2𝐴𝐷，𝐵𝐷 = 𝐸𝐺 = 2𝐹𝐺，

∴𝐶𝐷 = 𝐹𝐺，

又∵𝐹𝐺 ∥ 𝐶𝐷，

∴四边形𝐶𝐷𝐹𝐺是平行四边形，

∴𝐶𝐺 = 𝐷𝐹 = 1
2𝐴𝐷，

∴𝐵𝐷 = 𝐸𝐺 = 𝐴𝐷 = 2𝐶𝐺，

即图 2 中长度为𝐶𝐺的 2 倍的线段是𝐵𝐷、𝐸𝐺、𝐴𝐷．



【点睛】本题考查了平行四边形的判定与性质、全等三角形的判定与性质、三角形中位线定理；熟练掌握

平行四边形的判定与性质，证明三角形全等是解决问题（2）的关键．

13．（2022 秋·浙江绍兴·八年级校联考期中）如图， △ 𝐴𝐵𝐶中，𝐵𝐴 = 𝐵𝐶，𝐶𝑂 ⊥ 𝐴𝐵于点𝑂，𝐴𝑂 = 2，𝐵𝑂

= 3．

(1)求𝐵𝐶，𝐴𝐶的长；

(2)若点𝐷是射线𝑂𝐵上的一个动点，作𝐷𝐸 ⊥ 𝐴𝐶于点𝐸，连接𝑂𝐸．当点𝐷在线段𝑂𝐵上时，若 △ 𝐴𝑂𝐸是以𝐴𝑂为

腰的等腰三角形，请求出所有符合条件的𝑂𝐷的长．

【答案】(1)5，2 5

(2)2 或2 5 ― 2

【分析】（1）根据𝐵𝐴 = 𝐵𝐶可得𝐵𝐶的长，分别根据勾股定理可得𝑂𝐶和𝐴𝐶的长；

（2）分两种情况：𝐴𝑂 = 𝑂𝐸和𝐴𝑂 = 𝐴𝐸时，分别画图，根据三角形的中位线定理和证明三角形全等可解决

问题．

【详解】（1）解： ∵ 𝐴𝑂 = 2，𝐵𝑂 = 3，

∴ 𝐴𝐵 = 5，

∵ 𝐵𝐴 = 𝐵𝐶，

∴ 𝐵𝐶 = 5，

∵ 𝐶𝑂 ⊥ 𝐴𝐵，

∴ ∠𝐴𝑂𝐶 = ∠𝐵𝑂𝐶 = 90°，

由勾股定理得：𝐶𝑂 = 𝐵𝐶2 ― 𝑂𝐵2 = 52 ― 32 = 4，

𝐴𝐶 = 𝐴𝑂2 + 𝐶𝑂2 = 22 + 42 = 2 5；

（2）分两种情况：

𝑖)当𝐴𝑂 = 𝑂𝐸 = 4时，过𝑂作𝑂𝑁 ⊥ 𝐴𝐶于𝑁，如图 1 所示：



∴ 𝐴𝑁 = 𝐸𝑁，

∵ 𝐷𝐸 ⊥ 𝐴𝐶，

∴ 𝑂𝑁∥𝐷𝐸，

∴ 𝑂𝑁是 △ 𝐴𝐷𝐸的中位线，

∴ 𝑂𝐷 = 𝐴𝑂 = 2；

𝑖𝑖)当𝐴𝑂 = 𝐴𝐸 = 4时，如图 2 所示：

在 △ 𝐶𝐴𝑂和 △ 𝐷𝐴𝐸中，

∠𝐴 = ∠𝐴
𝐴𝑂 = 𝐴𝐸

∠𝐴𝑂𝐶 = ∠𝐴𝐸𝐷 = 90°

 

，

∴△ 𝐶𝐴𝑂≌ △ 𝐷𝐴𝐸(ASA)，

∴ 𝐴𝐷 = 𝐴𝐶 = 2 5，

∴ 𝑂𝐷 = 𝐴𝐷 ― 𝐴𝑂 = 2 5 ― 2；

综上所述，𝑂𝐷的长为 2 或2 5 ― 2．

【点睛】本题是三角形的综合题，考查了全等三角形的判定与性质、平行线的性质、等腰三角形的判定和

性质、勾股定理、分类讨论等知识；正确作出辅助线是等腰三角形是解题的关键．

14．（2022 春·广东江门·八年级江门市怡福中学校考阶段练习）如图，在▱𝐴𝐵𝐶𝐷中，点 E 是𝐶𝐷边的中点，

连接𝐴𝐸并延长交𝐵𝐶的延长线于点 F，连接𝐵𝐸，𝐵𝐸 ⊥ 𝐴𝐹．



(1)求证： △ 𝐴𝐷𝐸≌ △ 𝐹𝐶𝐸；

(2)求证：𝐴𝐸平分∠𝐷𝐴𝐵；

(3)若∠𝐷𝐴𝐵 = 60°，𝐴𝐵 = 4，求▱𝐴𝐵𝐶𝐷的面积．

【答案】(1)见解析；

(2)见解析；

(3)4 3

【分析】（1）根据平行四边形的性质，可得∠𝐷 = ∠𝐸𝐶𝐹，根据对顶角相等，∠𝐷𝐸𝐴 = ∠𝐶𝐸𝐹，再根据点 E 是𝐶𝐷

边的中点，即可求证；

（2）通过证明 △ 𝐴𝐵𝐹为等腰三角形，即可求证；

（3）由题意可得，▱𝐴𝐵𝐶𝐷的面积等于 △ 𝐴𝐵𝐹的面积，利用含30°角直角三角形的性质，即可求解．

【详解】（1）证明：在▱𝐴𝐵𝐶𝐷中，𝐴𝐷∥𝐵𝐶，

∴∠𝐷 = ∠𝐸𝐶𝐹，

∵点 E 是𝐶𝐷边的中点，

∴𝐷𝐸 = 𝐶𝐸，

又∵∠𝐷𝐸𝐴 = ∠𝐶𝐸𝐹，

∴ △ 𝐴𝐷𝐸≌ △ 𝐹𝐶𝐸(ASA)；

（2）证明：由（1）可得 △ 𝐴𝐷𝐸≌ △ 𝐹𝐶𝐸，

∴𝐴𝐸 = 𝐸𝐹，即𝐵𝐸为 △ 𝐴𝐵𝐹的中线，∠𝐹 = ∠𝐷𝐴𝐸，

又∵𝐵𝐸 ⊥ 𝐴𝐹，

∴ △ 𝐴𝐵𝐹为等腰三角形，

∴𝐴𝐵 = 𝐵𝐹，∠𝐹 = ∠𝐵𝐴𝐸

∴∠𝐷𝐴𝐸 = ∠𝐵𝐴𝐸，即𝐴𝐸平分∠𝐷𝐴𝐵；

（3）解：由（2）可得𝐴𝐸平分∠𝐷𝐴𝐵；

又∵∠𝐷𝐴𝐵 = 60°

∴∠𝐸𝐴𝐵 = 30°，

∵𝐵𝐸 ⊥ 𝐴𝐹，

∴∠𝐴𝐸𝐵 = 90°，

在Rt △ 𝐴𝐵𝐸中，∠𝐸𝐴𝐵 = 30°，𝐴𝐵 = 4，



∴𝐵𝐸 = 1
2𝐴𝐵 = 2，

∴𝐴𝐸 = 𝐴𝐵2 ― 𝐵𝐸2 = 2 3，

∴𝐴𝐹 = 2𝐴𝐸 = 4 3，

由（1）可得 △ 𝐴𝐷𝐸≌ △ 𝐹𝐶𝐸，则𝑆△𝐴𝐷𝐸 = 𝑆△𝐶𝐸𝐹，

∴𝑆▱𝐴𝐵𝐶𝐷 = 𝑆△𝐴𝐵𝐹 = 1
2𝐴𝐹 × 𝐵𝐸 = 4 3．

【点睛】此题考查了平行四边形的性质，全等三角形的判定与性质，等腰三角形的判定与性质，含30°角直

角三角形的性质，勾股定理，解题的关键是熟练掌握相关基本性质．

15．（浙江省杭州市下城区 2020-2021 学年八年级下学期期末数学试题）在四边形 ABCD 中，已知 AD∥BC，

∠B＝∠D，AE⊥BC 于点 E，AF⊥CD 于点 F．

（1）求证：四边形 ABCD 是平行四边形；

（2）若 AF＝2AE，BC＝6，求 CD 的长．

【答案】（1）见解析；（2）3

【分析】（1）根据两组对边分别平行证明该四边形为平行四边形．

（2）利用等面积法求出 CD 长．

【详解】（1）

证明：∵AD//BC，

∴∠BAD+∠B＝180°，

∵∠B＝∠D，

∴∠BAD+∠D＝180°，

∴AB//CD，

又∵AD//BC，

∴四边形 ABCD 是平行四边形；

（2）解：∵AE⊥BC 于点 E，AF⊥CD 于点 F，

∴平行四边形的面积＝BC×AE＝CD×AF，

∵AF＝2AE，



∴BC＝2CD＝6，

∴CD＝3．

【点睛】本题考查平行四边形的判定和等面积法的使用，掌握这两点是解题关键．

16．（江苏省盐城市射阳县盐城中学新洋分校 2021-2022 学年八年级下学期 5 月月考数学试题）如图，在平

行四边形𝐴𝐵𝐶𝐷中，

(1)若点 E、F 是𝐴𝐷、𝐵𝐶的中点，连接𝐵𝐸、𝐷𝐹，求证：𝐵𝐸 = 𝐷𝐹；

(2)若𝐷𝐹平分∠𝐴𝐷𝐶且交边𝐵𝐶于点 F，如果𝐴𝐵 = 5，𝐵𝐶 = 8，试求线段𝐵𝐹的长．

【答案】(1)见解析

(2)3

【分析】（1）根据四边形 ABCD 是平行四边形可得𝐴𝐷∥𝐵𝐶，AD=BC，再由点 E、F 是𝐴𝐷、𝐵𝐶的中点，可得

DE=BF，即可求证；

（2）根据𝐴𝐷∥𝐵𝐶和𝐷𝐹平分∠𝐴𝐷𝐶可得∠CFD=∠CDF，从而得到 CF=CD=5，即可求解．

（1）

证明∶∵四边形 ABCD 是平行四边形，

∴𝐴𝐷∥𝐵𝐶，AD=BC，

∵点 E、F 是𝐴𝐷、𝐵𝐶的中点，

∴𝐷𝐸 = 1
2𝐴𝐷,𝐵𝐹 = 1

2𝐵𝐶，

∴DE=BF，

∴四边形 BFDE 是平行四边形，

∴BE=DF；

（2）

解：∵四边形 ABCD 是平行四边形，

∴𝐴𝐷∥𝐵𝐶， CD=AB=5，

∴∠ADF=∠CFD，



∵𝐷𝐹平分∠𝐴𝐷𝐶，

∴∠ADF=∠CDF，

∴∠CFD=∠CDF，

∴CF=CD=5，

∴BF=BC-CF=8-5=3．

【点睛】本题考查了平行四边形的判定与性质、等腰三角形的判定；熟记平行四边形的性质，证出 CF=CD

是解决问题（2）的关键．

17．（江苏省苏州市吴江区吴江区梅堰中学 2020-2021 学年八年级下学期 3 月月考数学试题）如图，在平行

四边形 ABCD 中，直线𝐸𝐹∥𝐵𝐷，与 CD、CB 的延长线分别交于点 E、F，交 AB、AD 于 G、H．

(1)求证：四边形 FBDH 为平行四边形；

(2)求证：𝐹𝐺 = 𝐸𝐻．

【答案】(1)见解析

(2)见解析

【分析】（1）根据四边形 ABCD 为平行四边形，可得𝐴𝐷∥𝐵𝐶，根据已知条件可得𝐸𝐹∥𝐵𝐷，根据两组对边分

别平行的四边形是平行四边形即可得证；

（2）同（1）的方法证明四边形 BDEG 为平行四边形，得出𝐻𝐹 = 𝐵𝐷由四边形 FBDH 为平行四边形，可得

𝐵𝐷 = 𝐸𝐺，进而可得𝐹𝐻 = 𝐸𝐺，根据𝐹𝐻 ― 𝐺𝐻 = 𝐸𝐺 ― 𝐺𝐻，即可得证．

（1）

∵四边形 ABCD 为平行四边形，

∴𝐴𝐷∥𝐵𝐶，

∴𝐸𝐹∥𝐵𝐷，

∴四边形 FBDH 为平行四边形，

（2）

∵四边形 FBDH 为平行四边形，

∴𝐻𝐹 = 𝐵𝐷，



∵𝐸𝐹∥𝐵𝐷，𝐴𝐵∥𝐷𝐶，

∴四边形 BDEG 为平行四边形，

∴𝐵𝐷 = 𝐸𝐺，

∴𝐹𝐻 = 𝐸𝐺，

∴𝐹𝐻 ― 𝐺𝐻 = 𝐸𝐺 ― 𝐺𝐻，

∴𝐹𝐺 = 𝐸𝐻．

【点睛】本题考查了平行四边形的性质与判定，掌握平行四边的性质与判定是解题的关键．

18．（江苏省无锡市宜兴市和桥镇第二中学 2021-2022 学年八年级下学期 3 月月考数学试题）已知，如图在

▱𝐴𝐵𝐶𝐷中，对角线 AC 和 BD 相交于点 O，点 E，F 分别在 OD，BO 上，且 OE＝OF，连接 AE，CF．

(1)如图 1，求证：AE＝CF；

(2)如图 2，延长 AE 交 CD 于点 G，延长 CF 交 AB 于点 H．求证：AH＝CG．

【答案】(1)证明见解析．

(2)证明见解析．

【分析】（1）根据平行四边形的性质可得 OA=OC，又因为∠𝐴𝑂𝐸 = ∠𝐶𝑂𝐹 ，OE=OF，进而可证明 △ 𝐴𝑂𝐸≌

△ 𝐶𝑂𝐹(𝑆𝐴𝑆)，根据全等三角形的性质即可得证；

（2）由（1）得 △ 𝐴𝑂𝐸≌ △ 𝐶𝑂𝐹，根据全等三角形的性质可得∠𝐸𝐴𝑂 = ∠𝐹𝐶𝑂，进而可得𝐴𝐺∥𝐶𝐹 ；根据平行

四边形的性质可得𝐴𝐵∥𝐶𝐷 ，进而可证四边形 AHCG 是平行四边形，从而得出 AH=CG．

（1）

证明：∵四边形 ABCD 是平行四边形，

∴OA=OC

又 ∵  ∠𝐴𝑂𝐸 = ∠𝐶𝑂𝐹，OE=OF

∴ △ 𝐴𝑂𝐸≌ △ 𝐶𝑂𝐹(SAS)

∴AE=CF．

（2）



证明：由（1）得 △ 𝐴𝑂𝐸≌ △ 𝐶𝑂𝐹，

∴∠𝐸𝐴𝑂 = ∠𝐹𝐶𝑂

∴𝐴𝐺∥𝐶𝐹

∵ 四边形 ABCD 是平行四边形

∴𝐴𝐵∥𝐶𝐷

即𝐴𝐻∥𝐶𝐺 

∴四边形 AHCG 是平行四边形

∴AH=CG．

【点睛】本题考查了三角形全等的性质与判定，平行四边形的性质与判定，熟练掌握性质与判定定理是解

决本题的关键．

19．（江苏省常州市溧阳市 2020-2021 学年八年级下学期期末数学试题）如图，在△ABC 中，AB＝AC＝7，

BC＝5，将△ABC 绕点 C 旋转，使得点 D 落在 AB 边上，点 A 落在点 E 处，连接 AE．

（1）求证：四边形 ABCE 是平行四边形；

（2）求△AFE 的面积．

【答案】（1）见解析；（2）90 19
73

【分析】（1）证明 AB∥CE，AB＝CE 即可；

（2）如图，过点 C 作 CT⊥AB 于 T，CK⊥DE 于 K，过点 A 作 AJ⊥EF 于 J．证明
𝐴𝐽
𝐶𝐾＝

𝐴𝐹
𝐹𝐶，求出 CT，△ACE

的面积，即可解决问题．

【详解】证明：（1）∵AB＝AC，

∴∠B＝∠ACB，

∵将△ABC 绕点 C 旋转，使得点 D 落在 AB 边上，

∴AC＝CE＝AB，∠ACB＝∠DCE，CB＝CD，

∴∠B＝∠CDB，

∴∠CDB＝∠DCE，



∴AB∥CE，

∴四边形 ABCE 是平行四边形．

（2）如图，过点 C 作 CT⊥AB 于 T，CK⊥DE 于 K，过点 A 作 AJ⊥EF 于 J．

∵CB＝CD＝5，CT⊥BD，

∴BT＝DT，

设 BT＝x，

∵𝐶𝑇2＝𝐵𝐶2﹣𝐵𝑇2＝𝐴𝐶2﹣𝐴𝑇2，

∴52 ― 𝑥2 = 72 ― (7﹣𝑥)2
，

∴𝑥 = 25
14，

∴𝐵𝐷 = 2𝑥 = 25
7 ，𝐶𝑇 = 𝐵𝐶2 ― 𝐵𝑇2 = 52 ― ( 25

14
)

2 = 15 19
14

∴𝐴𝐷=𝐴𝐵-𝐵𝐷=7-25
7 =24

7 ，

∵𝑆△𝐴𝐷𝐸=1
2•𝐴𝐷•𝐶𝑇＝

1
2•𝐴𝐽•𝐷𝐸，

∴𝐴𝐽
𝐶𝑇=

24
7
7

=24
49，

∵
𝑆𝛥𝐴𝐸𝐹

𝑆𝛥𝐸𝐹𝐶
=

1
2

⋅𝐸𝐹⋅𝐴𝐽
1
2

⋅𝐸𝐹⋅𝐶𝐾 = 𝐴𝐽
𝐶𝐾 = 𝐴𝐹

𝐹𝐶，

∵∠𝐶𝐷𝐵＝∠𝐶𝐷𝐸，𝐶𝑇 ⊥ 𝐷𝐵，𝐶𝐾 ⊥ 𝐷𝐸

∴𝐶𝑇＝𝐶𝐾，

∴𝐴𝐹
𝐹𝐶＝

𝐴𝐽
𝐶𝑇＝

24
49，

∴AF＝24
73AC，

∴S△AEF＝24
73S△AEC＝24

73×1
2×7×15 19

14
＝

90 19
73

．

【点睛】此题主要考查了平行四边形的证明以及勾股定理的应用，熟练掌握平行四边形的证明方法以及勾

股定理的应用是解题的关键．
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