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第  7 章  电  力  系  统  小  干  扰  稳  定  分  析

电力系统在运行过程中无时不遭受到一些小的干扰，例如负荷的随机变化及随后

的发电机组调节；因风吹引起架空线路线间距离变化从而导致线路等值电抗的变化

，等等。这些现象随时都在发生。和第6 章所述的大干扰不同，小干扰的发生一般

不会引起系统结构的变化。电力系统小干扰稳定分析研究遭受小干扰后电力系统

的稳定性。

系统在小干扰作用下所产生的振荡如果能够被抑制，以至于在相当长的时间以 

后，系统状态的偏移足够小，则系统是稳定的。相反，如果振荡的幅值不断增大

或无限地维持下去，则系统是不稳定的。遭受小干扰后的系统是否稳定与很多因素

有关，主要包括：初始运行状态，输电系统中各元件联系的紧密程度，以及各种控

制装置的特性等等。由于电力系统运行过程中难以避免小干扰的存在，一个小干

扰不稳定的系统在实际中难以正常运行。换言之，正常运行的电力系统首先应该是

小干扰稳定的。因此，进行电力系统的小干扰稳定分析，判断系统在指定运行方式

下是否稳定，也是电力系统分析中最基本和最重要的任务。

虽然我们可以用第 6 章介绍的方法分析系统在遭受小干扰后的动态响应，进而判

断系统的稳定性，然而利用这种方法进行电力系统的小干扰稳定分析，除了计算

速度慢之外，最大的缺点是当得出系统不稳定的结论后，不能对系统不稳定的现

象和原因进行深入的分析。李雅普诺夫线性化方法为分析遭受小干扰后系统的稳

定性提供了更为有力的工具。借助于线性系统特征分析的丰富成果，李雅普诺夫

线性化方法在电力系统小干扰稳定分析中获得了广泛的应用。

下面我们首先介绍电力系统小干扰稳定分析的数学基础。

李雅普诺夫线性化方法与非线性系统的局部稳定性有关。从直观上来理解，非线

性系统在小范围内运动时应当与它的线性化近似具有相似的特性。

将式(6-290)所描述的非线性系统在原点泰勒展开，得

式中： A   如果h
x0 x xe

x在邻域内是x 的高阶无穷小

量，则往往可以用线性系统

的稳定性来研究式(6-288)所描述的非线性系统在点 x
e 
的稳定性[1：]
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(1)如果线性化后的系统渐近稳定，即当 A 的所有特征值的实部均为负，那

么实际的非线性系统在平衡点是渐近稳定的。

(2)如果线性化后的系统不稳定，即当 A 的所有特征值中至少有一个实部为正， 

那么实际的非线性系统在平衡点是不稳定的。

(3)如果线性化后的系统临界稳定，即当 A 的所有特征值中无实部为正的特征值， 

但至少有一个实部为零的特征值，那么不能从线性近似中得出关于实际非线性系统

稳定性的任何结论。

显然，李雅普诺夫线性化方法的基本思想是，从非线性系统的线性逼近稳定性质

得出非线性系统在一个平衡点附近的局部稳定性的结论。

在进行电力系统的小干扰稳定分析时，我们总是假设正常运行的系统(运行在平

衡点 x  x
e
或x  0 )在t  t

0
时刻遭受瞬时干扰，系统的状态在该时刻由 0 点转移

至x t
0

。这个x t
0
就是干扰消失后系统自由运动的初始状态。由于干扰足够

小， x t
0
处x  0 的一个足够小的邻城内，从而使得h x在x  0 的邻域内

是x 的高阶无穷小量。因此，根据李雅普诺夫线性化理论，可以用线性化系统

的稳定性来研究实际非线性电力系统的稳定性。为此，将描述电力系统动态特性
 

的微分-代数方程式(6-1)、式(6-2)在稳态运行点 x
0

, y
0

线性化，得

式中：

记 R 表示实数集合， Rn 表示n 维实向量空间， Rmn 为所有m 行 n 列实数矩阵组

成的向量空间。定义 Rn 等于 Rn1 ，即 Rn 中的元素是列向量；另一方面， R1n 中

的元素是行向量。显然，上式中 A  Rnm , B  Rnm , C  Rnm , D  Rnm , 。

在式(7-3)中消去运行向量y ，得到

式中：

矩阵 A  Rnn ，通常被称为状态矩阵或系数矩阵。

由此可见，小干扰稳定性分析实际上是研究电力系统的局部特性，即干扰前平衡

点的渐近稳定性。显然，应用李雅普诺夫线性化方法研究电力系统小干扰稳定性

的理论基础是干扰应足够微小。因此我们说这样的干扰为小干扰，当此干扰作用



于系统后，暂态过程中系统的状态变量只有很小的变化，线性化系统的渐近稳定

性能够保证实际非线性系统的某种渐近稳定性。

至此，我们知道，稳态运行情况下电力系统遭受到足够小的干扰后，可能出现两

种不同的结局：一种结局是，随着时间的推移干扰逐渐趋近于零(即有扰运动趋

近于无扰运动，对应于矩阵 A 的所有持征值都具有负实部)，我们称系统在此稳

态运行情况下是渐进稳定的，显然受扰后的系统最终将回到受扰的的稳态运行情况

；另一种结局是，无论初始干扰如何小，干扰x 都将随着时间的推移无限增大

(对应于矩阵 A 至少有’一个实部为正的特征值)，显然系统在此稳态运行情况下

是不稳定的。对于实际运行的电力系统来说，分析临界情况下的系统稳定性并无

多大意义，可以视它为系统小干扰稳定极限的情况。

最后需要说明的是，前面在研究系统的稳定性时，假设干扰是瞬时性的，即系统

的状态在瞬时由x  0 转移至此x t
0
，并且引起变化的干扰消失。这同样适用

于研究永久性干扰下系统的稳定性，即此时我们可以把它考虑成研究系统在新的

平衡点遭受瞬时性干扰的稳定性。

另外，对一些给定的小干扰不稳定或阻尼不足的运行方式，可以通过特征分析方法

得到一些控制参数和反映系统稳定性的特征值之间的关系，进而得出提高系统小干

扰稳定性的最佳方案。因而进行电力系统的小干扰稳定分析显得尤为重要。这样，

电力系统在某种稳态运行情况下受到小的干扰后，系统的稳定性分析可归结为

(1)计算给定稳态运行情况下各变量的稳态值。

(2)将描述系统动态行为的非线性微分-代数方程在稳态值附近线性化，得到线性

微分-代数方程。

(3)求出线性微分-代数方程的状态矩阵 A，根据其特征值的性质判别系统的稳定

性。

以上讨论的小干扰稳定问题主要涉及发电机组之间的机电振荡，这时我们将发电

机组看成是集中的刚体质量块。然而，实际的大型汽轮发电机组的转子具有很复杂

的机械结构，它是由几个主要的质量块，如各个汽缸的转子、发电机转子、励磁机

转子等，通过有限刚性的轴系联接而成。当发电机受到干扰后，考虑到各质量块之

间的弹性，它们在暂态过程中的转速将各不相同，从而导致各质量块之间



发生扭(转)振(荡)(TorsionalOscillation)。由于各质量块的转动惯量小于发电

机组总的转动惯量，因此各质量块之间扭振的频率要高于发电机组之间机电振荡

的频率，这个频率一般在十几到四十几赫兹之间，因此也常将这种振荡称为次同

步振荡(SubsynchronousOscillation，SSo)。

次同步振荡发生后，在发电机组轴系中各质量块之间将产生扭力矩．轴系反复承受

扭力矩会造成疲劳积累，从而降低轴系的使用寿命；当扭力矩超过一定限度后会造

成大轴出现裂纹甚至断裂。系统出现的次同步振荡主要与励磁控制、调速器、HVDC 控

制及串联电容器补偿的输电线路的相互作用有关。进行电力系统的次同步振荡分析

时，首先应建立汽轮发电机组的轴系模型；另外，由于扭振的频率较高，故系统中

各元件不能再采用准稳态模型，而应计及系统的电磁暂态过程。对次同步振荡的详

细分析已超出了本书的既定范围，有关电力系统次同步振荡分析的模型及方法，有

兴趣的读者可参阅文献[5，6]。

本章首先推导出电力系统各动态元件的线性化方程，并给出了全系统线性化方程

的形成方法和小干扰稳定计算的基本步骤，接着讨论了小干扰稳定分析中的特征

值问题和电力系统振荡分析方法，最后介绍了大规模电力系统小干扰稳定分析的

几种持殊方法。



       

7.2 电力系统动态元件的线性化方程

在进行电力系统小干扰稳定分析时，需要将各动态元件的方程线性化，下面

我们推导各动态元件的线性化方程。在进行线性化时，通常不考虑所有控制装置中

限制环节的作用。其原因是，在正常的稳态运行情况下，控制装置中状态变量的稳

态值一般在其限制环节的限制之内。当干扰足够小时，各状态变量的变化也足够小，

使得其变化范围不会超出其限制环节的限制。至于一些控制装置中的失灵区，一般

认为失灵区很小，可以忽赂不计；而当失灵区很大时，可以认为整个控制系统不起

作用。

7.2.1 同步发电机组的线性化方程

1.同步电机。

对式(6-114)一(6-116)描述的同步电机方程，在给定的稳态运行情况下，系统各

变量的稳态值
0

,
0

, E
q0

, E 
q0

, E
d 0

, E  , I
d 0

, I
d 0

,V ,V
q0 d 0 q 0

, P , P
m 0 e 0

, E 可按
fq0

式(6-74)一(6-78)和式(6-118)一(6-122)算出。将各方程在稳态值附近线性化， 

可得到同步电机的线性化方程

(2)励磁系统。

以图 5-16 所示的采用可控硅调节器的直流励磁机励磁系统为例，根据式(6-136) 

一(6-140)，可以推导出其线性化方程。

对测量滤波环节，由于V
C

 V  jX
C
I 。根据坐标变换式(5-63)，发电机端电压

和电

流用它们的d , q 分量可表示为

这时显然有

将上式在稳态值附近线性化可得到

式中：

对式(6-136)线性化，并格式(7-10)代入其中，从而消去V
C
，即得到测量滤波

环节的线性化方程

用式(6-140)模拟励磁机的饱和特性，将式(6-139)在稳态运行点线性化，可得到

励磁机的线性化方程



0   

最后，将式(6-137)、式(6-138)的线性化方程和式(7-12)、式(7-3)一起，并经

整理后得到整个直流励磁机励磁系统的线性化方程

(3)PSS。

对于图 5-l4 所示的电力系统稳定器，根据式(6-142)、式(6-143)，当输入为转

速偏差，即V
IS

  
s
时，可依次列出如下线性化方程：

上式经适当整理后，可得到 PSS 线性化方程的状态表达式

(4)原动机及调速系统。

对如图 5-24 所示的水轮机及其调速系统，可以根据式(6-171)一(6-177)得到其

线性化方程

2. 同步发电机组线性化方程的矩阵描述及坐标变换

1)发电机组方程的矩阵描述。

当发电机组采用式(7-6)、式(7-7)、式(7-9)、式(7-15)、式(7-17)描述时，将

其中的状态变量按如下顺序组成向量：

并定义

这时各发电机微分方程式的线性化方程写成如下矩阵形式： 

而定子电压方程式的线性化方程表示为

以上两式中系数矩阵 A
g
, B , B

Ig Vg
, P , Z

g g
的元素可以很容易地通过比较式(7-20)和

式(7-6)、式(7-9)、式(7-15)、式(7-17)及比较式(7-12)和式(7-7)而得到，即

在同步电机、励磁系统、原动机及其调速系统等采用其他模型时，同上原理，总

可以先写出各自的线性化方程，然后表示成式(7-20)、式(7-21)的形式。另外还

需注意，式(7-18)中各状态变量的排序并不是一成不变的，不同的排序下有相应

的矩阵。

(2)坐标变换。

式(7-20)和式(7-21)中的V 和I 为各发电机本身 d , q 轴电压和电流分量的
dqg dqg

偏差，因此必须把它们转换成统一的同步旋转坐标参考轴 x  y 下的相应分量，

以便将它们和电力网络联系起来。

对于发电机端电压，由坐标变换式(5-62)可知

稳态值V
d 0

,V ,V
q 0 x 0

,V
y0 

和 
  
也应满足式(7-22)，即



将式（7-22）在稳态值附近线性化，得

利用式（7-23），式（7-24）可另写为

简写成

式中：

很明显， T
g0

为正交矩阵，即满足

同理，对发电机电流也可得到以下关系： 

式中

将式（7-26）和式（7-28）代入式（7-21）消去V
dqg

和I
dqg

，可以得到

式中：

将式（7-26）和式（7-28）代入式（7-20）消去V
dqg

和I
dqg

，并利用式（7-29）、

式（7-30）消去I
g

式中：

，可以得到

式(7-31)和式(7-29)便组成每个发电机组的线性化方程，它类似于一般线性

定常系统的状态方程和输出方程。

7.2.2 负荷的线性化方程

在小干扰稳定性分析中，负荷大都采用电压静态特性模型。如果要考虑一些感应

电动机负荷，可以用类似于推导同步电机线性化方程的方法得到感应电动机的线

性化方程。

无论采用什么形式模拟负荷的电压静特性，负荷节点注入电流与节点电压的偏差

关系总可以写成如下形式：

式中：

其中的系数可由负荷节点注入电流与节点电压的关系式求得，即

当采用二次多项式模拟负荷的电压静特性时，可以利用如式(6-48)所示的负

荷节点注入电流与节点电压的关系和式(7-35)直接求出式(7-34)中的有关系数：

当采用指数形式模拟负荷的电压静特性时，可以利用如式(6-49)所示的负荷

节点注入电流与节点电压的关系和式(7-35)直接求出式(7-34)中的有关系数：



特别地，当对负荷的电压静特性缺少足够的信息时，通常可以接受的负荷模型是： 

负荷的有功功率用恒定电流(即取m  1)、无功功率用恒定阻抗(即取m  2 )模拟

。

7.2.3 FACTS 元件的线性化方程

（1）SVC。

由于V 2  V 2 V 2 ，将它线性化，得
x y

将上式代入式（7-38），经整理后得

式中：

另外，根据式（6-50）可直接得到 SVC 注入电流和节点电压间的偏差关系

式中：

这样式(7-40)、式(7-42)便组成了 SVC 的全部线性化方程式。

(2)TCSC。

从式(6-208)、式(6-209)可以直接得到如下线性化方程： 

根据式（6-211）可以得到

将上式代入式（7-44），并经整理后得

式中：

另外，根据式（6-51）可直接得到 TCSC 注入电流和节点电压间的偏差关系

式中：

这样式（7-46）、式（7-48）便组成了 TCSC 的全部线性化方程式。

7.2.4 直流输电系统的线性化方程

当考虑直流线路的暂态过程时，直流线路以及整流器和逆变器的控制方程如

式(6-222)、式(6-224)一(6-227)所示，利用式(6-53)中的第一式消去式(6-226)

中的V
dI
，在忽略对,  限制的情况下，可得到它们在稳态值附近的线性化方程

整流器和逆变器交流母线电压的幅值与其 x, y 分量间的关系为

将上式在稳态值附近线性化，得

将式（7-51）代入式（7-50）消去V
R
和V

I
，并经整理后可得

式中:



式中的系数矩阵 A , B
d d

通过对照式(7-52)和原方程容易得到。

两端直流输电系统的代数方程可以由换流器交直流两侧的功率关系及电流关系

推得。对于整流器，将有功功率关系式

在稳定值附近线性化，得

另外，将式（6-52）中第三式两端平方，得

上式的线性化方程为

将式(7-51)代入式(7-55)中消去V
R
，并注意到整流器注入交流系统的无功

功率Q
  

 V  
I

  
V  

I
  
总不为零，于是可以从式(7-55)、式(7-57)中解

R 0 yR 0 xR 0 xR 0 yR 0

出节点注入电流的偏差，并写成如下矩阵形式： 

式中：

对于逆变器，将有功功率关系式

在稳态值附近线性化，得

同样，将式（6-53）中第三式的两端平方，得到的线性化方程为

同理，将式（7-51）代入式（7-61）中消去V
I
，式（7-61）、式（7-62）

表示的电流、电压偏差关系式可以写成如下矩阵形式： 

式中：

式（7-58）、式（7-63）组成了直流系统的代数方程

式中：

当直流系统采用其他数学模型时，用同样的方法可导出形如式（7-25）、式

（7-65）所示的线性化方程。



7.3 小干扰稳定分析的步骤

7.3.1 网络方程

为了叙述方便，将网络方程式(6-36)写成分块矩阵形式，并注意到网络方程

本身是线性的，因而可以直接写出在 x  y 坐标下节点注入电流偏差与节点电压

偏差之间的线性化方程

式中：

对各负荷节点，把式(7-33)给出的注入电流偏差与节点电压偏差关系代入上

式，即可消去负荷节点的电流偏差。设负荷接在节点i ，则消去该负荷后的网络

方程仅是对原网络方程(7-67)的简单修正：节点i 的电流偏差变为零，导纳矩阵

中的第i 个对角块变为Y
ii

 Y ，而其他内容不变。
li

不失一般性，假定网络中节点编号的次序为：先是各发电机所在节点，然后是各

SVC

所在节点，接下来是各 TCSC 的两端节点，再是各直流输电系统交流母线节点(先

编整流侧节点，后编逆变侧节点)，最后是其他节点。消去所有负荷节点的电流

偏差后，网络方程可写成如下分块矩阵形式：

式中： I
G
和V

G
分别为由全部发电机节点注入电流和节点电压偏差组成的向

量； I 和
S

V 分别为由全部 SVC 节点注入电流和节点电压偏差组成的向量； I
S T

和V 分
T

别为由全部 TCSC 节点注入电流和节点电压偏差组成的向量； I
D
和V

D
分别为

由全部换流器交流母线节点注入电流和节点电压偏差组成的向量；V
L
为其他节

点电压偏差组成的向量。这些向量可表示为

7.3.2 全系统线性化微分方程的形成

由各发电机组的方程式（7-31）、式（7-29）可以组成全部发电机组的方程

式

式中：



由各 SVC 的方程式（7-40）、（7-42）可以组成全部 SVC 的方程式

式中：

由各 TCSC 的方程式（7-46）、式（7-48）可以组成全部 TCSC 的方程式

式中：

由各两端直流输电系统的方程式（7-52）、式（7-65）可以组成全部两端直

流输电系统的方程式

式中：

将式（7-72）、式（7-75）、式（7-78）、式（7-81）代入式（7-69）消去

I 、I 、I 、I ，所得结果与式(7-71)、式(7-74)、式(7-77)、式(7-80)
G S T D

一起组成如式(7-3)所示的矩阵关系式，其中：

显然， A, B, C 分别为分块稀疏矩阵，而及和导纳矩阵具有同样的稀疏结构。

用式(7-83)中的矩阵 A, B, C, D ，根据式(7-5)即可得到状态矩阵 A 。至此已经得

到电力系统在稳态运行点的线性化方程式。

最后，有必要说明以下几个问题：

(1)如果线性化后的系统渐近稳定，即如果 A 的所有特征值的实部均为负，那么

实际的非线性系统在平衡点是渐近稳定的。

(2)形成矩阵 A 的方法，在已有的各种商业化程序中可能各不相同，以上仅给出

其中的一种形成方法，皆在介绍形成 A 阵的原理和技巧[4-7,9,。10式] (7-83)中矩阵

A, B, C, D 的形式多种多样，它与状态变量的次序安排、网络方程的形式、各动

态元件的代数方程和网络方程的协调处理方法等有关。不同的方法将影响到程序

实现的复杂性和灵活性，但并不影响其特征值的计算结果。

(3)以上方程的形成中考虑了发电机组、SVC、TCSC、两端直流输电系统，对电力

系统中的其他动态元件可作类似处理。例如，对并联动态元件(如感应电动机负

荷等)，可以仿照以上对发电机的处理方法得到其线性化方程；对多端直流输电

系统，可以仿照以上对两端直流输电系统的处理方法得到其线性化方程。然后按

规定的顺序将它们安排在整个系统的方程中。

（4）按照以上方法形成的系数矩阵 A 将必定有一个零特征值。其存在的理

由是各发电机转子的绝对角度不是惟一的，换言之，系统中存在一个冗余的转子



角度。事实上，由于各发电机间的功率分配取决于各发电机转子角度的相对值， 

如果各发电机转子的绝对角度都加上一个固定的值，并不改变各发电机间的功率

分配，因而不影响系统的稳定性。若要摒除零特征值，只需选定任意一台发电机的

转子角度作为参考，用其余机与该机转子的相对角度作为新的状态变量即可， 这

时矩阵 A 和相应的状态变量都将降低一阶。

（4）另外还需注意，当系统中所有发电机的转矩都与转速的变化有关，即

摇摆方程的右端无阻尼项且不考虑调速器的作用时，矩阵 A 还将存在一个零特征

值。同样，要摒除这个零特征值，只需选定任意一台发电机的转速作为参考，用

其余机与该机转速的相对值作为新的状态变量即可，这时矩阵 A 和相应的状态变

量也都降低一阶。

在明白了零特征值的来历后，可以在后面的计算步骤（5）和（6）中不作任

何处理，仅需在计算结果中去除零特征值即可。然而应当注意，由于潮流和特征

计算的误差，理论上的零特征值在实际上是很小的特征值。

7.3.3 小干扰稳定分析程序的组成

按照前面介绍的内容和方法，可以构成含有 FACTS（例如 SVC、TCSC）的交

直流系统的小干扰稳定分析程序。其基本计算过程如下：

（1）对给定的系统稳定运行情况进行潮流计算，求出系统各节点电压、电

流和功率。

（2）形成式（7-67）中的导纳矩阵。

（3）已知各负荷的功率及负荷节点电压的稳态值为P
(0)

, Q
(0)

,V
x (0)

,V
y (0)

。根据

负荷电压静特性参数，应用式（7-36）或式（7-37）求出式（7-34）中的矩阵元

素G , B
xx xy

, B , G
yx yy

用它们修改导纳矩阵中对应于各负荷节点的对角子块。

（4）首先由式（6-74）-（6-78）和式（6-118）-（6-122）计算出各发电

机组中所有变量的初值，然后分别形成式（7-20）和（7-21）中的矩阵

A , B , B , P , Z 及式（7-28）中的矩阵T 
 

, R , R 。然后应用式（7-30）和式
g Ig Vg g g g 0 Vg Ig

（7-32）求出C
g
, D , A , B

g g g
,从而得到各发电机组的线性化方程。对其他动态元



件，同同样的方法可得到其线性化方程中的系数矩阵。其至得出系统中所有动态

元件的线性化方程。

（5）按照式（7-71）—(7-83)形成矩阵 A, B, C, D ，再应用式（7-5）计算出

系统的状态矩阵 A 。

（6）应用 QR 法计算矩阵 A 的全部特征值[2-4,]从而判断系统在所给定的稳态

运行情况下的小干扰稳定性。计算矩阵 A 全部特征值的 QR 法将在下节介绍。

【例 7-1】9 节点电力系统的单线图、支路数据、发电机参数、正常运行情

况下的系统潮流分别如图 6-12、表 6-5、表 6-6、表 6-7 所示。系统频率为 60

Hz。

各负荷均用恒定阻抗模拟。发电机 1 采用经典模型，发电机 2 和 3 采用双轴

模型。发电机 2 和 3 均装有自并励静止励磁系统，其参数如下：

另外，各发电机的阻尼系数 D
i
均取为 1.0。

下面研究在正常运行情况下系统的小干扰稳定性。为简单起见，在以下的矩阵中

“空白”表示数 0 或适当维数的 0 矩阵。

【解】1)利用潮流结果，根据式(6-74)一(6-78)和式(6-118)一(6-122)计算

出各发电机变量的初值，如表 7-1 所示。负荷的等值导纳见例 6-1，直接并入电

力网络。

2)根据 7.2.1 节的方法得到各发电机组的线性化方程。

发电机 1：不难算出式(7-20)、式(7-21)、式(7-26)、式(7-28)中的系数矩阵为

最后，根据式(7-32)、式(7-30)和以上矩阵计算出发电机组线性化方程(-31)、

(7-29)中的矩阵：

发电机 2 同上原理得到发电机 2 线性化方程的系数矩阵： 

发电机 3：同上原理得到发电机 3 线性化方程的系数矩阵： 

3)系统的线性化方程。

显然，式(7-3)中的矩阵[见式(7-83)]为

根据式（7-5）可得到状态矩阵

4)状态矩阵 A 的特征值和相应的特征向量。

应用 QR 法求得 A 的全部特征值为



显然，除了我们已知的零特征值外，系统的其他所有特征值都具有负实部，因此

系统在给定的运行方式下是小干扰稳定的。



a

7.4小干扰稳定分析的特征值问题

既然遭受小干扰后非线性系统的稳定性可由其线性化系统的稳定性决定，而

线性系统的稳定性又由状态矩阵 A 的特征值决定，因此下面我们简单介绍状态矩

阵 A 的特征分析方法[2,3,6，] 从而为进行电力系统的小干扰稳定性分析打下基础。

由上节可见，状态矩阵 A 是一个实不对称矩阵，因此后面的讨论一般仅限

于 A  Rnn 。另外，在下面的论述中要涉及到复数及复矩阵的计算，记C 表示复

数集合，C n 表示n 维复向量空间(列向量)，C mn 为所有m 行n 列复数矩阵组成的

向量空间。复矩阵的标乘、相加、相乘是与实矩阵完全相对应的。但是，转置在

复情形下是转置共扼(用上标 H 表示)，即C  AH    c
ij

 。n 维复向量 x 和 y 的
ji

点积是 s  x H y  
i1

x y 。另外，在 p 范数意义下的单位向量(或规范化向量)
i i

是指满足于 x
p

为

 1 的向量 x 。例如在 1、2 和无穷范数意义下的单位向量 x 分别

将任一向量变为单位向量的过程称为向量的归一化。

7.4.1 状态矩阵的特征特性

1.特征值

对于标量参数  C 和向量v  Cn ，如果方程有

非退化解（即 v  0 ），则称 为矩阵 A 的特征值。

要计算特征值，方程（7-85）可写成如下形式：

它具有非退化解的充分必要条件是

展开上式左端的行列式，得到显式的多项式方程

该方程称为矩阵 A 的特征方程，方程左端的多项式称为特征多项式。因为 n的

系数不为零，所以此方程共有n 个根，这里根的集合称为谱，记为 ( A) 。如果

( A)  {
1
,, 

n
}，则有

而且，如果我们定义 A 的追迹为

可以证明tr( A)     
1 2

    。
n





实不对称矩阵 A 的特征值既可能是实数，也可能是复数，并且复特征值总

是以共扼对的形式出现。另外，相似矩阵的特征值相同，转置矩阵的特征值不变。

2.特征向量

对任一特征值
i
，满足方程

的非零向量v
i
 C n 称为矩阵 A 关于特征值

i
的右特征向量。由于该方程为齐次

方程，因而kv
i
( k 为标量)也是以上方程的解，即同样是矩阵 A 关于特征值 的右

i

特征向量。除非特别声明，以后提到的“特征向量”均指“右特征向量”。一个

特征向量定义了一个一维子空间，这个子空间用矩阵 A 左乘保持不变性。

同样，满足方程

的非零向量u
i

转置，得

 C n ，称为矩阵 A T 关于特征值
i
的右特征向量。方程(7-90)两边

称行向量u T 为矩阵 A 关于特征值
i i

的左特征向量。

为了简明地表达矩阵 A 的特征持性，将 A 的所有特征值组成对角矩阵 ，

相应的右特征向量按列组成矩阵 X
R

以上三个n 阶方阵称为模态矩阵，

，相应的左特征向量按行组成矩阵 X ，即
L

利用式（7-92）,方程（7-89）和（7-91）可表示成如下矩阵形式：

在上式中，前一式两边左乘 X
L

或写成

，后一式两边右乘 X
R
，即可得到以下关系式：

显然，相应于不同特征值的左、右特征向量是正交的；相应于同一特征值的左、

右特征向量的乘积为一非零常数，通过对左、右特征向量的归一化处理总可以使

这个常数为 1。即有

注意， uT v
i j

并不是通常理解的内积。上式的矩阵形式为

根据式（7-93）和式（7-96）可得

3.动态系统的自由运动

由状态方程(7-4)可看出，每个状态变量的变化率都是所有状态变量的线性  

和。由于状态之间的耦合，很难对系统的运动有一个明晰的概念。



为了消去状态变量间的耦合，引入一个新的状态向量 z ，它和原始状态向

量x 间的关系定义为

把上式代入方程（7-4）,并考虑式（7-97），状态方程即可改写为

它和原方程的差别在于：  为对角阵，而 A 一般不是对角阵。方程（7-99）表示

n 个解耦的一阶方程

它的时域解为

式中： z
i
的初值 z

i
(0) 可根据式（7-98）用u T 和x(0) 表示，即

i

将式(7-101)、式(7-102)代入变换式(7-98)，可得到原始状态向量的时域解

其中第i 个状态变量的时域解为

式中：v
ik
表示向量 的第i 个元素。上式给出了用特征值、左特征向量和右特征

k

向量表示系统自由运动时间响应的表达式。特征值
i
对应于系统的第i 个模态

(Mode)，与之相应的时间特性为eit ，这样系统自由运动的时间响应就可以说成

是 n 个摸态的线性和。

因此，系统的稳定性可以由特征值决定：

(1)一个实特征值相应于一个非振荡模态。负实特征值表示衰减模态，其绝对值

越大，则衰减越快；正实特征值表示非周期性不稳定。与实特征值有关的持征向

量和 z(0) 都具有实数值。

(2)复特征值总是以共扼对的形式出现，即

每对复特征值相应于一个振荡模态。与复特征值有关的特征向量和 z(0) 都具有复

数值。

因此

具有这样的形式

显然，特征值的实部刻画了系统对振荡的阻尼，而虚部则指出了振荡的频率。负

实部表示衰减振荡；正实部表示增幅振荡。振荡的频率(Hz)为

定义阻尼比为

它决定了振荡幅值的衰减率和衰减特性。

7.4.2 线性系统的模态分析



1.模态与特征向量

前面已经讨论了系统的时间响应，向量x 和 z 的关系为

变量x
1
, x

2
,, x

n
式表示系统动态性能的原始状态变量。变量 z , z

1 2
,, z 是变

n

换后的状态变量，每一个变量仅对应于系统的一个模态。

从方程(7-107)的第一式可以看出，右特征向量呈现出模态的表现形式，即当

特定的模态被激活时，各状态变量的相对活动情况。例如，右特征向量v
i
中的第

k 个元素v
ki
给出了状态变量 x

k
在第i 个模态中的活动程度。

v 中各元素的模值表征了 n 个状态变量在第 i 个模态中的活动程度，而各元
i

素的角度则表征了各状态变量关于该模态的相位移。

从方程(7-107)的第二式可以看出，左特征向量u T 确定呈现第 i 个模态时原
i

始状态变量的组合方式。这样，右特征向量v
i
中的第 k 个元素度量变量 x

k
在第 i

个模态中的活动，而左特征向量u T 中的第 k 个元素加权这个活动对策 i 个模态的
i

贡献。

2. 特征值灵敏度

我们首先考查特征值对状态矩阵A 各元素a
kj

(A 的 k 行、j 列元素)的灵敏度。

将(7-89)两边对a
kj
求偏导数，得

上式两边左乘行向量u T ，并考虑式（7-91）、式（7-95），可得到
i

显然， A / a
kj
中除第 k 行、j 列的元素为 1 外，其余元素都为零，因此

式中： v
ji
表示向量v

i
的第 j 个元素， u

ki
表示向量u

i
的第 k 个元素。

设 是标量， A( ) 是由元素a
kj

a ( ) 都是可微函数，则
kj

( ) 组成的 n 阶方阵，如果对一切的 k 和 j，

这样，仿照以上推导可得到特征值对标量 的灵敏度

3.参与因子(ParticipationFactor)



为了确定状态变量和模态之间的关系，把右特征向量和左特征向量结合起

来，形成如下的参与矩阵(ParticipationMatrix)P，用它来度量状态变量与模态之间

的关联程度：

称参与矩阵 P 的元素 p
ki

 u v
ki ki

为参与因子[12]，它度量了第 i 个模态于第 k 个状

态变量x
k
的相互参与程度。称矩阵 P 的第 i 列为 p

i
第 i 个模态的参与向量。由

于 v 度量x
ki k

在第 i 个模态中的活动状况，而u
ki
加权这个活动对模态的贡献，

因此它们的乘积 p
ki
即可度量净参与程度。左、右特征向量相应元素的乘积导致

p 是无量纲的，即独立于特征向量单位的选择。
ki

设x(0)  e ，即x  (0)  1且x (0)  0 ，则由式(7-102)得 z (0)  u ，根据
k j  k i ki

式(7-103)可得

这个方程表明，被初值x
k
(0)  1激活的第 i 个模态，以系数 p

ki
参与在响应x

k
(t)

中，参与因子由此而得名。

对于所有的模态或所有的状态变量，有

上式不难得到证明。在式(7-114)中令t  0 ，容易得到矩阵 P 的第 k 行元素之和

为 1；而矩阵 P 的第 i 列元素之和等于u T v
i i

，根据式(7-95)可知其值为 1。

另外，参看式(7-110)可知，参与因子 p
ki
实际上等于特征值

i
对状态矩阵 A

的对角元素a
kk
的灵敏度：

7.4.3 特征值的计算

1. QR 法

对于给定的 A  Rnn 和正交阵Q  Rnn ，考虑如下达代：
0

其中，每个Q
k

 Rnn 都是正交阵，每个 R
k

 Rnn 都是上三角阵。由归纳法可得

这样，每个 A
k
都与 A 相似。由于 A 有复特征值，因此 A

k
不会收敛到严格的、

“特征值暴露”的三角阵，而只能满足于计算称为实 Schur 分解的另一种分解。
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