
专题 05 数列下的新定义

【题型归纳目录】

题型一：牛顿数列问题

题型二：高考真题下的数列新定义

题型三：数列定义新概念

题型四：数列定义新运算

题型五：数列定义新情景

题型六：差分数列、对称数列

题型七：非典型新定义数列

【方法技巧与总结】

1、“新定义型”数列题考查了学生阅读和理解能力，同时考查了学生对新知识、新事物接受能力和加以

简单运用的能力，考查了学生探究精神．要求解题者通过观察、阅读、归纳、探索进行迁移，即读懂和理

解新定义，获取有用的新信息，然后运用这些有效的信息进一步推理，综合运用数学知识解决问题的能力

和探索能力(多想少算甚至不算)．因此，“新定义型”数列在高考中常有体现，是一种用知识归类、套路总结、

强化训练等传统教学方法却难以解决高考中不断出现的新颖试题．

2、解答与数列有关的新定义问题的策略：

(1)通过给定的与数列有关的新定义，或约定的一种新运算，或给出的由几个新模型来创设的新问题的

情景，要求在阅读理解的基础上，依据题设所提供的信息，联系所学的知识和方法，实现信息的迁移，达

到灵活解题的目的.

(2)遇到新定义问题，需耐心研究题中信息，分析新定义的特点，搞清新定义的本质，按新定义的要求“照

章办事”，逐条分析、运算、验证，使问题得以顺利解决．

(3)类比“熟悉数列”的研究方式，用特殊化的方法研究新数列，向“熟悉数列”的性质靠拢．

【典型例题】

题型一：牛顿数列问题

【典例 1-1】(2024·广东韶关·二模)记R上的可导函数  f x 的导函数为  f x ，满足
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的数列 nx 称为函数  f x 的“牛顿数列”.已知数列 nx 为函数   2f x x x  的牛顿数列，且数列 na 满足
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(1)求 2a ；

(2)证明数列 na 是等比数列并求 na ；

(3)设数列 na 的前 n项和为 nS ，若不等式
2( 1) 14n

n
ntS S    对任意的 n N 恒成立，求 t的取值范围.



【解析】(1)因为   2f x x x  ，则   2 1f x x   ，从而有
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故
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a
  (非零常数)，且 1 2 0a   ，所以数列 na 是以 2 为首项，2 为公比的等比数列，

所以
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   ；

(3)由等比数列的前 n项和公式得：
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因为不等式
2( 1) 14n

n
ntS S    对任意的 n N 恒成立，又 0nS  且 nS 单调递增，

所以
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    对任意的 n N 恒成立，令   14g x x
x

  ，  0,x   ，

则  
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   ，当  0, 14x 时，   0g x  ，  g x 是减函数，

当  14,x   时，   0g x  ，  g x 是增函数，

又 1 22 14 6S S    ，且  2 9g  ，   256
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g  ，    6 2g g ，则    min
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当 n为偶数时，原式化简为
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  ，所以当 2n  时，
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当 n为奇数时，原式化简为
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   ，所以当 1n  时， 9t  ，所以 9t   ；

综上可知，
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t   .

【典例 1-2】(2024·高二·浙江绍兴·期末)物理学家牛顿用“作切线”的方法求函数零点时，给出了“牛顿数列”，

它在航空航天中应用非常广泛．其定义是：对于函数  f x ，若满足      1 0n n n nx x f x f x    ，则称数列

 nx 为牛顿数列．已知   4f x x ，如图，在横坐标为 1 1x  的点处作  f x 的切线，切线与 x轴交点的横坐

标为 2
x ，用 2

x 代替 1
x 重复上述过程得到 3x ，一直下去，得到数列 nx ．



(1)求数列 nx 的通项公式；

(2)若数列 nn x 的前 n项和为 nS ，且对任意的 *nN ，满足
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，求整数的最小值．(参考数

据： 40.9 0.6561 ， 50.9 0.5905 ， 60.9 0.5314 ， 70.9 0.4783 )

【解析】(1)
3( ) 4f x x  ，

( )f x 在点  ,n nx y 处的切线方程为：  34n n ny y x x x  

令 0y  ，得 1
3
4n nx x  ，

所以 nx 是首项为 1，公比为
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法一：错位相减法
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当 5n  时， 1 0n nd d  ，即 6 5 4 3 2 1d d d d d d     ，

当 6n  时， 1 0n nd d   ，即 6 7 8 ...d d d   ，

所以  
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法二：裂项相消法
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【变式 1-1】(2024·广东广州·二模)已知函数   ln 2 ( 2)f x x x b b    .

(1)证明：  f x 恰有一个零点 a，且  1,a b ；

(2)我们曾学习过“二分法”求函数零点的近似值，另一种常用的求零点近似值的方法是“牛顿切线法”.任取

 1 1,x a ，实施如下步骤：在点   1 1,x f x 处作  f x 的切线，交 x轴于点  2 ,0x ：在点   2 2,x f x 处作  f x

的切线，交 x轴于点  3,0x ；一直继续下去，可以得到一个数列 nx ，它的各项是  f x 不同精确度的零点

近似值.

(i)设  1n nx g x  ，求  ng x 的解析式；

(ii)证明：当  1 1,x a ，总有 1n nx x a  .

【解析】(1)   ln 2 ( 2)f x x x b b    ，定义域为 (0, ) ，

所以，
1( ) 2 0f x
x

    在 (0, ) 上恒成立，

所以函数 ( )f x 在 (0, ) 上单调递增，

因为  1 ln1 2 2 0( 2)f b b b       ，   ln 2 ln 0( 2)f b b b b b b b       ，

所以，存在唯一 (1, )a b ，使得   0f a  ，即： ( )f x 有唯一零点 a，且 (1, )a b ；

(2)(i)由(1)知
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所以，曲线 ( )f x 在  , ( )n nx f x 处的切线斜率为
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所以，曲线 ( )f x 在  , ( )n nx f x 处的切线方程为 ( ) ( )( )n n ny f x f x x x   ，即
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证明：(ii)对任意的 (0, )nx   ，由(i)知，曲线 ( )f x 在 ( nx , ( ))nf x 处的切线方程为：
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所以，当 (0, )nx x 时， ( ) 0F x  ， ( )F x 单调递增，当 ( nx x , ) 时， ( ) 0F x  ， ( )F x 单调递减，

所以，恒有 ( ) ( ) 0nF x F x  ，即 ( ) ( )f x h x 恒成立，当且仅当 nx x 时等号成立，

另一方面，由(i)知， 1
( )
( )
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f xx x
f x   ，且当 nx a 时， 1n nx x  ，

(若 nx a ，则  ( ) 0nf x f a = ，故任意 1 1n nx x x a     ，显然矛盾)，

因为 1nx  是 ( )h x 的零点，

所以  1 1( ) ( ) 0n nf x h x f a   = ，

因为 ( )f x 为单调递增函数，

所以，对任意的 nx a 时，总有 1nx a  ，

又因为 1x a ，

所以，对于任意 *Nn ，均有 nx a ，

所以， ( ) 0nf x  ，  ( ) 0nf x f a  ，

所以 1
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综上，当 1 (1, )x a ，总有 1n nx x a  ．

题型二：高考真题下的数列新定义

【典例 2-1】（2024年高考新课卷 1）设 m 为正整数，数列 1 2 4 2, ,..., ma a a  是公差不为 0 的等差数列，若从

中删去两项 ia 和  ja i j 后剩余的 4m项可被平均分为m组，且每组的 4 个数都能构成等差数列，则称数

列 1 2 4 2, ,..., ma a a  是  ,i j 可分数列．

(1)写出所有的  ,i j ，1 6i j   ，使数列 1 2 6, ,...,a a a 是  ,i j 可分数列；

(2)当 3m  时，证明：数列 1 2 4 2, ,..., ma a a  是  2,13 可分数列；

(3)从1, 2,..., 4 2m  中一次任取两个数 i 和  j i j ，记数列 1 2 4 2, ,..., ma a a  是  ,i j 可分数列的概率为 mP ，

证明：
1
8mP  ．

【答案】(1)      1,2 , 1,6 , 5,6

(2)证明见解析 (3)证明见解析

【解析】

【分析】(1)直接根据  ,i j 可分数列的定义即可；

(2)根据  ,i j 可分数列的定义即可验证结论；



(3)证明使得原数列是  ,i j 可分数列的  ,i j 至少有  21m m  个，再使用概率的定义.

【小问 1 详解】

首先，我们设数列 1 2 4 2, ,..., ma a a  的公差为d ，则 0d  .

由于一个数列同时加上一个数或者乘以一个非零数后是等差数列，当且仅当该数列是等差数列，

故我们可以对该数列进行适当的变形  1 1 1, 2,..., 4 2k
k

a aa k m
d


    ，

得到新数列  1,2,..., 4 2ka k k m   ，然后对 1 2 4 2, ,..., ma a a    进行相应的讨论即可.

换言之，我们可以不妨设  1,2,..., 4 2ka k k m   ，此后的讨论均建立在该假设下进行.

回到原题，第 1 小问相当于从1, 2,3, 4,5,6 中取出两个数 i 和  j i j ，使得剩下四个数是等差数列.

那么剩下四个数只可能是1, 2,3, 4 ，或 2,3, 4,5，或3,4,5,6 .

所以所有可能的  ,i j 就是      1,2 , 1,6 , 5,6 .

【小问 2 详解】

由于从数列1, 2,..., 4 2m  中取出 2 和13后，剩余的 4m个数可以分为以下两个部分，共m组，使得每组成

等差数列：

①     1,4,7,10 , 3,6,9,12 , 5,8,11,14 ，共3组；

②     15,16,17,18 , 19,20,21,22 ,..., 4 1,4 ,4 1,4 2m m m m   ，共 3m 组.

(如果 3 0m  ，则忽略②)

故数列1, 2,..., 4 2m  是  2,13 可分数列.

【小问 3 详解】

定义集合    4 1 0,1, 2,..., 1,5,9,13,..., 4 1A k k m m     ，

   4 2 0,1, 2,..., 2,6,10,14,..., 4 2B k k m m     .

下面证明，对1 4 2i j m    ，如果下面两个命题同时成立，

则数列1, 2,..., 4 2m  一定是  ,i j 可分数列：

命题 1： ,i A j B  或 ,i B j A  ；

命题 2： 3j i  .

我们分两种情况证明这个结论.

第一种情况：如果 ,i A j B  ，且 3j i  .

此时设 14 1i k  ， 24 2j k  ，  1 2, 0,1,2,...,k k m .



则由 i j 可知 1 24 1 4 2k k   ，即 2 1
1
4

k k   ，故 2 1k k .

此时，由于从数列1, 2,..., 4 2m  中取出 14 1i k  和 24 2j k  后，

剩余的4m个数可以分为以下三个部分，共m组，使得每组成等差数列：

①     1 1 1 11,2,3,4 , 5,6,7,8 ,..., 4 3,4 2,4 1,4k k k k   ，共 1k 组；

②     1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 24 2, 4 3,4 4,4 5 , 4 6,4 7,4 8,4 9 ,..., 4 2,4 1,4 ,4 1k k k k k k k k k k k k           ，共

2 1k k 组；

③     2 2 2 2 2 2 2 24 3,4 4,4 5,4 6 , 4 7,4 8,4 9,4 10 ,..., 4 1,4 ,4 1,4 2k k k k k k k k m m m m           ，共

2m k 组.
(如果某一部分的组数为 0 ，则忽略之)

故此时数列1, 2,..., 4 2m  是  ,i j 可分数列.

第二种情况：如果 ,i B j A  ，且 3j i  .

此时设 14 2i k  ， 24 1j k  ，  1 2, 0,1,2,...,k k m .

则由 i j 可知 1 24 2 4 1k k   ，即 2 1
1
4

k k  ，故 2 1k k .

由于 3j i  ，故    2 14 1 4 2 3k k    ，从而 2 1 1k k  ，这就意味着 2 1 2k k  .

此时，由于从数列1, 2,..., 4 2m  中取出 14 2i k  和 24 1j k  后，剩余的4m个数可以分为以下四个部

分，共m组，使得每组成等差数列：

①     1 1 1 11,2,3,4 , 5,6,7,8 ,..., 4 3,4 2,4 1,4k k k k   ，共 1k 组；

② 1 1 2 1 2 1 24 1,3 1,2 2 1, 3 1k k k k k k k       ， 1 2 1 2 1 2 23 2,2 2 2, 3 2,4 2k k k k k k k       ，共 2

组；

③全体 1 1 2 1 2 1 24 ,3 ,2 2 , 3k p k k p k k p k k p       ，其中 2 13, 4,...,p k k  ，共 2 1 2k k  组；

④     2 2 2 2 2 2 2 24 3,4 4,4 5,4 6 , 4 7,4 8,4 9,4 10 ,..., 4 1,4 ,4 1,4 2k k k k k k k k m m m m           ，共

2m k 组.

(如果某一部分的组数为 0 ，则忽略之)

这里对②和③进行一下解释：将③中的每一组作为一个横排，排成一个包含 2 1 2k k  个行，4个列的数表

以后，4个列分别是下面这些数：

 1 1 1 24 3,4 4,...,3k k k k   ， 1 2 1 2 1 23 3,3 4,..., 2 2k k k k k k     ，

 1 2 1 2 1 22 2 3,2 2 3,..., 3k k k k k k     ， 1 2 1 2 23 3, 3 4,..., 4k k k k k    .



可以看出每列都是连续的若干个整数，它们再取并以后，将取遍 1 1 24 1,4 2,..., 4 2k k k   中除开五个集

合 1 14 1,4 2k k  ， 1 2 1 23 1,3 2k k k k    ， 1 2 1 22 2 1,2 2 2k k k k    ， 1 2 1 23 1, 3 2k k k k    ，

 2 24 1,4 2k k  中的十个元素以外的所有数.

而这十个数中，除开已经去掉的 14 2k  和 24 1k  以外，剩余的八个数恰好就是②中出现的八个数.

这就说明我们给出的分组方式满足要求，故此时数列1, 2,..., 4 2m  是  ,i j 可分数列.

至此，我们证明了：对1 4 2i j m    ，如果前述命题 1 和命题 2 同时成立，则数列1, 2,..., 4 2m  一定

是  ,i j 可分数列.

然后我们来考虑这样的  ,i j 的个数.

首先，由于 A B ， A 和 B各有 1m 个元素，故满足命题 1 的  ,i j 总共有  21m  个；

而如果 3j i  ，假设 ,i A j B  ，则可设 14 1i k  ， 24 2j k  ，代入得    2 14 2 4 1 3k k    .

但这导致 2 1
1
2

k k  ，矛盾，所以 ,i B j A  .

设 14 2i k  ， 24 1j k  ，  1 2, 0,1,2,...,k k m ，则    2 14 1 4 2 3k k    ，即 2 1 1k k  .

所以可能的  1 2,k k 恰好就是      0,1 , 1,2 ,..., 1,m m ，对应的  ,i j 分别是

     2,5 , 6,9 ,..., 4 2,4 1m m  ，总共m个.

所以这  21m  个满足命题 1 的  ,i j 中，不满足命题 2 的恰好有m个.

这就得到同时满足命题 1 和命题 2 的  ,i j 的个数为  21m m  .

当我们从1, 2,..., 4 2m  中一次任取两个数 i 和  j i j 时，总的选取方式的个数等于

       
4 2 4 1

2 1 4 1
2

m m
m m

 
   .

而根据之前的结论，使得数列 1 2 4 2, ,..., ma a a  是  ,i j 可分数列的  ,i j 至少有  21m m  个.

所以数列 1 2 4 2, ,..., ma a a  是  ,i j 可分数列的概率 mP 一定满足

 
               

2

22 2
11

1 1 124
2 1 4 1 2 1 4 1 2 1 4 2 2 2 1 2 1 8m

mm mm m m mP
m m m m m m m m

             
       

.

这就证明了结论.

【点睛】关键点点睛：本题的关键在于对新定义数列的理解，只有理解了定义，方可使用定义验证或探究

结论.



【典例 2-2】（2024年高考新课卷 2）已知双曲线  2 2: 0C x y m m   ，点  1 5,4P 在C上， k为常数，

0 1k  ．按照如下方式依次构造点  2,3,...nP n  ，过 1nP  作斜率为 k的直线与C的左支交于点 1nQ  ，

令 nP 为 1nQ  关于 y轴的对称点，记 nP 的坐标为  ,n nx y .

(1)若
1

2
k  ，求 2 2,x y ；

(2)证明：数列 n nx y 是公比为
1
1
k
k




的等比数列；

(3)设 nS 为 1 2n n nP P P  的面积，证明：对任意的正整数 n， 1n nS S  .

【答案】(1) 2 3x  ， 2 0y 

(2)证明见解析 (3)证明见解析

【解析】

【分析】(1)直接根据题目中的构造方式计算出 2P 的坐标即可；

(2)根据等比数列的定义即可验证结论；

(3)思路一：使用平面向量数量积和等比数列工具，证明 nS 的取值为与 n无关的定值即可.思路二：使用等

差数列工具，证明 nS 的取值为与 n无关的定值即可.

【小问 1 详解】

由已知有 2 25 4 9m    ，故C的方程为 2 2 9x y  .

当
1

2
k  时，过  1 5,4P 且斜率为

1
2 的直线为

3
2
xy 

 ，与 2 2 9x y  联立得到

2
2 3 9

2
xx    

 
.

解得 3x   或 5x  ，所以该直线与C的不同于 1P的交点为  1 3,0Q  ，该点显然在C的左支上.

故  2 3,0P ，从而 2 3x  ， 2 0y  .

【小问 2 详解】

由于过  ,n n nP x y 且斜率为 k的直线为  n ny k x x y   ，与 2 2 9x y  联立，得到方程

  22 9n nx k x x y    .



展开即得      22 21 2 9 0n n n nk x k y kx x y kx       ，由于  ,n n nP x y 已经是直线  n ny k x x y  

和 2 2 9x y  的公共点，故方程必有一根 nx x .

从而根据韦达定理，另一根
  2

2 2

2 2
1 1
n n n n n

n

k y kx ky x k xx x
k k
  

  
 

，相应的

 
2

2

2
1

n n n
n n

y k y kxy k x x y
k

 
   


.

所以该直线与C的不同于 nP 的交点为

2 2

2 2

2 2,
1 1

n n n n n n
n

ky x k x y k y kxQ
k k

    
   

，而注意到 nQ 的横坐标亦

可通过韦达定理表示为
 
 

2

2

9
1
n n

n

y kx
k x

  


，故 nQ 一定在C的左支上.

所以

2 2

1 2 2

2 2,
1 1

n n n n n n
n

x k x ky y k y kxP
k k

    
   

.

这就得到
2

1 2

2
1

n n n
n

x k x kyx
k

 



，

2

1 2

2
1

n n n
n

y k y kxy
k

 



.

所以
2 2

1 1 2 2

2 2
1 1

n n n n n n
n n

x k x ky y k y kxx y
k k 

   
  

 

   
2 2 2

2 2 2

2 2 1 2 1
1 1 1 1

n n n n n n
n n n n

x k x kx y k y ky k k kx y x y
k k k k

      
     

   
.

再由
2 2
1 1 9x y  ，就知道 1 1 0x y  ，所以数列 n nx y 是公比为

1
1
k
k




的等比数列.

【小问 3 详解】

方法一：先证明一个结论：对平面上三个点 , ,U V W，若  ,UV a b


，  ,UW c d


，则

1
2UVWS ad bc  .(若 , ,U V W在同一条直线上，约定 0UVWS  )

证明：
21 1sin , 1 cos ,

2 2UVWS UV UW UV UW UV UW UV UW    

       

 
2

22 21 11
2 2

UV UWUV UW UV UW UV UW
UV UW

        
  

      
 

    22 2 2 21
2

a b c d ac bd    

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 2
2

a c a d b c b d a c b d abcd      



 22 2 2 21 1 12
2 2 2

a d b c abcd ad bc ad bc       .

证毕，回到原题.

由于上一小问已经得到
2

1 2

2
1

n n n
n

x k x kyx
k

 



，

2

1 2

2
1

n n n
n

y k y kxy
k

 



，

故    
2 2 2

1 1 2 2 2

2 2 1 2 1
1 1 1 1

n n n n n n
n n n n n n

x k x ky y k y kx k k kx y x y x y
k k k k 

      
      

   
.

再由
2 2
1 1 9x y  ，就知道 1 1 0x y  ，所以数列 n nx y 是公比为

1
1
k
k




的等比数列.

所以对任意的正整数m，都有

n n m n n mx y y x 

         1 1
2 2n n m n n m n n m n n m n n m n n m n n m n n mx x y y x y y x x x y y x y y x              

       1 1
2 2n n n m n m n n n m n mx y x y x y x y        

       1 1 1 1
2 1 2 1

m m

n n n n n n n n
k kx y x y x y x y
k k

                

 2 21 1 1
2 1 1

m m

n n
k k x y
k k

                 

9 1 1
2 1 1

m mk k
k k

                
.

而又有     1 1 1,n n n n n nP P x x y y      


，  1 2 2 1 2 1,n n n n n nP P x x y y       


，

故利用前面已经证明的结论即得

       
1 2 1 2 1 1 2 1

1
2n n nn P P P n n n n n n n nS S x x y y y y x x

              

       1 2 1 1 2 1
1
2 n n n n n n n nx x y y y y x x          

     1 2 1 2 1 1 2 2
1
2 n n n n n n n n n n n nx y y x x y y x x y y x            

2 21 9 1 1 9 1 1 9 1 1
2 2 1 1 2 1 1 2 1 1

k k k k k k
k k k k k k

                                        
.

这就表明 nS 的取值是与 n无关的定值，所以 1n nS S  .



方法二：由于上一小问已经得到
2

1 2

2
1

n n n
n

x k x kyx
k

 



，

2

1 2

2
1

n n n
n

y k y kxy
k

 



，

故    
2 2 2

1 1 2 2 2

2 2 1 2 1
1 1 1 1

n n n n n n
n n n n n n

x k x ky y k y kx k k kx y x y x y
k k k k 

      
      

   
.

再由
2 2
1 1 9x y  ，就知道 1 1 0x y  ，所以数列 n nx y 是公比为

1
1
k
k




的等比数列.

所以对任意的正整数m，都有

n n m n n mx y y x 

         1 1
2 2n n m n n m n n m n n m n n m n n m n n m n n mx x y y x y y x x x y y x y y x              

       1 1
2 2n n n m n m n n n m n mx y x y x y x y        

       1 1 1 1
2 1 2 1

m m

n n n n n n n n
k kx y x y x y x y
k k

                

 2 21 1 1
2 1 1

m m

n n
k k x y
k k

                 

9 1 1
2 1 1

m mk k
k k

                
.

这就得到 2 3 2 3 1 1
9 1 1
2 1 1n n n n n n n n

k kx y y x x y y x
k k     

         
，

以及

2 2

1 3 1 3 2 2
9 1 1
2 1 1n n n n n n n n

k kx y y x x y y x
k k     

                   
.

两式相减，即得        2 3 2 3 1 3 1 3 1 1 2 2n n n n n n n n n n n n n n n nx y y x x y y x x y y x x y y x                  .

移项得到 2 3 2 1 3 1 2 3 2 1 3 1n n n n n n n n n n n n n n n nx y y x x y y x y x x y y x x y                  .

故        3 2 1 2 1 3n n n n n n n ny y x x y y x x          .

而  3 3 3,n n n n n nP P x x y y    


，  1 2 2 1 2 1,n n n n n nP P x x y y       


.

所以 3n nP P 


和 1 2n nP P 


平行，这就得到

1 2 1 2 3n n n n n nP P P P P PS S
    

  ，即 1n nS S  .

【点睛】关键点点睛：本题的关键在于将解析几何和数列知识的结合，需要综合运用多方面知识方可得解.

【典例 2-3】(2023·北京·高考真题)已知数列   ,n na b 的项数均为 m ( 2)m  ，且 , {1, 2, , },n na b m     ,n na b 的

前 n项和分别为 ,n nA B ，并规定 0 0 0A B  ．对于  0,1, 2, ,k m  ，



定义  max , {0,1,2, , }k i kr i B A i m  ∣  ，其中，maxM表示数集 M中最大的数.

(1)若 1 2 3 1 2 32, 1, 3, 1, 3, 3a a a b b b      ，求 0 1 2 3, , ,r r r r 的值；

(2)若 1 1a b ，且 1 12 , 1, 2, , 1,j jjr r r j m     ，求 nr ；

(3)证明：存在  , , , 0,1, 2, ,p q s t m  ，满足 , ,p q s t  使得 tp sqA B A B   ．

【解析】(1)由题意可知： 0 1 2 3 0 1 2 30, 2, 3, 6, 0, 1, 4, 7A A A A B B B B        ，

当 0k  时，则 0 0 00, , 1, 2 , 3iB A B A i    ，故 0 0r  ；

当 1k  时，则 0 1 1 1 1, , , 2 , 3iB A B A B A i    ，故 1 1r  ；

当 2k  时，则 2 2 2 3 2, 0,1, , ,iB A i B A B A    故 2 1r  ；

当 3k  时，则 3 3 3, 0,1, 2,iB A i B A   ，故 3 2r  ；

综上所述： 0 0r  ， 1 1r  ， 2 1r  ， 3 2r  .

(2)由题意可知： nr m ，且 nr  N ，

因为 1, 1n na b  ，且 1 1a b ，则 1 0nA B B  对任意 *nN 恒成立，

所以 0 10, 1r r  ，

又因为 1 12 i i ir r r   ，则 1 1i i i ir r r r    ，即 1 1 2 1 0 1m m m mr r r r r r          ，

可得 1 1i ir r   ，

反证：假设满足 1 1n nr r   的最小正整数为0 1j m   ，

当 i j 时，则 1 2i ir r   ；当 1i j  时，则 1 1i ir r   ，

则      1 1 2 1 0 0m m m m mr r r r r r r r           2 2m j j m j     ，

又因为0 1j m   ，则  2 2 1 1mr m j m m m m        ，

假设不成立，故 1 1n nr r   ，

即数列 nr 是以首项为 1，公差为 1 的等差数列，所以 0 1 ,nr n n n     N .

(3)因为 ,n na b 均为正整数，则   ,n nA B 均为递增数列，

(ⅰ)若 m mA B ，则可取 0t q  ，满足 , ,p q s t  使得 tp sqA B A B   ；

(ⅱ)若 m mA B ，则 kr m ，

构建 ,1
nn r nS B A n m    ，由题意可得： 0nS  ，且 nS 为整数，

反证，假设存在正整数K，使得 KS m  ，

则 1, 0
K Kr K r KB A m B A     ，可得    1 1 1K K K K Kr r r r K r Kb B B B A B A m         ，

这与  1 1, 2, ,
Kr
b m   相矛盾，故对任意1 ,n m n   N ，均有 1nS m  .

①若存在正整数 N ，使得 0
NN r NS B A   ，即

NN rA B ，

可取 0, , Nt q p N s r    ，



满足 ,p q s t  ，使得 tp sqA B A B   ；

②若不存在正整数 N，使得 0NS  ，

因为   1, 2, , 1nS m      ，且1 n m  ，

所以必存在1 X Y m   ，使得 X YS S ，

即 X Yr X r YB A B A   ，可得 X YY r X rA B A B   ，

可取 , , ,Y Xp Y s r q X t r    ，

满足 ,p q s t  ，使得 tp sqA B A B   ；

(ⅲ)若 m mA B ，

定义  max , {0,1, 2, , }k i kR i A B i m   L∣ ，则 kR m ，

构建 ,1
nn R nS A B n m    ，由题意可得： 0nS  ，且 nS 为整数，

反证，假设存在正整数 ,1K K m  ，使得 KS m  ，

则 1, 0
K KR K R KA B m A B     ，可得    1 1 1K K K K KR R R R K R Ka A A A B A B m         ，

这与  1 1, 2, ,
KR

a m   相矛盾，故对任意1 1,n m n   N，均有 1nS m  .

①若存在正整数 N ，使得 0
NN R NS A B   ，即 NR NA B ，

可取 0, , Nq t s N p R    ，

即满足 ,p q s t  ，使得 tp sqA B A B   ；

②若不存在正整数 N，使得 0NS  ，

因为   1, 2, , 1nS m      ，且1 n m  ，

所以必存在1 X Y m   ，使得 X YS S ，

即 X YR X R YA B A B   ，可得 Y XR X R YA B A B   ，

可取 , , ,Y Xp R t X q R s Y    ，

满足 ,p q s t  ，使得 tp sqA B A B   .

综上所述：存在0 , 0q p m t s m      使得 tp sqA B A B   ．

【典例 2-4】(2022·北京·高考真题)已知 1 2: , , , kQ a a a 为有穷整数数列．给定正整数 m，若对任意的

{1,2, , }n m  ，在 Q中存在 1 2, , , , ( 0)i i i i ja a a a j    ，使得 1 2i i i i ja a a a n       ，则称 Q为m  连续

可表数列．

(1)判断 : 2,1, 4Q 是否为5连续可表数列？是否为 6连续可表数列？说明理由；

(2)若 1 2: , , , kQ a a a 为8连续可表数列，求证：k的最小值为 4；

(3)若 1 2: , , , kQ a a a 为20连续可表数列，且 1 2 20ka a a    ，求证： 7k  ．

【解析】(1) 2 1a  ， 1 2a  ， 1 2 3a a  ， 3 4a  ， 2 3 5a a  ，所以Q是5连续可表数列；易知，不存在 ,i j



使得 1 6i i i ja a a     ，所以Q不是 6连续可表数列．

(2)若 3k  ,设为 :Q , ,a b c ,则至多 , , , , ,a b b c a b c a b c    ，6 个数字，没有8个，矛盾；

当 4k  时,数列 :1,4,1,2Q ，满足 1 1a  ， 4 2a  ， 3 4 3a a  ， 2 4a  ， 1 2 5a a  ， 1 2 3 6a a a   ， 2 3 4 7a a a   ，

1 2 3 4 8a a a a    ， min 4k  ．

(3) 1 2: , , , kQ a a a ，若 i j 最多有 k种，若 i j ，最多有
2Ck 种，所以最多有

 2 1
C

2k

k k
k


  种，

若 5k  ，则 1 2 ,, , ka a a… 至多可表
 5 5 1

15
2


 个数，矛盾,

从而若 7k < ,则 6k  ， , , , , ,a b c d e f 至多可表
6(6 1) 21

2


 个数，

而 20a b c d e f      ，所以其中有负的，从而 , , , , ,a b c d e f 可表 1~20 及那个负数(恰 21 个)，这表明 ~a f

中仅一个负的，没有 0，且这个负的在 ~a f 中绝对值最小，同时 ~a f 中没有两数相同,设那个负数为

( 1)m m  ，

则所有数之和 1 2 5 4 15m m m m m          ， 4 15 19 1m m    ，

{ , , , , , } { 1,2,3,4,5,6}a b c d e f   ，再考虑排序，排序中不能有和相同，否则不足 20个，

1 1 2   (仅一种方式)，

1 与 2 相邻，

若 1 不在两端,则" , 1 , 2 , __, __, __"x  形式，

若 6x  ，则 5 6 ( 1)   (有 2 种结果相同，方式矛盾)，

6x  ， 同理 5,4,3x  ，故 1 在一端，不妨为" 1,2, , , , "A B C D 形式，

若 3A  ,则5 2 3  (有 2 种结果相同，矛盾)， 4A  同理不行，

5A  ，则 6 1 2 5    (有 2 种结果相同，矛盾)，从而 6A  ，

由于 7 1 2 6    ,由表法唯一知 3,4 不相邻,、

故只能 1, 2, 6,3,5, 4 ，①或 1, 2, 6, 4,5,3 ，②

这 2 种情形，

对①：9 6 3 5 4    ，矛盾，

对②：8 2 6 5 3    ，也矛盾，综上 6k  ，

当 7k  时，数列1,2,4,5,8, 2, 1  满足题意，

7k  ．

【变式 2-1】(2021·北京·高考真题)设 p为实数.若无穷数列 na 满足如下三个性质，则称 na 为 p 数列：

① 1 0a p  ，且 2 0a p  ；

② 4 1 4 , 1,2,n na a n   ( )；

③  , 1m n m n m na a a p a a p       ，  , 1,2,m n   ．

(1)如果数列 na 的前 4 项为 2，-2，-2，-1，那么 na 是否可能为 2 数列？说明理由；



(2)若数列 na 是 0 数列，求 5a ；

(3)设数列 na 的前 n项和为 nS .是否存在 p 数列 na ，使得 10nS S 恒成立？如果存在，求出所有的 p；如

果不存在，说明理由．

【解析】(1)因 为 1 22, 2, 2,p a a    所以 1 2 1 22, 1 3a a p a a p       ，

因 为 3 2,a   所 以  3 1 2 1 22, 2 1a a a a a     

所以数列 na ，不可能是 2 数列.

(2)性质① 1 20, 0a a  ，

由性质③  2 , 1m m ma a a   ，因此 3 1a a 或 3 1 1a a  ， 4 0a  或 4 1a  ，

若 4 0a  ，由性质②可知 3 4a a ，即 1 0a  或 1 1 0a   ，矛盾；

若 4 3 11, 1a a a   ，由 3 4a a 有 1 1 1a   ，矛盾.

因此只能是 4 3 11,a a a  .

又因为 4 1 3a a a  或 4 1 3 1a a a   ，所以 1
1
2

a  或 1 0a  .

若 1
1
2

a  ，则      2 1 1 1 1 1 1 1 10, 0 1 2 , 2 1 1, 2a a a a a a a a          ，

不满足 2 0a  ，舍去.

当 1 0a  ，则 na 前四项为:0，0，0，1，

下面用数学归纳法证明  4 4 4( 1, 2,3), 1n i na n i a n n N      ：

当 0n  时，经验证命题成立，假设当 ( 0)n k k  时命题成立，

当 1n k  时：

若 1i  ，则    4 54 1 1 4 5kk j k ja a a      ，利用性质③：

 *
4 5 ,1 4 4 { , 1}j k ja a j N j k k k       ∣ ，此时可得： 4 5 1ka k   ；

否则，若 4 5ka k  ，取 0k  可得： 5 0a  ，

而由性质②可得：  5 1 4 1,2a a a   ，与 5 0a  矛盾.

同理可得：

 *
4 6 ,1 4 5 { , 1}j k ja a j N j k k k       ∣ ，有 4 6 1ka k   ；

 *
4 8 , 2 4 6 { 1, 2}j k ja a j N j k k k        ∣ ，有 4 8 2ka k   ；

 *
4 7 ,1 4 6 { 1}j k ja a j N j k k       ∣ ，又因为 4 7 4 8k ka a  ，有 4 7 1.ka k  

即当 1n k  时命题成立，证毕.

综上可得： 1 0a  ， 5 4 1 1 1a a    .

(3)令 n nb a p  ，由性质③可知：



*, , m n m nm n N b a p      , 1m n m na p a p a p a p        , 1m n m nb b b b    ，

由于 1 1 2 2 4 1 4 1 4 40, 0, n n n nb a p b a p b a p a p b            ，

因此数列 nb 为 0 数列.

由(2)可知:

若 4 4 4, ( 1, 2,3), 1n i nn N a n p i a n p         ；

11 1 11 40 2 3 2 0aS S a p      ， 9 10 10 4 2 2 (2 ) 0S S a a p          ，

因此 2p  ，此时 1 2 10, , , 0a a a  ，  0 11ja j  ，满足题意.

【变式 2-2】(2020·北京·高考真题)已知 na 是无穷数列．给出两个性质：

①对于 na 中任意两项 , ( )i ja a i j ，在 na 中都存在一项 ma ，使
2
i

m
j

a a
a

 ；

②对于 na 中任意项 ( 3)na n ，在 na 中都存在两项 , ( )k la a k l ．使得
2
k

n
l

aa
a

 ．

(Ⅰ)若 ( 1, 2, )na n n   ，判断数列 na 是否满足性质①，说明理由；

(Ⅱ)若 12 ( 1, 2, )n
na n   ，判断数列 na 是否同时满足性质①和性质②，说明理由；

(Ⅲ)若 na 是递增数列，且同时满足性质①和性质②，证明： na 为等比数列.

【解析】(Ⅰ)  
2

3
2 3

2

92, 3,
2 n

aa aa Z
a

    Q 不具有性质①；

(Ⅱ)  
2 2

* (2 ) 1 *
2, , , 2 , 2i ji i
i j n

j j

a ai j N i j i j N a
a a

a 
        Q 具有性质①；

 
2

* (2 ) 1 1, 3, 1, 2, 2 2 ,k l nk
n n

l

an N n k n l an a
a

             Q 具有性质②；

(Ⅲ)解法一

首先，证明数列中的项数同号，不妨设恒为正数：

显然  0 *na n N  ，假设数列中存在负项，设  0 max | 0nN n a  ，

第一种情况：若 0 1N  ，即 0 1 2 30a a a a    ，

由①可知：存在 1m ，满足
1

2
2

1

0m
aa
a

  ，存在 2m ，满足
2

2
3

1

0m
aa
a

  ，

由 0 1N  可知
22
32

1 1

aa
a a

 ，从而 2 3a a ，与数列的单调性矛盾，假设不成立.

第二种情况：若 0 2N  ，由①知存在实数m，满足 0

2

1

0N
m

a
a

a
  ，由 0N 的定义可知： 0m N ，

另一方面， 0 0

0

0

2 2

1

N N
m N

N

a a
a a

a a
   ，由数列的单调性可知： 0m N ，



这与 0N 的定义矛盾，假设不成立.

同理可证得数列中的项数恒为负数.

综上可得，数列中的项数同号.

其次，证明
2
2

3
1

aa
a

 ：

利用性质②：取 3n  ，此时  
2

3
k

l

aa k l
a

  ，

由数列的单调性可知 0k la a  ，

而 3
k

k k
l

aa a a
a

   ，故 3k  ，

此时必有 2, 1k l  ，即
2
2

3
1

aa
a

 ，

最后，用数学归纳法证明数列为等比数列：

假设数列 na 的前  3k k  项成等比数列，不妨设  1
1 1s

sa a q s k   ，

其中 1 0, 1a q  ，( 1 0,0 1a q   的情况类似)

由①可得：存在整数m，满足
2

1
1

kk
m k

k

aa a q a
a 

   ，且 1 1
k

m ka a q a   (*)

由②得：存在 s t ，满足：
2

1
s s

k s s
t t

a aa a a
a a     ，由数列的单调性可知： 1t s k   ，

由  1
1 1s

sa a q s k   可得：
2

2 1 1
1 1 1

s t ks
k k

t

aa a q a a q
a

  
     (**)

由(**)和(*)式可得：
2 1 1

1 1 1
k s t ka q a q a q    ，

结合数列的单调性有： 2 1 1k s t k     ，

注意到 , ,s t k均为整数，故 2 1k s t   ，

代入(**)式，从而 1 1
k

ka a q  .

总上可得，数列 na 的通项公式为： 1
1

n
na a q  .

即数列 na 为等比数列.

解法二：

假设数列中的项数均为正数：

首先利用性质②：取 3n  ，此时
2

3 ( )k

l

aa k l
a

  ，

由数列的单调性可知 0k la a  ，

而 3
k

k k
l

aa a a
a

   ，故 3k  ，



此时必有 2, 1k l  ，即
2
2

3
1

aa
a

 ，

即 1 2 3, ,a a a 成等比数列，不妨设
2

2 1 3 1, ( 1)a a q a a q q   ，

然后利用性质①：取 3, 2i j  ，则
2 2 4

33 1
1

2 1
m

a a qa a q
a a q

   ，

即数列中必然存在一项的值为
3

1a q ，下面我们来证明
3

4 1a a q ，

否则，由数列的单调性可知
3

4 1a a q ，

在性质②中，取 4n  ，则
2

4
k k

k k
l l

a aa a a
a a

   ，从而 4k  ，

与前面类似的可知则存在{ , } {1, 2,3}( )k l k l  ，满足
2

4
k

l

aa
a

 ，

若 3, 2k l  ，则：
2

3
4 1

k

l

aa a q
a

  ，与假设矛盾；

若 3, 1k l  ，则：
2

4 3
4 1 1

k

l

aa a q a q
a

   ，与假设矛盾；

若 2, 1k l  ，则：
2

2
4 1 3

k

l

aa a q a
a

   ，与数列的单调性矛盾；

即不存在满足题意的正整数 ,k l，可见
3

4 1a a q 不成立，从而
3

4 1a a q ，

然后利用性质①：取 4, 3i j  ，则数列中存在一项
2 2 6

44 1
12

3 1
m

a a qa a q
a a q

   ，

下面我们用反证法来证明
4

5 1a a q= ，

否则，由数列的单调性可知 3 4
1 5 1a q a a q  ，

在性质②中，取 5n  ，则
2

5
k k

k k
l l

a aa a a
a a

   ，从而 5k  ，

与前面类似的可知则存在    , 1,2,3,4k l k l  ，满足
2

5
k

l

aa
a

 ，

即由②可知：
2 2 2 2

2 11
5 11

1

k
k lk

l
l

a a qa a q
a a q


 

   ，

若 2 1 4k l   ，则
4

5 1a a q= ，与假设矛盾；

若 2 1 4k l   ，则
4

5 1a a q ，与假设矛盾；

若 2 1 4k l   ，由于 ,k l为正整数，故 2 1 3k l   ，则
3

5 1a a q ，与
3

1 5a q a 矛盾；

综上可知，假设不成立，则
4

5 1a a q= .

同理可得：
5 6

6 1 7 1, ,a a q a a q  ，从而数列 na 为等比数列，

同理，当数列中的项数均为负数时亦可证得数列为等比数列.



由推理过程易知数列中的项要么恒正要么恒负，不会同时出现正数和负数.

从而题中的结论得证，数列 na 为等比数列.

题型三：数列定义新概念

【典例 3-1】(2024·广西南宁·一模)若无穷数列 na 满足  1 10, n na a a f n   ，则称数列 na 为 数列，若

 数列 na 同时满足
1

2n
na 

 ，则称数列 na 为 数列．

(1)若数列 na 为 数列，   1,f n n  N ，证明：当 2025n  时，数列 na 为递增数列的充要条件是

2025 2024a  ；

(2)若数列 nb 为 数列，  f n n ，记 2n nc b ，且对任意的 n N ，都有 1n nc c  ，求数列 nc 的通项公式．

【解析】(1)先证必要性：

依题意得， 1 1n na a   ，又数列 na 是递增数列，故 1 1n na a   ，

故数列 na 是 1 0a  ，公差 1d  的等差数列，

故  2025 0 2025 1 1 2024a      .

再证充分性：

由 1 1n na a   ，得 1 1n na a   ，

故      2025 2025 2024 2024 2023 2 1 1 2024a a a a a a a a        ，

当且仅当 1 1n na a   时取等号.

又 2025 2024a  ，故 1 1n na a   ，故数列 na 是递增数列.

(2)因为 2n nc b ，由 1n nc c  ，知数列 nc 是单调递增数列，

故数列 nb 的偶数项构成单调递增数列，

依题意，可得 2 4 0,1b b   ，故当 2 0nb  时，有 2n  .

下面证明数列 nb 中相邻两项不可能同时为非负数.

假设数列 nb 中存在 1,i ib b  同时为非负数，

因为 1| |i ib b i   ，

若 1i ib b i   ，则有
 

1

1 1
2i i

i
b b i i

 
    ，与条件矛盾；

若 1i ib b i    ，则有 1
1

2i i
ib b i i


    ，与条件矛盾；

即假设不存在，即对任意正整数 1, ,n nn b b  中至少有一个小于 0；

由 2 0nb  ，对 2n  成立，

故 2n  时， 2 1 0nb   ， 2 1 0nb   ，即 2 2 1 2 2 1,n n n nb b b b   ，



故  2 2 1 2 1 2 22 1, 2 2n n n nb b n b b n         ，

故    2 2 1 2 1 2 2 1n n n nb b b b      ，

即 2 2 2 1, 2n nb b n   ，即 1 1 2,n nc c n   .

又 1 2 2 4 0,1c b c b     ，所以数列 nc 是 1 1c   ，公差为 1 的等差数列，

所以  1 1 2nc n n      .

【典例 3-2】 (2024· 山东泰安 · 一模 ) 已知各项均不为 0 的递增数列  na 的前 n 项和为 nS ，且

 1 2 1 1 12, 4, 2 2n n n n n na a a a S S S S       ( *nN ，且 2n  )．

(1)求数列
1

nS
 
 
 

的前 n项和 nT ；

(2)定义首项为 2 且公比大于 1 的等比数列为“G -数列”．证明：

①对任意 5k  且 *kN ，存在“G -数列” nb ，使得 1k k kb a b   成立；

②当 6k  且 *k N 时，不存在“G -数列” nc ，使得 1m m mc a c   对任意正整数m k 成立．

【解析】(1)

     1 1 1 12 2 2 2n n n n n n n n na a S S S S S a a n         ，

 na 各项均不为 0 且递增，

1 0n na a   ，

1

1

2 n n
n

n n

a aS
a a





 
 ，

 1
1

1

2 3n n
n

n n

a aS n
a a






  
 ，

1 1

1 1

2 n n n n
n

n n n n

a a a aa
a a a a

 

 

  
  ，

化简得    1 1 2 0 3n n n na a a a n     ，

 1 1 2 3n n na a a n     ，

1 22, 4a a  ，

 2 3 2 3 1 22 2a a S S S S    ，

3 6a  ，

1 3 22a a a   ，

 na 为等差数列，

22 ,n na n S n n    ，



 
1 1 1 1

1 1nS n n n n
   

  ，

1 1 1 1 11
2 2 3 1 1n

nT
n n n

        
 

 ；

(2)①证明：设“G-数列”公比为q，且 1q  ，

由题意，只需证存在q对 5k  且 * 1,2 2 2k kk N q k q   成立，

即  1 ln ln lnk q k k q   成立，

设   lnxf x
x

 ，则   2

1 lnxf x
x
  ，

令   0f x  ，解得 ex ，

当  0,ex 时，    0,f x f x  单调递增，

当  e,x  时，    0,f x f x  单调递减，

ln2 ln3
2 3

 ，

  ln ln3
3

kf k
k

   ，

存在 3 3q  ，使得 ln lnk k q 对任意 5k  且 *k N 成立，

经检验，对任意 5k  且 * 13, ( 3)kk k N 均成立，

对任意 5k  且 *k N ，存在“G-数列” nb 使得 1k k kb a b   成立；

②由①知，若 1m m mc a c   成立，则 1m mq m q   成立，

当 6k  时，取 3m  得 2 33q q  ，取 6m  得 5 66q q  ，

由
3

5

3
6

q
q
 



，得

15

15

243
216

q
q
 



，

q 不存在，

当 6k  且 *k N 时，不存在“G-数列” nc 使得 1m m mc a c   对任意正整数m k 成立．

【变式 3-1】(2024·江西南昌·一模)对于各项均不为零的数列 nc ，我们定义：数列 n k

n

c
c
 

 
 

为数列 nc 的“ k 

比分数列”.已知数列   ,n na b 满足 1 1 1a b  ，且 na 的“1比分数列”与 nb 的“2-比分数列”是同一个数列.

(1)若 nb 是公比为 2 的等比数列，求数列 na 的前 n项和 nS ；

(2)若 nb 是公差为 2 的等差数列，求 na .

【解析】(1)由题意知
1 2n n

n n

a b
a b
  ，

因为 1 1b  ，且 nb 是公比为 2 的等比数列，所以
1 4n

n

a
a
  ，



因为 1 1a  ，所以数列 na 首项为 1，公比为 4 的等比数列，

所以
   

1 1 4 1 4 1
1 4 3

n
n

nS
 

   


；

(2)因为 1 1b  ，且 nb 是公差为 2 的等差数列，所以 2 1nb n  ，

所以
1 2 2 3

2 1
n n

n n

a b n
a b n
  
 

 ，

所以
1 2

1 2 1

2 1 2 1 5, , ,
2 3 2 5 1

n n

n n

a a an n
a n a n a



 

 
  

 
 ，

所以
  

1

2 1 2 1
3 1

n n na
a

 



，因为 1 1a  ，

所以  21 4 1
3na n   .

题型四：数列定义新运算

【典例 4-1】(2024·江苏徐州·一模)对于每项均是正整数的数列 P： 1 2, , , na a a ，定义变换 1T ， 1T 将数列 P变

换成数列  1T P ： 1 2, 1, 1, , 1nn a a a   ．对于每项均是非负整数的数列 1 2: , , , mQ b b b ，定义

2 2 2
1 2 1 2( ) 2( 2 )m mS Q b b mb b b b         ，定义变换 2T ， 2T 将数列 Q各项从大到小排列，然后去掉所有为零

的项，得到数列  2T Q ．

(1)若数列 0P 为 2，4，3，7，求   1 0S T P 的值；

(2)对于每项均是正整数的有穷数列 0P，令   1 2 1k kP T T P  ， Nk ．

(i)探究   1 0S T P 与  0S P 的关系；

(ii)证明：    1k kS P S P  ．

【解析】(1)依题意， 0 : 2, 4,3,7P ，  1 0 : 4,1,3,2,6T P ，

  1 0 2(4 2 1 3 3 4 2 5 6) 16 1 9 4 36 172S T P                .

(2)(i)记 *
0 1 2 1 2: , , , , ( ), , ,n nP a a a a a a N  ，

 1 0 1 2: , 1, 1, , 1nT P n a a a   ，

2
1 0 1 2( ( 2[ 2 1) 3( 1) ( 1)( 1)) ( ]) nS T P n a a n a n          2 2 2

1 21) ( 1( ) ( 1)na a a       ，

2 2 2
0 1 2 3 1 2( 2 2) ( )3 n nS P a a a na a a a          ，

1 0 0 1 2( ( 2 2 6( )) 4) 2 2 nS T P S P n a a a          2
1 22( 1) 2 2 2 nn n a a a n       

2 (2 6)3 0
2

n nn n  
    ，所以 1 0 0( )) )( (S T P S P .

(ii)设A 是每项均为非负整数的数列 1 2, , , na a a ，

当存在1 i j n   ，使得 i ja a 时，交换数列A 的第 i项与第 j项得到数列 B，



则 ( ) ( ) 2( 2( ) 0) ( )j i i j j iS B S A ia ja ia ja i j a a         ，

当存在1 m n  ，使得 1 2 0m m na a a     时，若记数列 1 2, , , ma a a 为C，则 ( ) ( )S C S A ，

因此  2 ( ) ( )S T A S A ，从而对于任意给定的数列 0P，

由   1 2 1 ( 0,1, 2, )k kP T T P k    ，     1 1k kS P S T P  ，由(i)知     1 k kS T P S P ，

所以    1k kS P S P  .

【典例 4-2】(2024·江西赣州·一模)设数列  1 2: , , , 2NA a a a N  .如果对小于  2n n N  的每个正整数 k都有

k na a .则称 n是数列A 的一个“D时刻”.记  D A 是数列A 的所有“D时刻”组成的集合，  D A 的元素个数记

为  card ,D A .

(1)对数列 : 1,1, 2,2, 3,3A    ，写出  D A 的所有元素；

(2)数列 1 2 6: , , ,A a a a 满足   1 2 6, , , 1, 2,3, 4,5,6a a a  ，若  card , 4D A  .求数列A 的种数.

(3)证明：若数列A 满足  1 1 2,3, 4, ,n na a n N     ，则   1card , ND A a a  .

【解析】(1)由题设知当 3n  时， 1 3 2 3,a a a a  ，故 3n  是数列A 的一个“D时刻”，

同理当 5n  时，都有  5 1, 2,3, 4ia a i  ，即 5n  也是数列A 的一个“D时刻”，

综上，    3,5D A  .

(2)解法一：

由  card , 4D A  ，易知 1 5a  或 1 6a 

①当 1 5a  时， 4,3, 2,1必须从左往右排列，6 可以是  2,3, 4,5,6ia i  中任一个，共有 5 种情况

②当 1 6a  时，若  D A 中的四个元素是由集合A 中的元素 4,3, 2,1或5,3,2,1或5,4,2,1或5,4,3,1引起的

【变式 4-1】若由 4,3, 2,1引起，即 4，3，2，1 从左往右排列，则 5 必须排在 4 的后面，共 4 种；

【变式 4-2】若由5,3,2,1引起，即 5，3，2，1 从左往右排列，则 4 必须排在 3 的后面，共 3 种

【变式 4-3】若由5,4,2,1引起，即5,4,2,1从左往右排列，则 3 必须排在 2 的后面，共 2 种；

【变式 4-4】若由5,4,3,1引起，即5,4,3,1从左往右排列，则 2 必须排在 1 的后面，共 1 种

综上，符合  card , 4D A  的数列A 有 15 种

解法二：

因为数列  1 2 6: , , , 1, 2,3, 4,5,6A a a a  ，

由题意可知  D A 中的四个元素为 2,3,4,5,6中的四个，共有 5 种情况：

①当    3, 4,5,6D A  时，数列  5,6, 4,3, 2,1A  共有 1 种情况；

②当    2, 4,5,6D A  时，数列    6, 4,5,3, 2,1 , 5, 4,6,3, 2,1A  共有 2 种情况；

③当    2,3,5,6D A  时，数列      6,5,3, 4, 2,1 , 6, 4,3,5, 2,1 , 5, 4,3,6, 2,1A  共有 3 种情况；

④当    2,3, 4,6D A  时，



数列        6,5, 4, 2,3,1 , 6,5,3, 2, 4,1 , 6, 4,3, 2,5,1 , 5, 4,3, 2,6,1A  共有 4 种情况；

⑤当    2,3, 4,5D A  时，

数列        6,5, 4,3,1, 2 , 6,5, 4, 2,1,3 , 6,5,3, 2,1, 4 , 6, 4,3, 2,1,5A  ， 5,4,3,2,1,6 共有 5 种情况；

综上，符合  card , 4D A  的数列A 有 15 种.

(3)①若  card , 0D A  ，由 1 Na a ，

所以 1 0Na a  ，即   1card , ND A a a  成立；

②若    card , 1D A m m  ，

不妨设      1 2 3 1 2 3, , , , ,m mD A i i i i i i i i      且  2 1, 2, ,ji N j m   

从而 1 1 1 2 1 2 2 11 1 1 11; 1; ; 1
m m m mi i i i i i i i i i ia a a a a a a a a a a a

                

由累加法知： 1mi
a a m  

又 1 1mN ia a a a m     ，即 1 Nm a a  ；

综上，   1card , ND A a a  ，证毕.

【变式 4-5】(2024·高三·山东·开学考试)在无穷数列 na 中，令 1 2n nT a a a L ，若 n  N ，  n nT a ，则称 na

对前 n项之积是封闭的．

(1)试判断：任意一个无穷等差数列 na 对前 n项之积是否是封闭的？

(2)设 na 是无穷等比数列，其首项 1 2a  ，公比为q．若 na 对前 n项之积是封闭的，求出q的两个值；

(3)证明：对任意的无穷等比数列 na ，总存在两个无穷数列 nb 和 nc ，使得  *
n n na b c n  N ，其中 nb

和 nc 对前 n项之积都是封闭的．

【解析】(1)不是的，理由如下：

如等差数列
1 3, 1, , 2,
2 2

     
 

 ， 2 1 2
1 1 3, 1, , 2,
2 2 2

T a a         
 



所以不是任意一个无穷等差数列对前 n项之积是封闭的．

(2) na 是等比数列，其首项 1 2a  ，公比q，

所以  1 1 *
1 2n n

na a q q n    N ，

所以  
 1

1 2 1 2
1 2 2 2

n n
nn n

n nT a a a q q


      ，

由已知得，对任意正整数n，总存在正整数m，使得 n mT a 成立，

即对任意正整数n，总存在正整数m，

使得
( 1)

122 2
n n

n mq q


 成立，

即对任意正整数n，总存在正整数m，使得
   1

1 12 2
n n

m nq


   成立，



①当
 1

1
2

n n
m


  时，得

   1
1 1

2
n n

m n


    ，所以 2q = ；

②当
   

21 3 42 1
2 2

n n n nm n
  

     时，得
     1

1 1 0
2

n n
m n

 
     

 
，

且
1
2

q  ，

综上， 2q = 或
1
2 .

(3)对任意的无穷等比数列 na ，

1
1

1 1
1

n
n n

n
qa a q a
a



  
    

 
，

令 1
n

nb a ，

1

1

n

n
qc
a


 

  
 

，则  *
n n na b c n  N ，

下面证明： nb 是对前 n项之积是封闭的．

因为 1
n

nb a ，所以
 1

1 2 2
1 1

n n
n

nT a a


    ，

取正整数
 1

2
n n

m


 得， n mT b ，

所以 nb 对前 n项之积是封闭的，

同理证明： nc 也对前 n项之积是封闭的，

所以对任意的无穷等比数列 na ，总存在两个无穷数列 nb 和 nc ，

使得  *
n n na b c n  N ，其中 nb 和 nc 对前 n项之积都是封闭的．

【变式 4-6】(2024·福建泉州·模拟预测)  ,a b 表示正整数 a，b的最大公约数，若

    *
1 2, , , 1, 2, , , Nkx x x m k m   ，且  1 2, , , kx x x x   ， , 1x m  ，则将 k的最大值记为  m ，例如：

 1 1  ，  5 4  .

(1)求  2 ，  3 ，  6 ；

(2)已知  , 1m n  时，      mn m n   .

(i)求  6 n
；

(ii)设  
1

3 6 1n n
b




 ，数列 nb 的前 n项和为 nT ，证明：
6
25nT  .

【解析】(1)依题可得  m 表示所有不超过正整数 m，且与 m互质的正整数的个数，

因为与 2 互质的数为 1，所以  2 1  ；

因为与 3 互质的数为 1，2，所以  3 2  ；

因为与 6 互质的数为 1，5，所以  6 2  .



(2)(i)因为 1, 2n  中与 2n互质的正整数只有奇数，

所以 1, 2n  中与 2n互质的正整数个数为 12n ，所以   12 2n n  ，

又因为  13 2,3 1, 2, ,3nk k k    中与3n互质的正整数只有3 2k  与3 1k  两个，

所以 1,3n  中与3n互质的正整数个数为 12 3n ，

所以   13 2 3n n   ，所以       16 2 3 2 6n n n n      ，

(ii)解法一：因为  
1

3 6 1n n
b




 ，

所以
1

6 1n nb 


，所以 1

1
5 6n nb 


，

令 1

1
5 6n nc 


，因为 1

1

1
15 6

1 6
5 6

n
n

n
n

c
c




 



，

所以数列 nc 是以
1
5
为首项，

1
6
为公比的等比数列，

所以数列 nc 的前 n项和

1 11
5 6 6 111 25 61

6

n

n

nS

               
   

，

所以
6 11
25 6

n

nT
     

   
，

又因为
1 0
6

n
   
 

，所以
6
25nT  ，

解法二：因为  
1

3 6 1n n
b




 ，所以
1

6 1n nb 


，

又因为   
1

1

1 6 1
6 1 6 1 6 1

n

n n n n
b






 

   ，

所以
  

   
  

1
1

11 1

6 6 1 6 16 6 1 15
5 6 1 6 16 1 6 1 6 1 6 1

n n
n

n n nn n n n
b




 

                
，

所以 1 2 2 3 3 4 1

6 1 1 1 1 1 1 1 1
5 6 1 6 1 6 1 6 1 6 1 6 1 6 1 6 1n n nT 
                  

 ，

所以 1 1

6 1 1
5 6 1 6 1n nT 
     

，所以 1

6 6 1
25 5 6 1n nT 

     

因为 1

1 0
6 1n 


，所以

6
25nT  ，



题型五：数列定义新情景

【典例 5-1】(2024·海南·模拟预测)若有穷数列 1 2, , , na a a (n是正整数)，满足 1i n ia a   ( Ni ，且 1 i n  ，

就称该数列为“S数列”.

(1)已知数列 nb 是项数为 7 的S数列，且 1 2 3 4, , ,b b b b 成等比数列， 1 32, 8b b  ，试写出 nb 的每一项；

(2)已知 nc 是项数为  2 1 1k k  的S数列，且 1 2 2 1, , ,k k kc c c   构成首项为 100，公差为 4 的等差数列，数

列 nc 的前 2 1k  项和为 2 1kS  ，则当 k为何值时， 2 1kS  取到最大值？最大值为多少？

(3)对于给定的正整数 1m  ，试写出所有项数不超过 2m的S数列，使得 2 1,1, 2, 2 , 2m 成为数列中的连续项；

当 1500m  时，试求这些S数列的前 2024 项和 2024S .

【解析】(1)设 nb 的公比为q，

则
2 2 2

3 1 2 8, 4b b q q q    ，解得 2q   ，

当 2q = 时，数列 nb 为2,4,8,16,8,4,2；

当 2q   时，数列 nb 为 2, 4,8, 16,8, 4,2   ；

综上，数列 nb 为 2,4,8,16,8,4,2或 2, 4,8, 16,8, 4,2   .

(2)解法一：因为 1 2 2 1, , ,k k kc c c   构成首项为 100，公差为 4 的等差数列，

所以 2 1 1 2 1 2 2 1k k k k kS c c c c c c         

 1 2 2 1 12 k k k kc c c c      

     1
2 100 1 4 100

2
k k

k
  

       
 

24 196 100k k   

2494 2501
2

k     
 

，

又 *N , 1k k  ，所以当 24k  或 25k  时， 2 1kS  取得最大值 2500 .

解法二：当该S 数列恰为 4,8, ,96,100,96, ,8,4  或0,4,8, ,96,100,96, ,8,4,0  时取得最大值，

此时 24k  或 25k  ，

所以当 24k  或 25 时，
 

2 1

4 96 24
2 100 2500

2kS 

 
    .

(3)依题意，所有可能的“S数列”是：

① 2 2 1 2 21, 2, 2 , , 2 , 2 , 2 , , 2 , 2,1m m m    ；

② 2 2 1 1 2 2, , , 1 1,, 2, 2 , 2 2 2 2 ,, 2 ,, 2m m m m     ；

③ 1 2 2 2 2 12 , 2 , , 2 2,1, 2, 2, 2 2, ,,m m m m    

④ 1 2 2 2 2 12 , 2 , , 2 2,1,1, 2, 2, 2 , 2, ,m m m m    

对于①，当 2024m  时，
2024

2 2023 2024
2024

1 21 2 2 2 2 1
1 2

S 
       


 ；



当1500 2023m  时，

   2 1 2 2 2025
2024 1 2 2 2 2 2m m m mS            

 2 2025 20242 1 21 2
1 2 1 2

m mm   
 

 
1 2 20252 2 2 1m m m     ；

对于②，当 2024m  时，
2024

2024 2 1S   ；

当1500 2023m  时，    2 1 1 2 2 2024
2024 1 2 2 2 2 2 2m m m m mS              

 2 2024 20242 1 21 2
1 2 1 2

m mm   
 

 
1 2 20242 2 1m m    ；

对于③，当 2024m  时，
1 2 2024

2024 2 2 2m m mS      

 2024 2024
2024

2 1 2
2 2

1 2

m
m m




 
  


；

当1500 2023m  时，    1 2 2024
2024 2 2 2 1 2 2m m mS           

 2024
2025

2 1 21 2 2 2 3
1 2 1 2

mm
m m




 
    

 
；

对于④，当 2024m  时，
1 2 2024

2024 2 2 2m m mS      

 2024 2024
2024

2 1 2
2 2

1 2

m
m m




 
  


；

当1500 2023m  时，    1 2 2023
2024 2 2 2 1 1 2 2m m mS            

2024
20241

1 2 1 2
2 1 2 2 2 2
m m

m m












  ；

【典例 5-2】(2024·高三·全国·专题练习)将平面直角坐标系中的一列点  1 11,A a 、  2 22,A a 、L 、  ,n nA n a 、

L ，记为 nA ，设   1n nf n A A j 
 

，其中 j

为与 y轴方向相同的单位向量.若对任意的正整数 n，都有

   1f n f n  ，则称 nA 为T点列.

(1)判断  1 1,1A 、 2
12,
2

A  
 
 

、 3
13,
3

A  
 
 

、L 、
1,nA n
n

 
 
 

、L 是否为T 点列，并说明理由；

(2)若 nA 为T点列，且 2 1.a a 任取其中连续三点 kA 、 k 1A  、 2kA  ，证明 1 2k k kA A A  为钝角三角形；

(3)若 nA 为T点列，对于正整数 k、 l、  m k l m  ，比较 l m kA A j 
 

与 l k mA A j 
 

的大小，并说明理由.

【解析】(1) nA 为T 点列，理由如下：

由题意可知， 1
1 1(1, )

1n nA A
n n  



，  0,1j 


，所以   1
1 1

1n nf n A A j
n n   


 
，

      
1 1 1 1 21 0

2 1 1 1 2
f n f n

n n n n n n n
              

，即    1f n f n  ， Nn  ，



所以  1 1,1A 、 2
12,
2

A  
 
 

、 3
13,
3

A  
 
 

、L 、
1,nA n
n

 
 
 

、L 为T点列；

(2)由题意可知，  1 11,n n n nA A a a  


，  0,1j 


，所以   1 1n n n nf n A A j a a    
 

，

因为 nA 为T点列，所以      2 1 11 0n n n nf n f n a a a a         ， Nn  ，

又因为 2 1a a ，所以 2 1 0.a a 

所以对 nA 中连续三点 kA 、 k 1A  、 2kA  ，都有 2 1 1k k k ka a a a     ， 2 1 .k k ka a a  

因为  1 11,k k k kA A a a  


，  1 2 2 11,k k k kA A a a    


，

因为 2 1 1k k k ka a a a     ，故 1k kA A 


与 1 2k kA A 


不共线，即 kA 、 k 1A  、 2kA  不共线，

因为   1 1 2 1 2 11 0k k k k k k k kA A A A a a a a           
 

，

所以，
1 1 2

1 2
1 1 2

cos 0k k k k
k k k

k k k k

A A A AA A A
A A A A

  
 

  


  



 
  ，则 1 2k k kA A A  为钝角，

所以 1 2k k kA A A  为钝角三角形；

(3)由 k l m  ， 3.≥m

因为 nA 为T点列，由 (2) 知 2 1 1n n n na a a a     ， Nn  ，

所以 1 1 2m k m k m k m ka a a a         ， 1 2 2 3m k m k m k m ka a a a          ，L ，

1 1m m m ma a a a    ，

两边分别相加可得 1 1m k m m k ma a a a      ，

所以 1 1 2 2m k m m k m l l ka a a a a a            ，

所以 m k m l l ka a a a    ，所以 m k l m l ka a a a    ，

又  ,l m k m k lA A m k l a a    


，  ,l k m m l kA A m l k a a    


，

所以 l m k m k lA A j a a   
 

， l k m m l kA A j a a   
 

，

所以 .l m k l k mA A j A A j   
  

【变式 5-1】(2024·辽宁葫芦岛·一模)大数据环境下数据量积累巨大并且结构复杂，要想分析出海量数据所蕴

含的价值，数据筛选在整个数据处理流程中处于至关重要的地位，合适的算法就会起到事半功倍的效果．现

有一个“数据漏斗”软件，其功能为；通过操作  ,L M N 删去一个无穷非减正整数数列中除以 M余数为 N的

项，并将剩下的项按原来的位置排好形成一个新的无穷非减正整数数列．设数列 na 的通项公式
13nna
 ，

n N ，通过“数据漏斗”软件对数列 na 进行  3,1L 操作后得到 nb ，设 n na b 前 n项和为 nS ．

(1)求 nS ；

(2)是否存在不同的实数 , ,p q r N ，使得 pS ， qS ， rS 成等差数列？若存在，求出所有的  , ,p q r ；若不存

在，说明理由；



(3)若 2(3 1)
n

n n

nSe 


， n N ，对数列 ne 进行  3,0L 操作得到 nk ，将数列 nk 中下标除以 4 余数为 0，1

的项删掉，剩下的项按从小到大排列后得到 np ，再将 np 的每一项都加上自身项数，最终得到 nc ，证

明：每个大于 1 的奇平方数都是 nc 中相邻两项的和．

【解析】(1)由 13nna
 ， n N 知：当 1n  时， 1 1a  ；

当 2n  时
3
na N ，故 3nnb  ， n N ，

则  1

1

1 34 3 4 2 3 1
1 3

nn
n n

n
i

S 




    

 ， n N ；

(2)假设存在，由 nS 单调递增，不妨设 p q r  ， 2 q p rS S S  ， p，q， r N ，

化简得3 3 2p q r q   ，∵ 0p q  ，∴ 0 3 1p q  ，

∴1 3 2r q  ，∴
2
30 log 1r q    ，

与“ q r ，且q， r N ”矛盾，故不存在；

(3)由题意，
2(3 1)

2(3 1) 2(3 1)

n
n

n n n

nS ne n 
  

 
，则 3 3ne n ， 3 2 3 2ne n   ， 3 1 3 1ne n   ，

所以保留 3 2ne  ， 3 1ne  ，则 2 1 3 2nk n   ， 2 3 1nk n  ， n N ，

又 4 1 6 1nk n   ， 4 2 6 2nk n   ， 4 3 6 4nk n   ， 4 4 6 5nk n   ， n N ，

将 4nk ， 4 1nk  删去，得到 np ，则 2 1 6 2np n   ， 2 2 6 4np n   ，

   2 1 6 2 2 1 8 3nc n n n       ，    2 2 6 4 2 2 8 6nc n n n       ， n N ，

即： 2 1 8 5nc n   ， 2 8 2nc n  ， n N ，

即：
4 1, 2 1
4 2, 2n

n n k
c

n n k
  

   
， k N ，

记
 1

2k

k k
r


 ，下面证明： 1

2(2 1)
k krrk c c    ，

由
2

4 8 2mr m m  ，
2

4 1 8 6 1mr m m    ，
2

4 2 8 10 3mr m m    ，
2

4 3 8 14 6mr m m    ，

4k m 时，
2

4 8 2mr m m  ，
2

4 1 8 2 1mr m m    ，

   4 4

2 2
1 4 8 2 2 4 8 2 1 1

tm mr rc c m m m m
             

2 264 16 1 (2 4 1)m m m      ；

4 1k m  时，
2

4 1 8 6 1mr m m    ，
2

4 1 8 6 2mr m m    ，

   4 1 4 1

2 2
1 4 8 6 1 1 4 8 6 2 2

m mr rc c m m m m
  

              

  2264 48 9 2 4 1 1m m m        ；

4 2k m  时，
2

4 2 8 10 3mk m m    ，
2

4 2 1 8 10 4mk m m     ，



   4 2 4 2

2 2
1 4 8 10 3 1 4 8 10 4 2

m mk kc c m m m m
  

              

  2264 80 25 2 4 2 1m m m        ；

4 3k m  时，
2

4 3 8 14 6mr m m    ，
2

4 3 1 8 14 7mr m m     ，

   4 3 4 3

2 2
1 4 8 14 6 2 4 8 14 7 1

m mr rc c m m m m
  

              

  2264 112 49 2 4 3 1m m m        ，

综上，对任意的 k N ，都有  2
12 1

k kr rk c c    ，原命题得证．

题型六：差分数列、对称数列

【典例 6-1】(2024·全国·模拟预测)给定数列    na ，称 1{ }n na a  为    na 的差数列(或一阶差数列)，称数列

1{ }n na a  的差数列为    na 的二阶差数列……

(1)求{2 }n 的二阶差数列；

(2)用含   m 的式子表示{2 }n 的   m阶差数列，并求其前   n 项和．

【解析】(1)由差数列的定义，数列{2 }n 的一阶差数列为 1 1{2 2 } {2 }n n n  

数列{2 }n 的二阶差数列为 1{2 }n 的一阶差数列，即 1 2 2{2 2 } {2 }n n n   

故数列{2 }n 的二阶差数列为 2{2 }n ．

(2)通过找规律得，{2 }n 的m阶差数列为{2 }n m ，下面运用数学归纳法进行证明：

①当 1m  时，显然成立； 2m  时，由(1)得结论也成立．

②假设该结论对 ( 3)m k k  时成立，尝试证明其对 1m k  时也成立．

由差数列的定义，{2 }n 的 1k  阶差数列即{2 }n 的 k阶差数列的一阶差数列，即

1 1 ( 1){2 2 } {2 } {2 }n k n k n k n k        

故该结论对 1m k  时也成立，证毕．

故{2 }n 的m阶差数列为{2 }n m ．该数列是以 12 m 为首项，2 为公比的等比数列，

故其前n项和为
1

1 11(1 ) 2 (1 2 ) 2 2
1 1 2

n m n
n m m

n
a qS

q


   

   
 

故{2 }n 的m阶差数列为{2 }n m ，其前n项和为
1 12 2n m m

nS
    .

【典例 6-2】(2024·海南省直辖县级单位·一模)若有穷数列 1a ， 2a ，…， na (n是正整数)，满足 1i n ia a   ( N*i ，

且1 i n  )，就称该数列为“ S数列”.

(1)已知数列 nb 是项数为 7 的S数列，且 1b ， 2b ， 3b ， 4b 成等比数列， 1 2b  ， 3 8b  ，试写出 nb 的每一项；

(2)已知 nc 是项数为 2 1k  ( 1k  )的S 数列，且 1kc  ， 2kc  ，…， 2 1kc  构成首项为 100，公差为 4 的等差数列，

数列 nc 的前 2 1k  项和为 2 1kS  ，则当 k为何值时， 2 1kS  取到最大值？最大值为多少？

(3)对于给定的正整数 1m  ，试写出所有项数不超过 2m的S数列，使得 2 11, 2, 2 2m   成为数列中的连续项；
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