
   一阶常微分方程模型

微分方程模型在自然科学中的应用主要以物
理，力学等客观规律为基础建立起来，而
在经济学，人口预测等社会科学方面的应
用则是在类比，假设等措施下建立起来。



   人口模型

          人口数量以及和次类似的动植物种群 

的个体数量都是离散变量，不具有连续可
微性。但由于短时间内改变的是少数个体，
与整体数量相比，这种变化是很微小的。
基于此原因，为了成功应用数学工具，我
们通常假定大规模种群的个体数量是时间
的连续可微函数。此假设条件在非自然科
学的问题中常常用到。



  

    指数增长模型（Malthus 人口模型）

           美国人口学家Malthus(1766-1834)于
1798年根据百余年人口统计资料提出了著
名的人口指数增长模型。 

   模型假设：在人口的自然增长过程中，单
位时间内人口增量与人口总数成正比。

   



模型建立：设       为  时刻的人口述，考察
时间区间          上的人口变动。

    

令           可以得到微分方程模型



   可以解得此方程的解为     

    

   模型分析和应用：

  （1）当r > 0 时，人口将随着时间的增加无
限的增长，这是一个不合理的模型，因为一
个环境的资源不可能容纳无限增长的人口，
从生态环境的角度分析也可以看出其中的不
合理性。一般说来，就一个种群的发展规律
看，在种群的发展初期种群数的变化是和指
数增长模型大致吻合的（甚至可能出现年



   增长率递增的现象），但是随着人口数的

增加，人口的年增长率将呈现逐年递减的
现象。再考虑到环境适应程度的制约，想
象人口的增长不可能超过某个度。

 （2）对于其中常数增长率r 的估计可以使用

拟合或者参数估计的方法得到。

 （3）在实际情况下，可以使用离散的近似

表达式                          作为人口的预测表
达式。



 （4） 从实际的人口检验情况看，指数增长

模型对于时间间隔比较短，并且背景情况
改变不大的情况适用。对于长时间的人口
数模型不合适。



   阻滞增长模型（ Logistic 模型）

         和指数增长模型相比较，阻滞增长模型

考虑到自然资源和环境条件等其他因素对人
口的增长的阻滞作用，而且随着人口的增加，
这种阻滞作用将越来越大。

   模型假设：

  （1）人口的增长率r 是当前人口数的减函数                             

。



 （2）                      ，其中   是人口的固有增长
率，而s 决定了所能容纳的最大人口量       。
当            时，人口的增长速度将降为0，从而

可以得到             。

    这样可以得到     

                                               。

                          



   模型建立：

   相同的微元法研究可以得到下面的微分方    

程

    利用变量分离的方法得到该方程的解为



   模型分析和讨论：

 （1） 在微分方程表达式中，      体现人口自身

的增长趋势，因子                  反映自然环境尚
能容纳的比例，人口的变化是这两个因素共同
作用的结果。可以发现   越大，两个因素的作
用是相反的，并且当   越大，自然环境和资源
的阻滞作用越大。

 



 （2） 注意到            ，并且从最终的人口方

程可以看到，            ，以及                    ，
这说明人口随着时间的增加递增地趋于   。

 （3）                                  表明当           时

人口的增长速度最快，从而可以得到人口
曲线上的一个拐点。



（4） 模型中所涉及到的两个参数   ,     的估
计可以通过

   

    进行线性拟合。其中                         。而
模型的检验也可以通过这两个参数的估计
量与一个实际的人口数量之间进行比较加
以检验。

（5） 阻滞增长模型不仅能够大体上描述人
口及许多物种的变化规律，而且在社会经
济领域中有广泛的应用，如耐用消费品的
销售量也可以用此模型来描述。



新技术推广模型

            一项新技术如何在有关企业中推广,是
人们最为关心的问题,也就是说,一旦一家企
业采用了一项新技术,那么行业中的其他企

业将以怎样的速度采用该技术？哪些因素
将影响到技术的推广？下面我们在适当的
条件下讨论此问题。



          记    为  时刻采用该技术的企业数。并
设     连续可微。假设未采用该技术者之所
以决定采用该技术，是因为其已知有的企
业采用了该技术并具有成效。即是以“眼
见为实”作为决策依据的,亦即“示范效应
”在起作用。

          假设      时，有一项新技术被引进到共
有   个企业的行业中，其中有一个企业采用
该技术。用                 表示   到        时间内
采用该技术的企业数的增加量，假设该增
加量与已采用该技术的企业数      成正比，   
与还未采用该技术的企业数          成正比，



     则有

    

     令         ，得

    于是得模型



   解得

   显然，        ，且           时，         ，并对任

何   ，        。还有，当       时，    最大。



   以上模型的建立，是基于示范效应的。但
随着通讯能力的提高和大众媒介的普及，
广告的作用愈来愈明显。即一个企业采用
该技术还可能是因为广告效应的作用，从
而在考虑单位时间内使用该技术的企业数
的增量时，应把示范效应与广告效应一起
考虑。而广告效应只能对没采用该技术的
企业起作用。假设其引起的增量与             

    成正比。



则有如下模型

解得



哈罗德-多马经济增长模型

        计Y，C，I，A分别为总收入，总消费，

引致投资和自发支出（自发消费与自发投
资之和），则由总供给等于总需求，得

   设消费函数为

   引致投资为
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