[image: ][image: ]【圆锥曲线】计算技巧系列10讲
——7角度讲清齐次化妙解圆锥曲线
【知识精讲】
直线与圆锥曲线位置关系，是高考的一个难点，而其中一个难在于运算，本微专题的目标在于采用齐次化运算解决直线与圆锥曲线的一类：斜率之和或斜率之积的问题．本专题重难点：一是在于消元的解法，即怎么构造齐次化方程；二是本解法的适用范围．亮点是用平面几何的视角解决问题．



圆锥曲线的定义、定值、弦长、面积，很多都可以转化为斜率问题，当圆锥曲线遇到斜率之和或者斜率之积，以往我们的常用解法是设直线，与圆锥曲线方程联立方程组，韦达定理，再将斜率之和或之积的式子通分后，将和代入，得到关于k、b的式子．解法不难，计算量较为复杂．
如果采用齐次化解决，直接得到关于k的方程，会使题目计算量大大减少．


“齐次”即次数相等的意思，例如称为二次齐式，即二次齐次式的意思，因为中每一项都是关于x、y的二次项．


如果公共点在原点，不需要平移．如果不在原点，先平移图形，将公共点平移到原点，无论如何平移，直线斜率是不变的．注意平移口诀是“左加右减，上减下加”，你没有看错，“上减下加”，因为是在等式与同侧进行加减，我们以往记的“上加下减”都是在等式与的异侧进行的．



例：向上平移1个单位，变为，即，


向上平移1个单位，变为．








设平移后的直线为（为什么这样设？因为这样齐次化更加方便，相当于“1”的妙用），与平移后的圆锥联立，一次项乘以，常数项乘以，构造，然后等式两边同时除以（前面注明x不等于0），得到，可以直接利用韦达定理得出斜率之和或者斜率之积，，，即可得出答案．如果是过定点题目，还需要还原，之前如何平移，现在反平移回去．
齐次化解题步骤为：
①平移；
②联立并齐次化；

③同除以；
④韦达定理．证明完毕，若过定点，还需要还原．

优点：大大减小计算量，提高准确率！缺点：不能表示过原点的直线，少量题目需要讨论．
【齐次化技巧前世今生】
角度一、齐次化运算的前世——韦达定理
1．韦达定理发展简史

法国数学家弗朗索瓦·韦达（François Viète，1540－1603）在著作《论方程的识别与订正》中改进了三、四次方程的解法，还对的情形，建立了方程根与系数之间的关系，现代称之为韦达定理．证明这个定理要依靠代数基本定理，而代数基本定理却是在1799年才由高斯作出第一个实质性的论性．
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2．韦达定理：设关于的一元二次方程的两根为，则．
韦达定理是本微专题的理论基础．．




引例1．已知和是方程的两个根，求的值．


【解析】

解法1：．




解法2：方程两边同除以，得，由韦达定理得．



引例2．设是方程组的两组根，求的值．




【分析】如果可以建立关于以为未知数的一元二次方程，



















那么就是对应方程的两根之和了．所以本运算的关键是如何通过消元得到，再由方程两边同时除以．消元得到方程是个二次齐次式，所以把本计算方法命名为：齐次化运算．观察，发现已经为二次式，关键在于将化成二次式，由可得，，整理可得 ，显然不是方程的根，方程两边同时除以可得：关于为未知数的一元二次方程： ，则由韦达定理可得：．

角度二、齐次化运算的今生——韦达定理遇到笛卡尔解析几何





例1．直线与抛物线交于，求．（用表示）
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【解析】联立，齐次化得，等式两边同时除以，，

∴．





例2．直线与椭圆交于，求（用表示）．
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【解析】齐次化联立得：，等式两边同时除以，，∴．

引例3．已知动直线l的方程为．

（1）若，求直线l的斜率；

（2）若，求直线l所过的定点；

（3）若，求直线l所过的定点；

（4）若，求直线l所过的定点；

（5）若，求直线l所过的定点．



【解析】（1）．



（2），消去n，令，∴过定点．


（3）整理得∴过定点．


（4）整理得，∴过定点．


（5）整理得，∴过定点．


例3．抛物线，直线l交抛物线于A、B两点，且，求证：直线l过定点．
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【解析】设直线AB方程为，，


联立得，

，


∴直线过定点．

例4．不过原点的动直线交椭圆于A、B两点，直线OA、AB、OB的斜率成等比数列，求证：直线l的斜率为定值．
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【解析】设直线AB方程为，，


联立得，




于是，又，∴，得．

角度三、 型怎么采用齐次化运算解决，平移是关键

引例4．已知椭圆，按照平移要求变换椭圆方程，并化简平移后的椭圆方程．
（1）将椭圆向左平移1个单位，求平移后的椭圆；
（2）将椭圆向右平移2个单位，求平移后的椭圆；
（3）将椭圆向上平移3个单位，求平移后的椭圆；
（4）将椭圆向下平移4个单位，求平移后的椭圆；

（5）将椭圆向左平移1个单位，向下平移个单位，求平移后的椭圆；
（6）将椭圆向左平移2个单位，向下平移1个单位，求平移后的椭圆．




【解析】（1），即．


（2），即．


（3），即．


（4），即．


（5），即．


（6），即．



例5．抛物线，，直线l交抛物线于A、B两点，，求证：直线l过定点．
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【解析】将图形向左平移1个单位，向下平移2个单位，平移后的抛物线方程为，

整理得．




设平移后直线方程为，，

联立得，

于是，

整理得，


∴过定点，

右移1个，上移2个，直线AB过定点．
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例6．椭圆，点，为椭圆上两点，．求证：直线斜率为定值．
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【解析】解法一：将图形向左平移1个单位，向下平移个单位，平移后的椭圆为，整理得，




设平移后直线方程为，，，


 ，联立得，

，


[bookmark: _GoBack]同时除以，，

，

，


的斜率．




解法二（换元法）：设，即化为，即建立以为未知数的一元二次方程，即可解答．



为了方便运算设，代入椭圆，得，


∴设直线可方便运算，，

化简得：，



，代入，

得，


∴直线的斜率是．



例7．双曲线，，A、B为双曲线上两点，且．AB不与x轴垂直，求证：直线AB过定点．
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【解析】将图形左平移2个单位，平移后的双曲线为，整理得，





设平移后直线方程为，，，，


联立得，，











同时除以，，，，或，AB不与x轴垂直，，∴，过，右移2个单位，原直线过．
角度四、齐次化在解析几何中的应用


例8．（2021重庆期末）已知抛物线上一点到其焦点的距离为3．
（Ⅰ）求抛物线C的方程；


（Ⅱ）过点的直线与抛物线C交于P，Q两点，O为坐标原点，证明：．



【解析】解法1：（Ⅰ）由题意知：．



（Ⅱ）证明：设该直线为，P、Q的坐标分别为、，

联立方程有：，


，∴．


解法2：要证明，即证，






设，过，∴，，，，






同除以得，，∵，∴即．



例9．如图，椭圆经过点，且离心率为．
（Ⅰ）求椭圆E的方程；

（Ⅱ）经过点，且斜率为k的直线与椭圆E交于不同的两点P，Q（均异于点A），证明：直线AP与AQ斜率之和为2．
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【解析】解法1：（Ⅰ）由题设知，，，结合，解得，∴．


（Ⅱ）证明：由题意设直线PQ的方程为，代入椭圆方程，


可得，由已知得在椭圆外，





设，，，则，，



且，解得或．
则有直线AP，AQ的斜率之和为




．
即有直线AP与AQ斜率之和为2．




解法2：（2）上移一个单位，椭圆和直线，过点，





，，，，，




，∵，同除，得，

．

例10．设A，B为曲线上两点，A与B的横坐标之和为4．
（1）求直线AB的斜率；

（2）设M为曲线C上一点，C在M处的切线与直线AB平行，且，求直线AB的方程．





【解析】（1）设，为曲线上两点，

则直线AB的斜率为．










（2）解法1：设直线AB的方程为，代入曲线，可得，即有，，再由的导数为，设，可得M处切线的斜率为，










由C在M处的切线与直线AB平行，可得，解得，即，由可得，，即为，化为，即为，解得，则直线AB的方程为．









解法2：，，，∴，左移2个单位，下移1个单位，，，，，




，，同除以，得，





，，斜率，，，






，，，，右2，上1，，

．





例11．（2017年全国卷理）已知椭圆，四点，，，中恰有三点在椭圆C上．
（1）求C的方程；



（2）设直线l不经过点且与C相交于A，B两点．若直线与直线的斜率的和为-1，证明：l过定点．





【解析】（1）解：根据椭圆的对称性，，两点必在椭圆C上，又的横坐标为1，










∴椭圆必不过，∴，，三点在椭圆C上，把，代入椭圆C，得：，解得，，∴椭圆C的方程为．



（2）证法1：①当斜率不存在时，设，，，



∵直线与直线的斜率的和为-1，∴，

解得，此时l过椭圆右顶点，不存在两个交点，故不满足．


















②当斜率存在时，设，，，，联立，整理，得，，，则，又，∴，此时，存在k，使得成立，∴直线l的方程为，当时，，∴过定点．



证法2：下移1个单位得，，，


，，





∵同除以，，，，





，，∴过，上移1个单位．



例12．（2018全国一文）设抛物线，点，，过点A的直线l与C交于M，N两点．
（1）当l与x轴垂直时，求直线BM的方程；

（2）证明：．






【解析】（1）当l与x轴垂直时，，代入抛物线解得，∴或，


直线BM的方程：，或．







（2）解法1：证明：设直线l的方程为，，，联立直线l与抛物线方程得，消x得，即，，

则有，

∴直线BN与BM的倾斜角互补，∴．






解法2：（2）右移2个单位，过即，，，


，，

，





∵，同除以，得，，∴．


例13．（2018全国一卷理）设椭圆的右焦点为F，过F的直线l与C交于A，B两点，点M的坐标为．
（1）当l与x轴垂直时，求直线AM的方程；

（2）设O为坐标原点，证明：．





【解析】（1），∴，∵l与x轴垂直，∴，





由，解得或，∴，或，


∴直线AM的方程为，．

（2）证明：解法1：当l与x轴重合时，，

当l与x轴垂直时，OM为AB的垂直平分线，∴．









当l与x轴不重合也不垂直时，设l的方程为，，，，则，，直线MA，MB的斜率之和为，之和为，








由，得，将代入可得，∴，，




∴，从而，故MA，MB的倾斜角互补，∴，综上．





解法2：左移2个单位，过即．，


，，

，




∵，同除以，得，，

∴．



例14．（2020·新课标Ⅰ）已知A，B分别为椭圆的左、右顶点，G为E的上顶点，．P为直线上的动点，PA与E的另一交点为C，PB与E的另一交点为D．
（1）求E的方程；
（2）证明：直线CD过定点．










【解析】（1）由题意，，，∴，，，解得：，故椭圆E的方程是．







（2）证法1：由（1）知，，设，则直线的方程是，联立，由韦达定理



，代入直线PA的方程为得：，即，



直线PB的方程是，联立方程，









由韦达定理，代入直线PB的方程为得，即，则①当即时，有，此时，即CD为直线．


②时，直线CD的斜率，

∴直线CD的方程是，整理得：



，直线CD过定点．综合①②故直线CD过定点．
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证法2：设，，，则，，根据椭圆第三定义（本书后面有详细讲解），，∴，则，将图像向右移动3个单位，







则椭圆和直线，联立得：，，即，两边同时除以，得：，




则，解得，则直线过定点，则平移前过．



例15．（2020·山东）已知椭圆的离心率为，且过点．
（1）求C的方程；



（2）点M，N在C上，且，，D为垂足．证明：存在定点Q，使得为定值．







【解析】（1）∵离心率，∴，又，∴，，




把点代入椭圆方程得，，解得，故椭圆C的方程为．

（2）证法1：①当直线MN的斜率存在时，设其方程为，


联立，得，


由，知，




设，，则，，


∵，∴，

即，




∴，化简整理得，，∴或，



当时，，过定点，不符合题意，舍去；



当时，，过定点．


设，则，





（i）若，∵，∴，解得，，

∴，




∴点D在以为圆心，为半径的圆上，故存在，使得，为定值．




（ii）若，则直线MN的方程为，∵，∴，

∴，为定值．




②当直线MN的斜率不存在时，设其方程为，，，且，





∵，∴，解得或2（舍2），∴，此时，为定值．



综上所述，存在定点，使得为定值，且该定值为．





证法2：将图像向左移动两个单位，向下移动一个单位，那么平移后的和直线，联立得：，两边同时除以，得：，




∵，∴，∴，，




即，过定点，则平移前该直线过定点．

在△ADP中，，则D点的轨迹是以AP为直径，


∵A为定点，P为定点，则为定值，则Q为AP中点，此时为定值，




∵，，则，．





例16．（2022惠州模拟）已知左焦点为的椭圆过点，过点分别作斜率为，的椭圆的动弦AB，CD，设M，N分别为线段AB，CD的中点
（1）求椭圆的标准方程；

（2）若P为线段AB的中点，求；

（3）若，求证：直线MN恒过定点，并求出定点坐标






【解析】（1）由题意，且右焦点，∴，，

∴所求椭圆方程为．




（2）设，，则①，②

②-①，可得．




（3）证法1：由题意，，设，直线AB的方程为，即，



代入椭圆方程并化简得，∴，，


同理，，，





当时，直线MN的斜率，直线MN的方程为，即，此时直线过定点．


当时，直线MN即为y轴，此时亦过点．

综上，直线MN恒过定点，且坐标为．





证法2：设过点P的弦的中点坐标为，由点差法得，即中点的轨迹方程为，将点P平移到原点，整体左移1个单位，下移1个单位，设平移后的MN方程为，曲线为，


，，





同除以，得，∵，∴，，


∴过定点，则平移前的MN过定点．



例17．（2022武汉模拟）已知椭圆的左右顶点分别为A，B，过椭圆内点且不与x轴重合的动直线交椭圆C于P，Q两点，当直线PQ与x轴垂直时，．
（1）求椭圆C的标准方程；


（2）设直线AP，AQ和直线分别交于点M，N，若恒成立，求t的值．






【解析】（Ⅰ）由得，故C的方程为，此时，



代入方程，解得，故C的标准方程为．


（Ⅱ）解法1：设直线PQ的方程为：，与椭圆联立得，



设，，则，①







此时直线PA的方程为，与联立，得点，同理，，由，则，即，


，即，

把①代入得，

化简得，




即，，解得或．





解法2：公共点，右移2个单位后过，∴，，



，，，


等式两边同时除以x，，，



∵，∴，，





直线，，，解得或．
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角度五、齐次化运算为什么不是解决圆锥曲线的常规武器
通过上面分析，我们可以发现，齐次化运算比传统的设而不求运算量大大的降低，但为什么齐次化运算并不是常规武器呢？首先我们总结一下齐次化运算步骤

 
通过上面的步骤可以看出，本方法适用于斜率的相关问题，有较大的局限性，当然，还有一个难点在于方程消元的基本思路是消未知数，而本方法是消去常数，这也是学生不适应之处．但更大的难点是如果通过审题，转化为斜率之积、之和问题．下面通过两道题来说明：











例18．分别是椭圆左右顶点，是直线的动点，交于另一点，交于另一点．求证：直线过定点．










思路一：本问题没有直接的提到斜率之和（积），而且很容易入手，分别设直线，与椭圆方程联立，消去得到关于的常数项为的方程，即可解出坐标，然后写出方程．在实际运算中，坐标，过定点运算量巨大．本方法少思、多算．解答如下：
















证法一：设，则直线的方程为：，即：，联立直线的方程与椭圆方程可得：，整理得：，解得：或，将代入直线可得：，所以点的坐标为．同理可得：点的坐标为．



当时，直线的方程为：，

整理可得：，



整理得：，所以直线过定点．





当时，直线：，直线过点．故直线CD过定点．
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思路二： 连接，由椭圆第三定义得，而 ，可得：就可以采用本方法解答．


证法二：设交点，即化为，



设，得 故设易算．计算如下：



，可知直线过定点．











例19．分别是椭圆下上两顶点，过的直线交于的，，设直线的斜率为，，求直线的方程．
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【分析】已知给出了，但还是没有斜率之积（和）为定值，还是要用到椭圆的第三定义，得到即可采用齐次化运算了．


【解析】设交点，即化为，



设，得 所以设易算．计算如下：






，又过，得，∴直线的方程的方程：．
角度六、为什么斜率为会是定值，从平面几何看
众所周知，直径所对的圆周角为直角，其实圆相交弦的还有如下性质．





如图圆中，为直径，与交于，则有如下性质：．





引入坐标系，如图建系，设，则，且与的交点在直线上．
[image: ]


【简证】，分别在，由正弦定理得：



，，所以，


，而．
那么椭圆怎么有这些性质呢？




如图，圆的方程为，椭圆方程为：，设，，
[image: ][image: ]











则，，更具一般性质的椭圆的内接四边形性质如如下：在椭圆中，为椭圆的中心，是椭圆上两点且关于对称，直线上一点，过的直线交椭圆于 ，则如果为定点，则为定值，反之亦成立． 











例20．分别是椭圆左右顶点，是直线的动点，交于另一点，交于另一点．求证：直线过定点．
[image: ]





【分析】用几何法，，得，所以过．











例21．分别是椭圆下上两顶点，过的直线交于的，，设直线的斜率为，，求直线的方程．







【分析】用几何法，，得，所以，所以直线的方程的方程：．
【评注】用平面几何的视角，对本问题进行证明，使代数，解析几何，平面几何三者融合．
[image: ]
角度七、齐次化妙解圆锥曲线步骤总结
齐次化运算在解析几何中的运算，只可以处理斜率之和（积）的问题，基本步骤如下：


以上内容仅为本文档的试下载部分，为可阅读页数的一半内容。如要下载或阅读全文，请访问：https://d.book118.com/377160102020006054
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