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整数值时间序列在生产和生活中较为多见朮 而基于稀疏算子的整数值自

回归过程 木杩杮杴来杧来杲 札 杶条杬杵来杤 条杵杴杯杲来杧杲来杳杳杩杶来本简记为 杉李杁杒朩作为经典模型之一

经常用来描述整数值时间序列数据朮本文基于这类过程和不同的稀疏算子本给

出两种新型混合整数值自回归过程本并研究它们的概率性质和参数估计问题朮

在实际中本随着时间变化本很多数据的统计结构会发生改变朮例如本某地区

的犯罪频率在经过一定的政府管理和社会进步后会发生变化本 而这种变化通

常具有随机性本 如若用单一的自回归过程来描述该数据本 结果会有较大偏差朮

因此本本文提出了一种新的混合整数值自回归过程来描述该类型数据朮考虑到

实际数据通常具有较大的离散程度本 我们选取一种等度离散和两种过度离散

的整数值自回归过程进行混合本并且用泊松随机变量作为新息项朮随后对这种

新型混合自回归过程的概率性质进行了研究本 得到了该过程的平稳性、遍历

性、矩和转移概率等结果朮进一步地本依据这些结论我们给出了模型中未知参

数的条件极大似然估计和杙杵杬来 札 杗条杬杫来杲估计及渐近正态性、相合性等大样本

性质本并用蒙特卡洛方法来对比这两种估计的性能朮最后本我们将该过程应用

到一个犯罪数据中本 并与其它整数值自回归过程作比较本 计算模型的 杁杉权 和

杂杉权值本 做出向前 朱步预测本 得出本文提出的过程拟合及预测效果更好的结

论朮

此外本为了能够更好地建模统计结构随时间变化的整数值时间序列数据本

我们进一步研究了一类具有随机系数的混合整数值自回归过程朮在本文中本我

们选取两种过度离散的整数值自回归过程进行混合本 并假设随机系数服从贝

塔分布朮随后研究了这种过程的平稳性、遍历性、矩和转移概率本并依据这些

结论对该模型采用条件极大似然和 杙杵杬来 札 杗条杬杫来杲两种方法来估计未知参数本

并在之后给出了数值模拟结果朮同样地本本文将该模型应用到实例中本并与两

种随机系数一阶整数值自回归过程和另一种随机系数混合模型进行对比本 得

出该模型效果更好的结论朮

关关关键键键词词词: 混合整数值自回归过程朻等度离散朻过度离散朻稀疏算子朻蒙特卡

洛方法朻随机系数朮
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常用符号

符号 含义

N+ 正整数集

I{A} 事件A的示性函数

条朮杳朮 几乎处处收敛
d−→ 依分布收敛
L2

−→ 均方收敛
L1

−→ 平均收敛
d
朽 同分布

X ∼ P 木λ朩 随机变量X服从参数为λ的泊松分布

X ∼ NB木r, p朩 随机变量X服从参数为r和p的负二项分布

σ木A 朩 由A生成的σ域

I木θ朩 关于参数θ的杆杩杳杨来杲信息阵

AtB
′
t 行向量At和列向量B

′
t的乘积

□ 证明结束

杖
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第 朱章 引言

第 1章 引言

1.1 背景介绍

时间序列在实际生活中非常常见本 在不同的环境中都存在着可以按时间

变化来进行观察、测量的事件朮 而整数值时间序列在其中也是很普遍的本 例

如疾病流行时某地每月的感染人数朻某省份每月的出生人数和死亡人数朻某股

票每天的交易人数朻某医院每天的新住院人数朻每一年某地区的公司破产数等

等朮尤其在实际经济金融活动中本存在着大量的整数值时间序列朮研究这些序

列的目的不仅仅是解释过去本还要在此基础之上预测未来本这就使得充分地去

建模不同的模型变得尤为重要朮 因此认识这些序列的特征和规律对研究相应

现象有着非常重要的影响和意义朮

整数值时间序列的特点是构成其序列的随机变量具有离散分布本 例如二

项分布、几何分布、负二项分布、泊松分布等朮因此本用于研究连续值时间序

列的传统方法不一定适用于整数值时间序列朮

考虑由 杂杯杸和 杊来杮杫杩杮杳 木朱朹朷朰朩提出的 杁杒杉杍杁模型对时间序列数据进行

建模本其中要求新息项 ϵt服从标准正态分布本这样生成的序列就不会完全是整

数值本用其建模会出现较大的误差朮而对于传统一阶自回归模型 杁杒 木朱朩 本由差

分方程Xt 朽 αXt−1末ϵt给出朮其中本为保证杁杒 木朱朩过程的平稳性本要求 |α| < 朱

本 ϵt 与 Xt−1 独立朮显然本在给定 Xt−1 的条件下本 Xt 的值由新息项 ϵt 和乘法算

子共同决定朮因此本在建模过程中不仅要考虑新息项本使其服从离散整值分布本

还要重新考虑乘法算子朮为此本众多统计学家和计量经济学家做出了不懈努力

来寻找合适的模型本在下一节中本我们将会简要介绍一些相关的文献和研究结

果朮

1.2 文献综述

近 朳朰年中本对整数值时间序列影响较大的模型有三类机 木朱朩整数值自回归

滑动平均模型朻 木朲朩 杍条杲杫杯杶 模型朻 木朳朩 稀疏算子模型朮 杊条杣杯杢杳 和 杌来杷杩杳 木朱朹朷朸条本

朱朹朷朸杢本 朱朹朷朸杣本 朱朹朸朳朩最早尝试使用简单的过程来刻画整数值时间序列本提出了

整数值自回归滑动平均模型 木杄杁杒杍杁朩用来描述具有相依性的序列朮虽然该

朱
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过程结构比较简单本 但是和实际产生的数据过程有些不同本 杍杣杋来杮杺杩来 木朲朰朰朰朩

认为 杄杁杒杍杁模型对于相关无条件时间序列数据建模比较合适朮此模型的应

用主要体现在水文学方面本比如 杂杵杩杳杨条杮杤 木朱朹朷朸朩等朮参考离散状态的杍条杲杫杯杶

理论本 杒条杦杴来杲杹 木朱朹朸朵朩提出了杍条杲杫杯杶模型本之后杍条杣杄杯杮条杬杤和 杚杵杣杣杨杩杮杩 木朱朹朹朷朩

还提出了隐 杍条杲杫杯杶 模型朮 这两种模型的共同缺点就是限制过多导致运算量

过大本同时在参数估计过程中保证转移概率非负也比较困难本特殊的相关结构

也令估计结果有时难以解释朮后续也有很多学者研究了 杍条杲杫杯杶模型本具体可

参考 杒条杦杴来杲杹 木朱朹朸朵朩本 杈杵杪来杲等 木朲朰朰朳朩本 杙条杮杧等 木朲朰朱朳朩本 杄条杶杩杳等 木朲朰朱朶朩本 杗来杩杳杳

木朲朰朱朸朩本 杁杤条杭等 木朲朰朱朹朩朮

虽然 杚来杧来杲 木朱朹朸朸朩 提出了均值与方差随协变量变化的回归模型本 杈条杲杶来杹

和杆来杲杮条杮杤来杳 木朱朹朸朹朩提出了状态空间模型等本但是无论对于理论研究还是实证

研究来说本研究较多且影响较大的模型之一是稀疏算子 木杔杨杩杮杮杩杮杧 杏杰来杲条杴杩杯杮朩

模型朮 杍杣杋来杮杺杩来 木朱朹朸朵本 朱朹朸朸朩本 杁杬札杏杳杨 和 杁杬杺条杩杤 木朱朹朸朷朩 各自独立地提出了基

于稀疏算子的整数值时间序列模型朮 杍杣杋来杮杺杩来 木朱朹朸朵朩第一次利用稀疏算子建

立了最简单的稀疏算子模型—一阶整数值自回归过程 木朌杲杳杴 札 杯杲杤来杲 杩杮杴来杧来杲 札

杶条杬杵来杤 条杵杴杯杲来杧杲来杳杳杩杶来 杰杲杯杣来杳杳来杳朩本简称 杉李杁杒 木朱朩过程朮该过程的定义需要用到

杓杴来杵杴来杬 和 杈条杲杮 木朱朹朷朹朩 提出的稀疏算子的概念朮 下面我们介绍一下该算子以

及一些常见的基于不同稀疏算子的整数值时间序列模型朮

设 {Bi}i∈N+ 是独立同分布的伯努利随机变量序列本假定 P 木Bi 朽 朱朩 朽 α本

X 为与 {Bi}i∈N+ 独立的整数值随机变量本则根据 杈条杲杮 木朱朹朷朹朩本稀疏算子 杜◦朢
定义为机

α ◦X 朽
X∑
i=1

Bi ,

其中本 {Bi}i∈N+ 常被称为计数过程朮显然本在X 给定的条件下本 α ◦X 的条件分
布为二项分布本我们通常也称算子 杜◦朢为二项稀疏算子朮利用此算子本 杍杣杋来杮札

杺杩来 木朱朹朸朵朩本 杁杬札杏杳杨和 杁杬杺条杩杤 木朱朹朸朷朩提出了类似于 杁杒 木朱朩模型的 杉李杁杒 木朱朩模

型朮

整数值时间序列 {Xt}t∈N+ 称为一阶整数值自回归过程 木杉李杁杒 木朱朩朩本如果

满足

Xt 朽 α ◦Xt−1 末 ϵt , t ∈ N+,

朲
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其中本 α ∈ 木朰, 朱朩本 {ϵt}t∈N+是独立同分布且与计数过程 {Bi}i∈N+独立的非负整

数值随机变量序列本当 s < t时本 ϵt 与 Xs 独立朮其自相关函数与 杁杒 木朱朩过程

类似本为 ρk ≜ αk 木可参考 杁杬札杏杳杨和 杁杬杺条杩杤 木朱朹朸朷朩朩本也呈现指数衰减朮参数 α

可以取值为 朰或 朱本但是此时过程退化成以概率 朱取某常数值的一个序列本为

保持和 杁杒 木朱朩形式上的一致本在这里剔除 朰和 朱朮该模型具体的性质可以参考

杓杩杬杶条 木朲朰朰朵朩朮

在此之后本 杁杬札杏杳杨和 杁杬杺条杩杤 木朱朹朸朷朩令上述 杉李杁杒 木朱朩模型中的新息项服

从参数为 λ 的泊松分布本 即 ϵt ∼ P 木λ朩本 称其为泊松 杉李杁杒 木朱朩 过程 木简记为

材杏杉李杁杒 木朱朩朩朮我们注意到本 材杏杉李杁杒 木朱朩过程的期望与方差相等本可以用来描

述等度离散的时间序列数据朮随后本杜金观和李元 木朱朹朹朱朩研究了 p阶整数值自

回归过程 木杉李杁杒木杰朩朩朮另外本 杄杩杮杧和杗条杮杧 木朲朰朱朶朩研究了 杉李杁杒 木朱朩模型中的

参数 α含协变量的情形本并给出了其经验似然的研究结果朮 杆来杲杬条杮杤等 木朲朰朰朶朩

提出了一种新的稀疏算子 杜⋆朢 木原文中该算子表示为 杜∗朢本为不与后文产生矛
盾本 在此我们用 杜⋆朢 来表示朩并在论文中介绍了它与 杉李杇杁杒权杈 木朱本朱朩 模型的

关系本便于应用在具有异方差性的整数值时间序列数据上朮之后许多学者改变

杉李杇杁杒权杈 木朱本朱朩模型中的条件分布本 杚杨杵 木朲朰朱朱朩提出了负二项 杉李杇杁杒权杈模

型朮随后本 杚杨杵 木朲朰朱朲条朩本 权杨来杮和 杌来来 木朲朰朱朶朩提出了广义泊松模型本 杄条杶杩杳和杌杩杵

木朲朰朱朶朩研究了单参数指数族模型朮而 杆来杲杮朓条杮杤来杺 木朲朰朱朳朩将基于稀疏算子 杜⋆朢定

义的一阶整数值自回归过程称为含有泊松稀疏算子的 杉李杁杒木朱朩过程朮

设 {Ni}i∈N+ 是独立同分布的参数为 ξ 的泊松随机变量序列本 X 为与其独

立的整数值随机变量本则根据 杆来杲杬条杮杤等 木朲朰朰朶朩本稀疏算子 杜⋆朢定义为机

ξ ⋆ X 朽
X∑
i=1

Ni ,

显然本给定 X 朽 x的条件下 ξ ⋆ X|X 朽 x ∼ P 木ξx朩本因此通常我们称算子 杜⋆朢

为泊松稀疏算子朮与算子 杜◦朢不同的是本这里 ξ ∈ 木朰, 末∞朩朮

整数值时间序列 {Xt}t∈N+ 称为含有泊松稀疏算子的 杉李杁杒木朱朩过程本如果

满足机

Xt 朽 ξ ⋆ Xt−1 末 ϵt , t ∈ N+,

朳
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为保证序列的平稳性本 要求 ξ ∈ 木朰, 朱朩朮 {ϵt}t∈N+ 是独立同分布且与计数过程

{Ni}i∈N+ 独立的泊松随机变量序列本 当 s < t 时本 ϵt 与 Xs 独立朮 借助 杈来杩杮来杮

木朲朰朰朳朩 和 杆来杲杬条杮杤 等 木朲朰朰朶朩 对矩的研究并将其应用在该模型上本 可以看到其

方差大于期望本因此可以用来描述过度离散的时间序列数据朮

此外本 杒杩杳杴杩杣和 杂条杫杯杵杣杨 木朲朰朰朹朩提出另一种新的稀疏算子 杜∗朢本并建立了
相应的模型 李杇杉李杁杒 木朱朩朮 设 {Wi}i∈N+ 是独立同分布的参数为

β

朱 末 β
, β ∈

木朰, 末∞朩的几何随机变量序列本
β

朱 末 β
为几何分布中事件未出现的概率本 X 为

与 {Wi}i∈N+ 独立的整数值随机变量本则稀疏算子 杜∗朢定义为机

β ∗X 朽
X∑
i=1

Wi ,

其中本 P 木Wi 朽 k朩 朽
βk

木朱 末 β朩k+1
, k 朽 朰, 朱, · · · 朮 与算子 杜⋆朢 类似的是 β ∈

木朰, 末∞朩朮显然本给定 X 朽 x的条件下本 β ∗X|X 朽 x ∼ NB

(
x,

朱

朱 末 β

)
本因此

通常我们称算子 杜∗朢为负二项稀疏算子朮

根据 杒杩杳杴杩杣和 杂条杫杯杵杣杨 木朲朰朰朹朩本整数值时间序列 {Xt}t∈N+ 称为 李杇杉李杁杒

木朱朩过程本如果满足机

Xt 朽 β ∗Xt−1 末 ϵt , t ∈ N+,

其中 ϵt 的性质和上述过程相似本为保证其平稳性 β ∈ 木朰, 朱朩朮该过程的方差大

于期望本因此也可以用来描述离散程度较大的数据朮

由于稀疏算子的不同本 其定义的过程也描述着不同类型的整数值时间序

列数据朮 在此基础上本 新息项 ϵt 服从的分布特点不同也会影响过程的统计性

质朮 杏杲杯杺杣杯等 木朲朰朲朱朩提出了一种新型含泊松新息项的混合一阶整数值自回归

过程本称为 材杏杍杉李杁杒 木朱朩本定义为机

Xt 朽

α ◦Xt−1 末 ϵt, p ,

ξ ⋆ Xt−1 末 ϵt, 朱− p ,
t ∈ N+.

其中本 ϵt ∼ P 木λ朩且与 {Bi}i∈N+ 本 {Ni}i∈N+ 相互独立本稀疏算子 杜◦朢和 杜⋆朢也是

相互独立的本即对任意时间 i ∈ N+本 Bi 和 Ni 独立朮该模型将两种过程融合在

朴
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一起本能够描述一些结构会随时间变化的数据朮作者也给出了几种模型的退化

形式本说明了该模型既可以描述等度离散的数据也可以描述过度离散的数据本

且该过程为 杉李杁杒 木朱朩和 杉李杁杒权杈 木朱朩的更一般形式朮

为了能更精准地捕捉到数据统计结构随时间变化的特点本 杚杨来杮杧 木朲朰朰朷朩提

出了随机系数 杉李杁杒 木朱朩过程并称为 杒权杉李杁杒 木朱朩过程机

Xt 朽 αt ◦Xt−1 末 ϵt , t ∈ N+,

其中本 杜◦朢为二项稀疏算子本 {αt}t∈N+ 为取值于 木朰, 朱朩的独立同分布的随机变

量本且与 X0本 {ϵt}t∈N+ 相互独立朮该过程中 {Bi}i∈N+ 的分布参数为一个随机变

量朮 随后本 杚杨条杮杧 和 杗条杮杧 木朲朰朱朵朩 对该模型进行了深入的研究朮 张海祥 木朲朰朰朹朩

将该模型的算子替换成负二项稀疏算子本称为 李杂杒权杉李杁杒 木朱朩模型机

Xt 朽 αt ∗Xt−1 末 ϵt , t ∈ N+,

其中本 杜∗朢为负二项稀疏算子朮不同的是

αt ∗Xt−1 朽

Xt−1∑
i=1

W
(t)
i , P 木W

(t)
i 朽 x|αt朩 朽

αx
t

木朱 末 αt朩1+x
, x 朽 朰, 朱, · · · .

并在其论文中给出了相应的统计分析朮 杇杯杭来杳等 木朲朰朰朹朩提出了一种广义随机

系数模型本可以将多种算子表达成统一的形式朮 杗条杮杧等 木朲朰朲朲朩提出了一种基

于混合型稀疏算子的随机系数一阶整数值自回归过程本称为 杒权杍杔杉李杁杒 木朱朩

过程朮其中本混合型稀疏算子 杜•朢定义为机

α •X 朽
X∑
i=1

Mi ,

其中本 X 为非负整值随机变量本 {Mi}i∈N+ 为一个计数过程由下式给出

Mi 朽

Bi , p ,

Wi , 朱− p .

其中本 p ∈ 杛朰, 朱杝本 Bi和Wi为上文定义的伯努利随机变量和几何随机变量朮过程

杒权杍杔杉李杁杒 木朱朩定义如下机

Xt 朽 αt •Xt−1 末 ϵt , t ∈ N+.

朵
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其中本对于任意t ∈ N+本 αt, ϵt互相独立且与 Xt−1独立朮

伯努利随机变量的方差小于期望本 而用其构建的 材杏杉李杁杒 木朱朩 过程可以

建模等度离散的时间序列数据朮对泊松分布与负二项分布也可作类似讨论朮受

杏杲杯杺杣杯等 木朲朰朲朰朩的启发本我们将上述三种过程融合在一起本力求能够描述一

类范围更广的结构变化的整数值时间序列数据本 随着时间的推移可以以不同

概率取这三个过程中的任意一个朮另外本我们还研究了具有随机系数的混合模

型朮

在本文中本我们重新选取了稀疏算子的符号本选用 杜⋆朢作为泊松稀疏算子本

选用杜∗朢作为负二项稀疏算子本选用杜◦朢作为二项稀疏算子朮

1.3 预备知识

在这一节中本我们先陈列出后续推导和证明会用到的重要公式和结论朮当

文中用到这些结论时本我们将直接进行引用朮根据缪柏其和胡太忠 木朲朰朰朹朩本我

们有以下条件方差和条件期望平滑公式机

1.条件方差

根据条件期望的定义本 E杛X|C 杝是关于 C可测的本则

杖条杲杛杘|C 杝 朽 E杛木X − E杛X|C 杝朩2|C 杝

朽 E杛X2 − 朲XE杛X|C 杝 末 E2杛X|C 杝杝|C 杝

朽 E杛X2|C 杝− E2杛X|C 杝 .

2.条件期望平滑公式

在概率空间 木朊, A , P 朩中本设 C1本 C2 是 A 的两个子 σ 域本且满足 C1 ⊆
C2 ⊆ A 本 Y 和 Z是满足E杛Y Z杝和E杛Y 杝都存在的两个随机变量本且 Z为 C2可

测的本则

E杛Y Z|C1杝 朽 E{ZE杛Y |C2杝|C1}, a.s.

由上述重要公式可得到如下推论机

在概率空间 木朊, A , P 朩中本设 C1本 C2 是 A 的两个子 σ 域本若 E杛Y 杝存在本

则

E杛Y |C1杝 朽 E{E杛Y |C1杝|C2} 朽 E{E杛Y |C2杝|C1}, a.s.

朶

万方数据



第 朱章 引言

3.三种随机变量序列及三种稀疏算子模型的矩

木朱朩 我们定义 {Bi}i∈N+ 为参数为 α 的伯努利随机变量序列朮 对于随机变

量 Bi而言本其概率分布为 P 木Bi 朽 朱朩 朽 α, P 木Bi 朽 朰朩 朽 朱− α本通常用来描述

试验结果为对立事件的随机试验本比如被保险人生存和死亡本某人是否感染某

疾病等等朮

定义 {Wi}i∈N+ 为参数为
β

朱 末 β
的几何分布随机变量序列朮对于随机变量

Wi 而言本 其概率分布为 P 木Wi 朽 k朩 朽
βk

木朱 末 β朩k+1
, k 朽 朰, 朱, · · · 朮 该随机变

量分成两种解释机其一是进行 w 次伯努利试验其中最后一次伯努利试验感兴

趣的事件发生 w的概率分布本事件发生概率为
朱

朱 末 β
朻其二是为得到一次伯努

利试验中感兴趣的事件发生本 而在此之前进行 w 次伯努利试验时 w 的概率

分布本 事件发生概率也为
朱

朱 末 β
朮 不同的是本 第一种情况 n 朽 朱, 朲, · · · 本 而第

二种情况 n 朽 朰, 朱, 朲, · · · 朮 在本文中本 我们选取第二种情况本 这样容易得到

E杛Wi杝 朽 β, 杖条杲杛Wi杝 朽 β2 末 β朮

定义 {Ni}i∈N+ 为参数为 λ的泊松随机变量序列朮对于随机变量 Ni 而言本

其概率分布为 P 木Ni 朽 k朩 朽
λke−λ

k朡
朮泊松分布通常用来描述单位时间内随机

事件发生次数本例如一定时间内通过路口的车辆数本某时间段医院就医次数等

等朮

木朲朩根据杁杬札杏杳杨和杁杬杺条杩杤 木朱朹朸朷朩本设 {Xt}t∈N+为 材杏杉李杁杒 木朱朩过程机Xt 朽

α ◦Xt−1 末 ϵt, ϵt ∼ P 木λ朩本则

杩. E杛Xt杝 朽 杖条杲杛Xt杝 朽 γ0 朽
λ

朱− α
朻

杩杩. E杛Xt|Xt−1杝 朽 αXt−1 末 λ 朻

杩杩杩. 杖条杲杛Xt|Xt−1杝 朽 α木朱− α朩Xt−1 末 λ 朻

杩杶. γk 朽 权杯杶木Xt−k, Xt朩 朽 αkγ0, k 朽 朰, 朱, · · · 朻

杶. ρk 朽
γk
γ0

朽 αk, k 朽 朰, 朱, · · · .朮

木朳朩根据杒杩杳杴杩杣和杂条杫杯杵杣杨 木朲朰朰朹朩本设 {Xt}t∈N+为李杇杉李杁杒木朱朩过程机Xt 朽

β ∗Xt−1 末 ϵt, ϵt ∼ P 木λ朩本则

杩. E杛Xt杝 朽
λ

朱− β
朻

杩杩. E杛X2
t 杝 朽

λ末 λ2 末 λβ2 末 λ2β

木朱− β朩2木朱 末 β朩
朻

朷
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