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第一章 引言



• 最优化理论和方法是近几十多年来发展十分迅   

速的一个数学分支。

• 在数学上，最优化是一种求极值的方法。

• 最优化已经广泛的渗透到工程、经济、电子技

术等领域。



• 在实际生活当中，人们做任何事情，不管是分

析问题，还是进行决策，都要用一种标准衡量

一下是否达到了最优。 

• 在各种科学问题、工程问题、生产管理、社会

经济问题中，人们总是希望在有限的资源条件

下，用尽可能小的代价，获得最大的收获。 



   最优化问题的研究已经有很多年的历史。 

   以前解决最优化问题的数学方法只限于古典求导

方法和变分法（求无约束极值问题）,Lagrange乘子

法解决等式约束下的条件极值问题。

   计算机技术的出现，使得人们研究出了许多最优

化方法和算法用以解决以前难以解决的问题。



第一节 基本概念



• 最优化方法  研究在一定限制条件下,选择某种

方案,以达到最优目标的一门学科,它是一个重要

的数学分支。

• 最优方案  达到最优目标的方案。

• 最优化理论  最优化方法的理论。

“把事情做的更好，就是优化”---最优化首先应

该学习的是理念，然后才是模型，方法，理论

 



模型与分类

几乎所有的优化问题都可以概括为这样的数学模型：

给定一个集合      (称为可行集),和该集合上定义的实
值函数        ,需计算函数在可行集上的极值。

或

几乎所有的优化问题都可以概括为这样的数学模型：

给定一个集合      (称为可行集),和该集合上定义的实
值函数        ,需计算函数在可行集上的极值。

或或



模型分类：按可行集性质分类

•可行集中的元素是有限的----“组合优化” 

  或“网络规划”（如：最短路问题，最小

  最大流）

•可行集是有限维空间中的一个连续子集---

  线性或非线性规划



•可行集中的元素是依赖于时间的决策序列----

  “动态规划”

•可行集是无穷维空间中的连续子集(如: 可行集

  中的元素是一条由常微分方程组描述的曲线,

  而目标函数为定积分)---- “最优控制”

本课程讨论线性规划与非线性规划问题



第一章 引言 

第二章 线性规划

第三章 对偶原理与对偶单纯形法

第四章 优化算法的结构与一维搜索

第五章 无约束非线性规划

第六章 约束优化最优性条件

第七章 惩罚函数法

第八章 可行方向法

本课程主要内容



经典极值问题

包括：

①无约束极值问题

②有约束极值问题



1、无约束极值问题的数学模型 

2、约束条件下极值问题的数学模型 

    其中，极大值问题可以转化为极小值问题来
进行求解。如求：

        可以转化为：



① 前期分析：分析问题，找出要解决的目标，

约束条件，并确立最优化的目标。

② 定义变量，建立最优化问题的数学模型，列

出目标函数和约束条件。

③ 针对建立的模型，选择合适的求解方法或数

学软件。

④ 编写程序，利用计算机求解。

⑤ 对结果进行分析，讨论诸如：结果的合理性、

正确性，算法的收敛性，模型的适用性和通

用性，算法效率与误差等。

解决优化问题的一般方法步骤



例:某豆腐店用黄豆制作两种不同口感的豆腐出

售。制作口感较鲜嫩的豆腐每千克需要0.3千克

一级黄豆及0.5千克二级黄豆，售价10元；制作

口感较厚实的豆腐每千克需要0.4千克一级黄豆

及0.2千克二级黄豆，售价5元。现小店购入9千

克一级黄豆和8千克二级黄豆。

问：应如何安排制作计划才能获得最大收益。



一、问题前期分析

       该问题是在不超出制作两种不同口感豆

腐所需黄豆总量条件下合理安排制作计划，

使得售出各种豆腐能获得最大收益。

二、模型假设

1．假设制作的豆腐能全部售出。

2．假设豆腐售价无波动。



变量假设：

    设计划制作口感鲜嫩和厚实的豆腐各x1千克

和 x2千克，可获得收益 f 元。

目标函数：获得的总收益最大。 

总收益可表示为： 

 受一级黄豆数量限制： 

受二级黄豆数量限制： 



综上分析，得到该问题的数学模型 

s.t



例（运输问题）设某种物资有m个产地
A1,A2,…Am,各产地的产量是a1,a2,…,am;有 n个销地
B1,B2,…,Bn.各销地的销量是b1,b2,…,bn.

假定从产地Ai(i=1,2,…,m)到销地Bj(j=1,2,…,n)运输
单位物品的运价是cij问怎样调运这些物品才能使总

运费最小？

如果运输问题的总产量等于总销量，即有

则称该运输问题为产销平衡问题；

反之，称产销不平衡问题。



        令xij表示由产地Ai运往销地Bj的物品数量，

         则产销平衡问题的数学模型为：



第二节 梯度、Hesse阵

与  Taylor展式



1）局部极值和全局极值

2）梯度

3）方向导数：设h为一方向向量，即长度为1的
单位向量,可微函数(x) 在 x 处沿方向h的
方向导数为:



方向导数性质

• 若                                ,则(x) 与h 的夹角为锐角，

   此时沿h的方向，(x) 是上升

• 若                                ,则(x) 与h 的夹角为钝角，

   此时沿h的方向，(x) 是下降

• 当                   时，       取得最大值，即：正梯度方

向(x) 是(x) 在 x 处的最速上升方向，而负梯度方

向-(x) 是(x) 在 x 处的最速下降方向。

• 若                                ,则(x) 与h 的夹角为锐角，

   此时沿h的方向，(x) 是上升

• 若                                ,则(x) 与h 的夹角为钝角，

   此时沿h的方向，(x) 是下降

• 当                   时，       取得最大值，即：正梯度方

向(x) 是(x) 在 x 处的最速上升方向，而负梯度方

向-(x) 是(x) 在 x 处的最速下降方向。

• 若                                ,则(x) 与h 的夹角为锐角，

   此时沿h的方向，(x) 是上升

• 若                                ,则(x) 与h 的夹角为钝角，

   此时沿h的方向，(x) 是下降

• 当                   时，       取得最大值，即：正梯度方

向(x) 是(x) 在 x 处的最速上升方向，而负梯度方

向-(x) 是(x) 在 x 处的最速下降方向。

• 若                                ,则(x) 与h 的夹角为锐角，

   此时沿h的方向，(x) 是上升

• 若                                ,则(x) 与h 的夹角为钝角，

   此时沿h的方向，(x) 是下降

• 当                   时，       取得最大值，即：正梯度方

向(x) 是(x) 在 x 处的最速上升方向，而负梯度方

向-(x) 是(x) 在 x 处的最速下降方向。

• 若                                ,则(x) 与h 的夹角为锐角，

   此时沿h的方向，(x) 是上升

• 若                                ,则(x) 与h 的夹角为钝角，

   此时沿h的方向，(x) 是下降

• 当                   时，       取得最大值，即：正梯度方

向(x) 是(x) 在 x 处的最速上升方向，而负梯度方

向-(x) 是(x) 在 x 处的最速下降方向。

• 若                                ,则(x) 与h 的夹角为锐角，

   此时沿h的方向，(x) 是上升

• 若                                ,则(x) 与h 的夹角为钝角，

   此时沿h的方向，(x) 是下降

• 当                   时，       取得最大值，即：正梯度方

向(x) 是(x) 在 x 处的最速上升方向，而负梯度方

向-(x) 是(x) 在 x 处的最速下降方向。可见, 梯度

在最优化理论与算法中占有特殊重要的地位。 



常见函数梯度



例1

（4）Hesse矩阵



极值问题

如果有

定义1: 若 ,也就是
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