
专题 10 导数解答题分类练
一、曲线的切线问题

1. （2023 届河南省开封市通许县高三冲刺卷）已知函数 ．

(1)若函数 的图象与直线 相切，求实数 的值；

(2)若函数 有且只有一个零点，求实数 的取值范围．

【解析】（1）设直线 与函数 的图象相切于点 ，

因为 ,

所以 ，由②③可得 ④，易知 .

由①得 ，代入④可得 ，

即 ，即 ，解得 .

故 .

（2）令 ，可得 ，

由题意可得 只有一个根.

易知 不是方程 的根，所以 ，

所以由 ，可得 .

设 ，则 与 的图象只有一个交点.

，

当 时， ，函数 单调递增；

当 时， ，函数 单调递减；

当 时， ，函数 单调递增.

设 ，则 ，
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当 时， ，函数 单调递减；

当 时， ，函数 单调递增.

所以 .

所以 .

又 ， 时， ， 时， ，

画出函数 的图象如图所示：

  

由图可知，若 与 的图象只有一个交点，

则 .

所以实数 的取值范围是 .

2．（2024 届福建省莆田哲理中学高三上学期月考）已知函数 ， .

(1)当 时，求曲线 在点 处的切线方程；

(2)试讨论函数 的单调性.

【解析】（1）因为 ，

所以 ，则 ，切点为

又因为

所以 ，即

所以曲线 在点 处的切线方程是 ，

即 .
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（2）因为 ， ，

所以 ，

当 时， ，则 在 上单调递减；

当 时，令 ，得 ，

当 时， ，当 时， ，

所以 在 上单调递减，在 上单调递增，

综上，当 时， 在 上单调递减；

当 时， 在 上单调递减，在 上单调递增

3．（2024 届重庆市第一中学高三上学期开学考）已知函数 .

(1)设 ，经过点 作函数 图像的切线，求切线的方程；

(2)若函数 有极大值，无最大值，求实数 的取值范围.

【解析】（1） 时 ，

设切点为 ，则切线斜率为 ，

切线方程： ，

将点 带入得： ，

此时斜率 ，所以切线方程为 .

（2）函数 的定义域为 ，令 ，则

（1）当 时 在 单调递增，

注意到 时， ，注意到 时， ，

故存在 ，使得 ，在 时 单调递减，在 时，

单调递增，函数 有极小值，无极大值，不符合题意.
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（2）当 时，令 ，令 ，

所以 在 单调递增，在 单调递减.

当 时 ，当 时 ，

所以 ，

若 ，则 恒成立， 在 单调递减，无极值和最值.

若 ，即 ，此时存在 ，使得 ，

且在 有 单调递减；在 有 单调递增，此时 为

的极大值.

注意到 时 ，要使 无最大值，则还应满足 ，

即 ，同时 ，

带入 整理得 .

由于 ，且 在 单调递减，故 ，

即 ，

综上实数 的取值范围为 .

4.（2024 届江苏省南通市高三上学期质量监测）已知函数 的极小值为 ，其导

函数 的图象经过 ， 两点.

(1)求 的解析式；

(2)若曲线 恰有三条过点 的切线，求实数 的取值范围.

【解析】（1） ，
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因为 ，且 的图象经过 ， 两点.

所以当 时， ， 单调递增；

当 时， ， 单调递减；

当 时， ， 单调递增.

所以 在 处取得极小值，所以 ，

又因为 ， ，所以 ， ，

解方程组 得 ， ， ，

所以 .

（2）设切点为 ，则 ，

因为 ，所以 ，

所以切线方程为 ，

将 代入上式，得 .

因为曲线 恰有三条过点 的切线，所以方程 有三个不同实数解.

记 ，则导函数 ，

令 ，得 或 1.
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所以 ，解得 .故 的取值范围是 .

5.（2024 届上海市华东师范大学第二附属中学高三上学期质量调研）设函数 的定义域为开区间 ，

若存在 ，使得 在 处的切线 与 的图象只有唯一的公共点，则称切线 是

的一条“ 切线”.

(1)判断函数 是否存在“ 切线”，若存在，请写出一条“ 切线”的方程，若不存在，请说明理由；

(2)设 ，若对任意正实数 ，函数 都存在“ 切线”，求实数 的取值范围；

(3)已知实数 ，函数 ，求证：函数 存在无穷多条“ 切线”，且至少

一条“ 切线”的切点的横坐标不超过 .

【解析】（1）记 ，则

取 ， ，切线方程为 .

与函数 联立，得 .

记 ，则 ,

当 时 ，当 时 ，

故 在 上严格增，在 上严格减， ，

故函数 只有一个零点 ,故 是一条“ 切线”:

（2）

设点 在函数 的图像上,

点 处的切线为 ，与 联立

得 
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（*）

由题意得直线 为“ 切线”，故方程（*）在 上有且仅有一解

则 或

若 ，则 是方程（*）的唯一解（此时有无数条“ 切线”切点横坐标为 上的任意值）.

若 ，则 （此时只有一条“ 切线”，切点的横坐标为 ）

或 （此时有无数条“ 切线”,切点横坐标为 上的任意值）

综上， .

（3）证明： ，将点 处的切线 的方程与 联立得

，

记 ，则直线 为“ 切线” 函数 有且仅有一个零点

（此时，一个 对应一条“ 切线”），显然 是 的零点，

故只要 没其他零点.

此时 ，

当 即 ， 恒成立，

此时当 时， ，当 时， ，

故此时 为 唯一的极小值点（也是最小值点），而 ，

故 无其他零点，故直线 为“ 切线”，因 的任意性，

故函数 存在无穷多条“ 切线”，有一条 “ 切线”的切点的横坐标为 .

二、含参函数的单调性问题

6. （2024 届山东省泰安市肥城市高三上学期 9 月月考）已知函数 .
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0 02 0x x x x a    

l L  0,c 0x

 0 02 0,x x a c   
 

 
0

0

0,
2 0,

x c
x a c

 
  

0a   0 0,x c L  0,c

a<0
0

3

3

ac

ax

  

  


L
3
a



 0

0
3

0,

ac

x c

   

 

L  0,c

Ra 

  22e e 6x xg x b     0 0,P x g x l  y g x

      0 0 0g x g x g x x x  

        0 0 0h x g x g x g x x x    l L   h x 0x

0x L 0x  h x

 h x

       0 0
0 2 e e e e

2
x xx x bh x g x g x          

 

0e 0
2

x b
  0 ln

2
bx  0e e 0

2
xx b

  

0x x   0h x  0x x   0h x 

0x  h x  0 0h x 

 h x l L 0x

 y g x L L ln
2
b

  ln , Rmf x x m
x

  



(1)讨论 的单调性；

(2)证明：当 时， .

【解析】（1）函数 的定义域是 ，可得 .

当 时，可知 ，所以 在 上单调递增；

当 时，由 得 ，

可得 时，有 ， 时，有 ，

所以 在 上单调递减， 在 上单调递增.

综上所述：当 时， 在 上单调递增；

当 时， 在 上单调递减，在 上单调递增.

（2）证明：当 时，要证 成立，

只需证 成立，

只需证 即可.

因为 ，由（1）知， .

令 ，

则 ，

可得 时，有 ； 时，有 ，

所以 在 上单调递减，在 上单调递增，

可知 ，则有 ，所以有 ，

所以当 时， 成立.

7.（2024 届江西省丰城厚一学校高三上学期 9 月月考）已知函数 ， .

(1)讨论函数 的单调性；

(2)证明：当 时， ，使得 .

 f x

0m    2 1mf x m 

 f x  0,+   2 2

1 m x mf x
x x x

   

0m  ( ) 0f x¢ >  f x  0,+

0m    =0f x x m

 0,x m   0f x   , +x m  ( ) 0f x¢ >

 f x  0, m  f x  , +m 

0m   f x  0,+

0m   f x  0,m  , +m 

0m    2 1mf x m 

  2 1 1=2mf x
m m


 

 min

12f x
m

 

0m     min
1 lnf x f m m  

  1 11 ln 2 ln 1g m m m
m m

        
 

  2 2

1 1 1mg m
m m m

   

 0,1m   0g m   1,m    0g m 

 g m  0,1  1,

   min
1 0g m g    0g m  11 ln 2m

m
  

0m    2 1mf x m 

2( ) 2 ln 2( 1)f x m x x m x     0m 

 f x

1m   1,x     23 1f x m m  



【解析】（1）函数 的定义域为 ，

求导得 ， ，

当 时，恒有 ，函数 在 上单调递减；

当 时，由 ，得 或 ， 单调递减，由 ，得 ， 单调递增；

当 时，由 ，得 或 ， 单调递减，由 ，得 ， 单调递

增；

所以当 时，函数 在 上单调递减，在 上单调递增；

当 时，函数 在 上单调递减；

当 时，函数 在 上单调递减，在 上单调递增.

（2）由（1）知，当 时，函数 在 上单调递增，在 上单调递减，

则当 时， 取得最大值 ，

于是当 时， ，使得 成立，当且仅当 时， 成立，

即当 时， 成立，令函数 ，求导得

，

令 ，求导得 ，

于是函数 ，即 在 上单调递增， ，

因此函数 在 上单调递增， ，即当 时， 成立，

所以当 时， ，使得 .

8.（2024 届四川省仁寿第一中学校高三上学期 9 月月考）已知 a 为实常数，函数 （其中

为自然对数的底数）

(1)讨论函数 的单调性；

(2)设 ，函数 有两个零点，求实数 a 的取值范围．

【解析】（1） ，

2( ) 2 ln 2( 1)f x m x x m x     (0, )

  2 2( 1)( )2 2( 1)m x x mf x x m
x x

         0m 

1m  ( ) 0f x   f x  0, 

1m  ( ) 0f x  0 1x  x > m  f x ( ) 0f x¢ > 1 x m   f x

0 1m    0f x  0 x m  1x   f x ( ) 0f x¢ > 1m x   f x

0 1m   f x (0, ), (1, )m  ( ,1)m

1m   f x  0, 

1m   f x (0,1), ( , )m  (1, )m

1m   f x (1, )m ( , )m 

x m  f x   22 ln 2f m m m m m   

1m   1,x     23 1f x m m   1m  2( ) 3 1f m m m  

1m  22 ln 2 1 0m m m m     2( ) 2 ln 2 1, 1g m m m m m m     

( ) 2 ln 4 3g m m m    

( ) 2 ln 4 3, 1h m m m m     2( ) 4 0h m
m

    

( )h m ( )g m (1, ) ( ) (1) 1 0g m g   

( )g m (1, ) ( ) (1) 0g m g  1m  2( ) 3 1f m m m  

1m   1,x     23 1f x m m  

  e 1xf x ax   e

 f x

1a   f x

  exf x a  



当 时， ， 在 上单调递增；

当 时， 时， ； 时， ，

在 上单调递增，在 上单调递减；

综上： 时， 在 上是单调递增；

当 时， 在 上单调递增，在 上单调递减；

（2）由（1）得， 时，函数 在 递增，不可能有 2 个零点，

当 时，函数 在 递减，在 递增，

函数 的最小值为 ，∴函数 只有 1 个零点，

当 时，函数 在 递减，在 递增，

为函数 的最小值，

令 ，

，

当 时， ，故函数 在 递增，且 ，

故 时， ，

令 ，

， 在 上递减，

，即 时，

由于 ，

所以，当 时，函数 有 2 个零点．

9.（2024 届江苏省淮安市高三上学期第一次调研测试）已知函数 ．

(1)讨论函数 的单调性；

(2)求证：当 时， ．

0a  ( ) 0f x¢ >  f x R

0a   ln ,x a  ( ) 0f x¢ >  , lnx a    0f x 

 f x  ln ,a   , ln a

0a   f x R

0a   f x  ln ,a   , ln a

0a   f x R
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  )1 1ln ( ) ln , (0,1m a a a a
a a
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2
1( ) 0am a

a
    m a  0,1

   1 0m a m    0,1a  1 ln 0,a
a

  

11( ) e 0, (0) 0af f
a


   

 0,1a   f x

2( ) 2 lnf x ax x 

( )f x

0a 
1( ) 2f x
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【解析】（1）因为 ，所以 ．

①当 时， 在 单调递减；

②当 时，由 得 ，由 得 ，

所以 在 上单调递减，在 上单调递增．

综上，当 时， 在 单调递减；当 时， 在 上单调递减，在 上单调递

增．

（2）当 时， ，

要证明 ，只要证 ，即证 ，

设 ，则 ，令 得 ，列表得

a ( 0, 1) 1 (1, )

( )a  0 

( )a 单调递减 极小值 单调递增

所以 ，即 ，所以 ．

10.（2024 届湖南省长沙市长郡中学高三上学期月考）已知函数 ．

(1)讨论 的单调性；

(2)证明：当 时， ．

【解析】（1）因为 ，定义域为 ，所以 ．

当 时，由于 ，所以 恒成立，此时 在 上单调递减；

当 时， ，令 ，得 ，

则当 时， ，有 在 上单调递增；

2( ) 2 lnf x ax x   22 12( ) 2 , 0
ax

f x ax x
x x


    

0a  ( ) 0, ( ) f x f x (0, )

0a  ( ) 0f x  10 x
a

  ( ) 0f x  1x
a



( )f x
10,
a

 
  
 

1 ,
a

 
  

 

0a  ( )f x (0, ) 0a  ( )f x
10,
a

 
  
 

1 ,
a

 
  

 

0a  min 
1( ) ln 1f x f a
a

 
    

 

1( ) 2f x
a

 
1ln 1 2a
a
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1ln 1 0a
a
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1( ) ln 1, 0a a a
a

     2 2

1 1 1( ) aa
a a a

     ( ) 0a  1a 

( ) (1) 0a   1ln 1 0a
a

  
1( ) 2f x
a

 

   lnf x a x a x  

 f x

0a    2 eaf x a

   lnf x a x a x    0,    1af x
x

  

0a  0x    0f x   f x  0, 

0a     x a
f x

x


     0f x  x a

 0,x a ( ) 0f x¢ >  f x  0,a



当 时， ，有 在 上单调递减；

综上所述：当 时， 在 上单调递减；

当 时， 在 上单调递增， 在 上单调递减．

（2）我们先证明引理： ，恒有 且 ．

引理的证明：

设 ， ．

故只需证明 ，恒有 ， ．

由于 ，知当 时， ；当 时， ；

则 在 上单调递减，在 上单调递增，所以 ，

所以 ，恒有 ．

由于 ，知当 ，均有 ，

所以恒有 ，故 在 上单调递增，

则 ．

所以 ，恒有 ．

综上，引理得证．回到原题：

由（1）得 ，

故只需证明：对 ，恒有 ，即 ．

由引理得 ．命题得证．

三、函数零点与方程实根个数问题

11. （2024 届江西省全南中学高三上学期开学考试）已知函数 ．

(1)当 时，求函数 的极小值；

(2)若函数 在区间 上有且只有一个零点，求 的取值范围．

【解析】（1）当 时， ，可得 ，

 ,x a    0f x   f x  ,a 

0a   f x  0, 

0a   f x  0,a  f x  ,a 

0a  ln 1a a  1 eaa  

  ln 1g a a a     e 1ah a a  

0a    0g a    0h a 

  11g a
a

    0,1a    0g a   1,a     0g a 

 g a  0,1  1,    min
1 0g a g 

0a    0g a 

  e 1ah a   0a  0e 1 e 1 0a    

  0h a   h a  0, 

  0e 0 1 0h a    

0a    0h a 

    2
max

lnf x f a a a a a   

0a  2ln 2 eaa a a a a   ln 1 2eaa a  

   ln 1 1 1 2 1 2eaa a a a a        

   2e ( 1) 0
2

x mf x x x m   

0m   f x

 f x  ,1 m

0m    exf x x   ( 1)exf x x 



令 ，解得 ，

当 时， ， 单调递减；

当 时， ， 单调递增，

所以函数 的极小值为 .

（2）解：若 时， ，令 ，解得 ，

当 时， ；当 时， ，

所以函数 在区间 上有且只有一个零点.

若 时，由 ，令 ，解得 或 ，

①若 时，此时 ，可得 在 上单调递增，且 ，此时函数

在区间 上有且只有一个零点；

②若 时，可得 ，令 ，可得 或 ，

令 ，可得 ，

所以 在 ， 上单调递增，在 上单调递减，

又由 ，只需讨论 的符号，

当 时， ，函数 在区间 上有且只有一个零点；

当 时， ，函数 在区间 上无零点.

③若 ，则 ，令 ，可得 或 ，

令 ，可得 ，

所以 在 ， 上单调递增，在 上单调递减，

又由 ，

此时函数 在区间 上有且只有一个零点，

综上可得， ，即实数 的取值范围为 .

  0f x  = 1x 

 , 1x      0f x   f x

 1,x    ( ) 0f x¢ >  f x

 f x   11
e

f   

0m    exf x x   0f x  0x 

0x    0f x  0x    0f x 

 f x  ,1

0m    ( 1)(e )xf x x m      0f x  = 1x  lnx m
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