
重难点突破 05 含参导数的分类讨论

一、当导函数   0f x  对应 1 2x x、 的值含有参数,不能区分大小时,需要对导函数方程根的

大小,即 1 2x x、 的值进行分类讨论,从而得到对应所求函数的单调性.

对导函数方程根分类讨论的解题思路一般为:

(1)对原函数解析式求导,令导函数   0f x  ,求出对应的 1x 和 2x ;

(2)分三种情况分类讨论 1 2x x、 的大小关系,判断不同区间对应导数的正负;

(3)通过分类讨论情况,综合得到所求的函数单调性及单调区间.

二、当导函数属于一元二次函数类型时,需要对   0f x  对应的判别式Δ 的大小进行分类

讨论,根据Δ 与 0 的大小关系判断实数根的个数,从而对函数单调性作出解答.

根据判别式讨论函数单调性问题,基本思路为:

(1)求出导函数解析式,判断判别式的符号的正负;

(2)讨论Δ 大小对应情况,从而确定方程   0f x  实数根的个数;

(3)结合实数根对应不同的具体图象,从而判断函数的单调区间.

三、当导函数类型不明确时,参数的不同情况会导致函数导函数类型不同,因此当参数决定导

函数类型时,应对参数进行分类讨论从而判断对应函数的单调区间。

以导函数类型为依据的分类讨论解题思路一般为:

(1)对所求函数求导,得到具体到函数解析式;

(2)对参数进行分类讨论,探讨不同类别导函数在规定区间的具体值,判断对应函数单调区间;

(3)综合所有情况,对函数的单调区间做出总结,即对应问题所求.

1．（2023 春•商洛期末）已知函数 3 2( ) 2 3( 2) 12f x x a x ax    ．

（1）当 0a  时，求 ( )f x 在[ 2 ， 4]上的最值；

（2）讨论 ( )f x 的单调性．

【解答】解：（1）已知 3 2( ) 2 3( 2) 12f x x a x ax    ，函数定义域为 R ，

当 0a  时， 3 2( ) 2 6f x x x  ，
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(3)通过分类讨论情况,综合得到所求的函数单调性及单调区间.

二、当导函数属于一元二次函数类型时,需要对   0f x  对应的判别式Δ 的大小进行分类

讨论,根据Δ 与 0 的大小关系判断实数根的个数,从而对函数单调性作出解答.

根据判别式讨论函数单调性问题,基本思路为:

(1)求出导函数解析式,判断判别式的符号的正负;

(2)讨论Δ 大小对应情况,从而确定方程   0f x  实数根的个数;

(3)结合实数根对应不同的具体图象,从而判断函数的单调区间.

三、当导函数类型不明确时,参数的不同情况会导致函数导函数类型不同,因此当参数决定导

函数类型时,应对参数进行分类讨论从而判断对应函数的单调区间。

以导函数类型为依据的分类讨论解题思路一般为:

(1)对所求函数求导,得到具体到函数解析式;

(2)对参数进行分类讨论,探讨不同类别导函数在规定区间的具体值,判断对应函数单调区间;

(3)综合所有情况,对函数的单调区间做出总结,即对应问题所求.

1．（2023 春•商洛期末）已知函数 3 2( ) 2 3( 2) 12f x x a x ax    ．

（1）当 0a  时，求 ( )f x 在[ 2 ， 4]上的最值；

（2）讨论 ( )f x 的单调性．

【解答】解：（1）已知 3 2( ) 2 3( 2) 12f x x a x ax    ，函数定义域为 R ，

当 0a  时， 3 2( ) 2 6f x x x  ，



可得 2( ) 6 12 6 ( 2)f x x x x x     ，

当 0x  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增；

当 0 2x  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减；

当 2x  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增，

所以当 0x  时，函数 ( )f x 取得极大值，极大值 (0) 0f  ，

当 2x  时，函数 ( )f x 取得极小值，极小值 f （2） 8  ，

又 ( 2) 40f    ， f （4） 32 ，

所以 ( )f x 在[ 2 ， 4]上的最大值为 32，最小值为 40 ；

（2）易知 2( ) 6 6( 2) 12 6( )( 2)f x x a x a x a x        ，

若 2a  ，即 2a   时，

当 x a  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增；

当 2a x   时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减；

当 2x  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增，

若 2a  ，即 2a   时， ( ) 0f x … ， ( )f x 单调递增；

若 2a  ，即 2a   时，

当 2x  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增；

当 2 x a   时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减；

当 x a  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增，

综上，当 2a   时，函数 ( )f x 在 ( , )a  和 (2, ) 上单调递增，

在 ( ,2)a 上单调递减；

当 2a   时，函数 ( )f x 在 R 上单调递增；

当 2a    时，函数 ( )f x 在 ( ,2) 和 ( , )a  上单调递增，

在 (2, )a 上单调递减．



2．（2023 春•荔湾区期末）已知函数 21( ) ( 1) ,
2

xf x axe x a R    ．

（1）讨论函数 ( )f x 的单调性；

【解答】解：（1） 21( ) ( 1)
2

xf x axe x   ，

1( ) ( ) 2( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( 1)
2

x x x xf x a e xe x a x e x x ae             ，

当 0a„ 时， 1 0xae   ，

令 ( ) 0f x  得 1x   ，

所以在 ( , 1)  上 ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增，

在 ( 1, )  上 ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减，

当 0a  时，令 ( ) 0f x  得 1x   或
1ln
a
，

①若
11 ln
a

  ，即 0 a e  时，

在 ( , 1)  上 ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增，

在
1( 1, )ln
a

 上 ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减，

在
1(ln
a
， ) 上 ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增，

②若
11 ln
a

  ，即 a e 时，

在
1( , )ln
a

 上 ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增，

在
1(ln
a
， 1) 上 ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减，

在 ( 1, )  上 ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增，

③若
11 ln
a

  ，即 a e 时， ( ) 0f x … ， ( )f x 单调递增，

综上所述，当 0a„ 时， ( )f x 在 ( , 1)  上单调递增，在 ( 1, )  上单调递减，

当 0 a e  时， ( )f x 在 ( , 1)  ，
1(ln
a
， ) 上单调递增，在

1( 1, )ln
a

 上单调递减，

当 a e 时， ( )f x 在
1( , )ln
a

 ， ( 1, )  上单调递增，在
1(ln
a
， 1) 上单调递减，

当 a e 时， ( )f x 在 ( , )  单调递增．



3．（2023 春•朝阳期末）已知函数 2( ) ( 1) ( )f x ln x a x a R    ．

（1）讨论函数 ( )f x 的单调区间；

【解答】解：（1）因为 2( ) ( 1)f x ln x a x   ，

所以
2 2 2

21 1 ( 1) 1( )
1 1 1

a x a x af x a
x x x

    
    

  
，

当 0a  时，
1( )

1
f x

x
 


，

所以在 (0,1) 上 ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减，

在 (1, ) 上 ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增，

当 0a  时，令 ( ) 0f x  ，得
2

2 2

1 11ax
a a


   ，

所以在 2

1(1,1 )
a

 上， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增，

在 2

1(1
a

 ， ) 上， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减，

所以当 0a  时， ( )f x 在 (1, ) 上单调递增，

当 0a  时， ( )f x 在 2

1(1,1 )
a

 上单调递增，在 2

1(1
a

 ， ) 上单调递减．

4．（2023 春•铁西区校级期中）已知函数 3 2 21( ) 3 1( )
3

f x x ax a x a R     ．

（1）当 1a  时，求函数 ( )f x 在[ 4 ， 4]上的最大值和最小值；

（2）试讨论函数 ( )f x 的单调性．

【解答】解：（1）当 1a  时， 3 21( ) 3 1
3

f x x x x    ，

2( ) 2 3 ( 3)( 1)f x x x x x       ，

令 ( ) 0f x  ，得 1x  或 3x   ，

所以在 ( 3,1) 上， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减，

在 ( 4, 3)  ， (1,4)上， ( )f x 单调递增，

64 23( 4) 16 12 1
3 3

f        ，

( 3) 9 9 9 1 10f        ，



f （1） 1 21 3 1
3 3

      ，

f （4） 64 7916 12 1
3 3

     ，

所以
79( )
3maxf x  ，

2( )
3minf x   ．

（2） 2 2( ) 2 3 ( 3 )( )f x x ax a x a x a       ，

令 ( ) 0f x  得 3x a  或 x a ，

当 3a a  ，即 0a  时， 2( ) 0f x x  … ，

所以 ( )f x 在 R 上单递增，

当 3a a  ，即 0a  时，

在 ( , 3 )a  ， ( , )a  上， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增，

在 ( 3 , )a a 上， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减，

当 3a a  ，即 0a  时，

在 ( , )a ， ( 3 , )a  上， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增，

在 ( , 3 )a a 上， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减，

综上所述，当 0a  时， ( )f x 在 R 上单递增，

当 0a  时， ( )f x 在 ( , 3 )a  ， ( , )a  上单调递增，在 ( 3 , )a a 上单调递减，

当 0a  时， ( )f x 在 ( , )a ， ( 3 , )a  上单调递增，在 ( , 3 )a a 上单调递减．

5．（2023 春•越秀区校级月考）设函数 ( )f x lnx ax  ，
2

2( )
4
ag x x  ．

（1）求函数 ( ) ( ) ( )h x f x g x  的单调区间；

（2）证明：当 1a„ 时， ( )f x 的图象与 ( )g x 的图象有 2 条公切线．

【解答】解：（1）
2

2( ) ( ) ( )
4
ah x f x g x lnx ax x      ，

21 2 1( ) 2 x axh x a x
x x

  
     ，

令 2( ) 2 1t x x ax    ， 0x  ，

△ 2 24 ( 2) 1 8 0a a        ，且 (0) 1t  ，



方程 22 1 0x ax    的根为
2

1
8

4
a ax  

 或
2

2
8

4
a ax  

 ， 1 20x x  ，

所以在
2 8(0, )

4
a a 

上 ( ) 0t x  ， ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递增，

在
2 8(

4
a a 

， ) 上 ( ) 0t x  ， ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递减．

（2）证明：设 1(x ， 1( ))f x ， 2(x ， 2( ))f x 分别是 ( )f x ， ( )g x 图象上的点，

所 以 ( )f x 在 1(x ， 1( ))f x 处 的 切 线 方 程 为 1 1 1( ) ( )( )y f x f x x x    ， 即

1 1 1
1

1( ) ( )( )y lnx ax a x x
x

     ，

所以 ( )f x 在 1(x ， 1( ))f x 处的切线方程为 1
1

1( ) 1y a x lnx
x

    ，

( )g x 在 2(x ， 2( ))g x 处的切线方程为 2 2 2( ) ( )( )y g x g x x x    ，即
2

2
2 2 2( ) 2 ( )

4
ay x x x x    ，

所以 ( )g x 在 2(x ， 2( ))g x 处的切线方程为
2

2
2 22

4
ay x x x   ，

若 ( )f x 和 ( )g x 有共切线，则
2

1
2

2
1 2

1 2

1
4

a x
x

alnx x

  

    

，

所以 1 1 1
1

12 2
2

a x x lnx
x

   ，

若 ( )f x 的图象与 ( )g x 的图象有 2 条公切线．则 1 1 1
1

12 2
2

a x x lnx
x

   有两个根，

令
1( ) 2 2
2

F x x xlnx
x

   ，

2 2

1 1 1 1( ) 2 2( ) ( ) 2
2 2

F x lnx x lnx
x x x

           ，

3 3

2 1 1 2 1( ) ( 2 ) 0
2

F x
x x x x

          ，

所以 ( )F x 在 (0, ) 上单调递减，

又 F （1） 0 ， F （2） 0 ，

所以存在 0 (1,2)x  使得 0( ) 0F x  ，即 0 2
0

12 0
2

lnx
x

   ，即 0 2
0

1
4

lnx
x

 ，

所以在 0(0, )x 上 ( ) 0F x  ， ( )F x 单调递增，

在 0(x ， ) 上 ( ) 0F x  ， ( )F x 单调递减，



所以 0 0 0 0 0 0 02
0 0 0 0

1 1 1 1( ) ( ) 2 2 2 2 2
2 4 2maxF x F x x x lnx x x x

x x x x
          ，

因为 0 (1,2)x  ，

所以 0
0

1 7( ) 2 (1, )
2maxF x x

x
   ，

所以当 1a„ 时，方程 1 1 1
1

12 2
2

a x x lnx
x

   有两个根，得证．

6．（2023 春•仁寿县校级期中）已知函数 ( )f x x alnx  ．

（1）若 ( )f x 在[1， ) 上单调递增，求 a的取值范围．

（2）求 ( )f x 的单调区间．

【解答】解：（1）由题意得 ( )f x 的定义域为 (0, ) ， ( ) 1 a x af x
x x


    ，

当 0a„ 时， ( ) 0f x  ， ( )f x 在 (0, ) 单调递增，满足题意；

当 0a  时，由 ( ) 0x af x
x


  … 得 0x  （不符合题意，舍去）或 x a… ，

要使 ( )f x 在[1， ) 上单调递增，则 1a„ ，即 0 1a „ ，

综上所述， a的取值范围为 ( ，1]；

（2）由（1）得当 0a„ 时， ( )f x 在 (0, ) 单调递增，

当 0a  时， ( )f x 在 ( , )a  单调递增，

由 ( ) 0x af x
x


   得 0 x a  ，即 ( )f x 在 (0, )a 单调递减．

综上所述，当 0a„ 时， ( )f x 的单调递增区间为 (0, ) ；

当 0a  时， ( )f x 的单调递增区间为 ( , )a  ，单调递减区间为 (0, )a ．

7．（2023•中卫一模）已知函数 2 2( ) 2f x x alnx  ．

（1）讨论 ( )f x 的单调性；

【解答】解：（1） ( )f x 的定义域为 ( ， 0) (0 ， ) ．

当 (0, )x   时， 2( ) 2 2f x x alnx  ，则

2 14( )2 2( ) 4
x aaf x x

x x


    ，

当 0a„ 时 ( ) 0f x  ，可知 ( )f x 在 (0, ) 上单调递增，



当 0a  时，令 ( ) 0f x  ，得
2
2

ax  ，今 ( ) 0f x  ，得
20
2

ax  ．

因为 ( ) ( )f x f x  ，所以 ( )f x 为偶函数，

所以当 0a„ 时， ( )f x 的单调递增区间为 (0, ) ，单调递减区间为 ( ,0) ；

当 0a  时， ( )f x 的单调递增区间为
2( ,0)
2

a
 ，

2( , )
2

a
 ，单调递减区间为

2( , )
2

a
  ，

2(0, )
2

a
；

8．（2023 春•怀仁市期末）已知函数 2( ) ( 2)
2

x af x x e x ax    ， a R ．

（1）若 0a  时，求 ( )f x 在 0x  处的切线方程；

（2）讨论函数 ( )f x 的单调性．

【解答】解：（1）当 0a  时， ( ) ( 2) xf x x e  ， ( ) ( 1) xf x x e   ， 0(0) (0 1) 1f e     ，

(0) 2f   ，

切线方程为： ( 2) ( 1)( 0)y x     ，即 2 0x y   ．

（2）因为 2( ) ( 2)
2

x af x x e x ax    ， a R ，

所以 ( ) ( 1) ( 1)( )x xf x x e ax a x e a        ．

①当 0a„ 时，令 ( ) 0f x  ，得 1x  ， ( )f x 在 ( ,1) 上单调递减；

令 ( ) 0f x  ，得 1x  ， ( )f x 在 (1, ) 上单调递增；

②当 0 a e  时，令 ( ) 0f x  ，得 1lna x  ， ( )f x 在 ( ,1)lna 上单调递减；

令 ( ) 0f x  ，得 x lna 或 1x  ， ( )f x 在 ( , )lna 和 (1, ) 上单调递增，

③当 a e 时， ( ) 0f x … 在 x R 时恒成立， ( )f x 在 R 单调递增；

④当 a e 时，令 ( ) 0f x  ，得1 x lna  ， ( )f x 在 (1, )lna 上单调递减；

令 ( ) 0f x  ，得 x lna 或 1x  ， ( )f x 在 ( ,1) 和 ( , )lna  上单调递增．

综上所述：当 0a„ 时， ( )f x 在 ( ,1) 上单调递减，在 (1, ) 上单调递增；

当 0 a e  时， ( )f x 在 ( ,1)lna 上单调递减，在 ( , )lna 和 (1, ) 上单调递增；
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