
第一讲：函数与数列的极限的强化

练习题答案

一、单项选择题

1．下面函数与 y x 为同一函数的是（   ）

  2
.A y x          2.B y x

ln. xC y e            . ln xD y e

解： ln lnxy e x e x  Q ，且概念域  ,  ，                    

∴选 D

2．已知 是 f 的反函数，那么  2f x 的反函数是（   ）

 1.
2

A y x           . 2B y x

 1. 2
2

C y x       . 2 2D y x

解 :令  2 ,y f x 反解出 x ：  1 ,
2

x y  互换 x ，

y 位置得反函数  1
2

y x  ，选 A

3．设  f x 在  ,  有概念，那么以下函数为奇

函数的是（   ）

   .A y f x f x      .B y x f x f x    

 3 2.C y x f x

   .D y f x f x  

解 ：  3 2y x f xQ 的 概 念 域  ,  且

         3 2 3 2y x x f x x f x y x       ∴选 C

4．以下函数在  ,  内无界的是（   ）

2

1.
1

A y
x




            . arctanB y x

. sin cosC y x x         . sinD y x x

解 : 排 除 法 ： A 2

1
1 2 2

xx
x x

 


有 界 ， B

arctan
2

x 
 有界，C sin cos 2x x   

                            应选 D

5．数列 nx 有界是 lim nn
x


存在的（   ）

A 必要条件             B 充分条件

C 充分必要条件         D 无关条件

解：Q  nx 收敛时，数列 nx 有界（即 nx M ），反

之不成立，（如   11 n 有界，但不收敛，

                           选 A

6．当 n  时，
2 1sin

n
与

1
kn
为等价无穷小，那么

k = （   ）

 A 
1
2

    B 1     C 2        D -2

解：Q

2
2

1 1sin
lim lim 11 1n n

k k

n n

n n
 

  ， 2k     选 C

二、填空题（每题 4 分，共 24 分）

7．设   1
1

f x
x




，那么  f f x   的概念域为      

解： ∵  f f x    
1 1

11 1
1

f x
x

 
 



1 1
2

x x
x

  




∴  f f x   概念域为

( , 2) ( 2, 1) ( 1, )       

8．设
2( 2) 1,f x x  

则 ( 1)f x                



解：（1）令   22 , 4 5x t f t t t       

  2 4 5f x x x  

（2）   2 21 ( 1) 4( 1) 5 6 10f x x x x x        

9．函数 4 4log log 2y x  的反函数是          

解：（1） 4log (2 )y x ，反解出 x ：
2 14 yx 

（2）互换 ,x y 位置，得反函数
2 14 xy 

10．  lim 1 2
n

n n n


              

解：原式
3 3

lim
21 2n

n

n n


  

有理化
                           

11．若
105lim 1 ,

kn

n
e

n






   
 

则 k               

解：左式=
5lim ( ) 5 10n

kn kne e e
     故 2k 

12．
23 5 2lim sin

5 3n

n
n n




=                

 解 ： Q当 n  时 ，
2sin
n
～

2
n
 ∴ 原 式 =

2 53 2lim
5 3n
n
n n





= 

6
5

三、计算题（每题 8 分，共 64 分）

13．求函数

2 1arcsin
7
1

x

y
x






的概念域

解： 
2 11 1 3 47

1 11 0

x
x

x xx

     
  






Q
或

  

∴函数的概念域为 3, 1) 1,4  

14．设 sin 1 cos
2
xf x    

 
  求  f x

解 ：
2 2sin 2cos 2 1 sin

2 22
x xxf         

   
Q   

   22 1f     

  故    22 1f x x 

15 ． 设  f x ln x ，  g x 的 反 函 数

   1 2 1
1

x
g x

x
 




，求   f g x

解: （1） 求 2 2( ) : 1
xg x y x

 Q  ∴反解出 x：

2 2xy y x   2
2x

y
y




互换 ,x y 位置得 ( ) 2
2g x x

x



 (2)    ln ln 2
2f g x g x x

x   



16．判别  f x  2ln 1x x   的奇偶性。

解法（1）：  f x 的概念域  ,  ，关于原点对称

   2ln 1x x xf     Q

2
ln 1

1 xx




  1
2 2ln 1 ln( )1x x x x



      

 f x 

  2ln( 1 )f x x x    为奇函数

解法（2）：    f x f x Q

 2 2ln( 1 ) ln 1x x x x      

 2 2ln ( 1 ) 1 ln1 0x x x x         

   f x f x     故  f x 为奇函数



17 ．已知  f x 为偶函数，  g x 为奇函数，且

    1
1

f x g x
x

 


，求  f x 及  g x

解： 已知 ( ) ( )f x g x  1
1x

  


 

1( ) ( )
1

f x g x
x

   
 

Q 即有

1( ) ( )
1

f x g x
x


 


 2

   2   得   1 12
1 1

f x
x x

 
 

故 2

1( )
1

f x
x




   2  得   1 12
1 1

g x
x x

 
 

故 2( )
1

xg x
x




18．设
32lim 8
n

n

n a
n a

    
，求 a 的值。

解： 

3
32 3lim lim 1
n

n

n n

n a a
n a n a 

           
Q

lim
,n

na
an ae e   8ae 

故 ln8 3ln 2a  

19．求
 

1 1 1lim
1 2 2 3 1

n

n n n

 
      

解：（1）拆项，
1 1

( 1) ( 1)
k k

k k k k
 


 

1 1 1,2, ,
1

k n
k k

   


 
1 1 1

1 2 2 3 1n n
 

  

1 1 1 1 11
2 2 3 1n n

                    

1 1
1n

 


（2）原式=
lim 1111

1
lim n

n n
n

n
e e

n






     

20．设    0, 1 ,xf x a a a  

求      2

1lim ln 1 2
n

f f f n
n

   

解： 原式=  1 2
2 ln1lim n

n
a a a

n
 

 2 ln 2 ln ln1lim
n

a a n a
n

  

2ln 1 2lim
n

a n
n


 

 

2

( 1)ln
2

lim
n

n na
n


 



 ln 0, 11
2

a a a  

四、综合题（每题 10 分，共 20 分）

21．设  f x =
21

x
x

，求  3f x =

  f f f x   并讨论  3f x 的奇偶性与有界性。

解：（1）求  3f x

     
 22 2 21 1 1 2

f xx xf x f x
x f x x

   
  

Q

     
 

2
3 2 2 2

21 1 3

f x xf x f f x
f x x

    
 

（2）讨论  3f x 的奇偶性

   3 321 3
xf x f x

x


   


Q

 3f x 为奇函数

（3）讨论  3f x 的有界性

 3 2

1
3 31 3

x x
f x

xx
  


Q    3f x 有界 

22．从一块半径为 R 的圆铁片上挖去一个扇形，把留

下的中心角为



的扇形做成一个漏斗（如图），试将漏斗的容积 V 表

示成中心角 的函数。

解：（1）列出函数关系式，设漏斗高为 h ，底半径为

r ，依题意：漏斗容积 V= 21
3

r h

2 2 , 2h R r r R   Q

2 2
2 2

2 24 4
R Rr h R

 

  
   

故

22

2

4
3 24

RV R




  
 

3
2

3 4
24
R 






  

（2）函数的概念域

 22 2 24 0, 2     Q   0     

故  
3

2
2 4 0

24
RV  






      

五、证明题（每题 9 分，共 18 分）

23．设  f x 为概念在  ,  的任意函数，证明

 f x 可表示为一个偶函数与一个奇函数之和。

证：(1)      
2

f x f x
f x

 


   
2

f x f x 


 (2)令        
2

f x f x
g x x

 
    

       
2

f x f x
g x g x

 
  Q

 g x 为偶函数

(3)令        
2

f x f x
x x

 
     

       
2

f x f x
x x

 
    Q

 x 为奇函数

（4）综上所述：  f x  g x 偶函数+  x 奇函数

24  设  f x 知足函数方程 2  f x +
1f
x

 
 
 

=
1
x
，证明  f x 为奇函数。

证：（1）    1 12 1f x f
x x

    
 

Q  

令  1 1,2t f f t t
x t

    
 

 Q函数与自变量的记号

无关

   12 2f f x x
x

     
 

（2）消去
1f
x

 
 
 

，求出  f x

        22 2 1 : 4f x f x x
x

               

   
2 22 23 ,

3
x xf x f x

x x
 

  

（3）  f xQ 的概念域    ,0 0,  

又    
22

3
xf x f x
x


   


Q  

 f x 为奇函数

＊选做题

1 已 知 2 2 2 ( 1)(2 1)1 2
6

n n nn  
     ， 求

2 2 2

3 3 3

1 2lim
1 2n

n
n n n n

 
     

解: 
2 2 2

3

1 2 n
n n

 


Q

2 2 2 2 2

3 3 3

1 1 2
1 1

n n
n n n n

 
  

  

且
2 2 2

3

1 2lim
n

n
n n

 




 
 3

1 (2 1) 1lim
36n

n n n
n n

 
 



2 2 2

3

1 2lim
1n

n
n

 
 3

( 1)(2 1) 1lim
6( 1) 3n

n n n
n

 
 



∴由夹逼定理知，原式
1
3

   

2 假 设 关 于 任 意 的 ,x y ， 函 数 知 足 ：

     f x y f x f y   ，证明  f y 为奇函数。

解 (1)求  0f ：令

     0, 0, 0 2 0 0 0x y f f f    

 (2)令          : 0x y f f y f y f y f y      

 f y 为奇函数

第二讲：函数的极限与洛必达法那

么的强化练习题答案

一、单项选择题（每题 4 分，共 24 分）

1． 以下极限正确的（   ）

A． 
sinlim 1

x

x
x

    B． 
sinlim
sinx

x x
x x




不存在

C． 
1lim sin 1

x
x

x
   D． lim arctan

2x
x 




解：
0

1
1 sinlim sin lim

x t

t
x tx

x t 


Q   选 C

注：

sin1sin 1 0lim 0; lim 1sin 1 01
x x

x
x xA B xx

x
 

 
  



2． 以下极限正确的选项是（   ）

A． 
1

0
lim 0x
x

e


     B． 
1

0
lim 0x
x

e




C． sec

0
lim(1 cos ) x

x
x e


      

D．  
1

lim(1 ) x
x

x e


 

解：

1

0

1lim 0x
x

e e
e




  Q   选 A

注： : , : 2, :1B C D

3． 假设  
0

lim
x x

f x


  ，  
0

lim
x x

g x


  ，那么以下

正确的选项是         （   ）

A．     
0

lim
x x

f x g x


    

B．    
0

lim
x x

f x g x


    

C．  
   0

1lim 0
x x f x g x




D．    
0

lim 0
x x

kf x k


  

解：    
0 0

0
lim lim
x x x x

k
kf x k f x k

 


   Q   选 D

4．若
 

0

2
lim 2
x

f x
x

 ，

则
 0

lim
3x

x
f x

            （   ）

A．3    B．
1
3

   C．2  D．
1
2

解：
   0 0

2
3 2 3lim lim

3 2x t

tx x t
f x f t 



 0

2 1 2 1 1lim
23 3 2 3t f t
t


   

选 B

5．设  

1 sin ( 0)

0( 0)
1sin ( 0)

x x
x

x
f x

x a x
x

 


 
  




且  
0

lim
x

f x


存在，那

么 a =       （   ）

A．-1  B．0   C．1  D．2



解：
0

sinlim 1,
x

x
x

 Q

0

1lim sin
x

x a o a
x

         

1a  　　　　　　选 C 

6．当 0x  时，   1 1af x x   是比 x 高阶无穷

小，那么        （   ）

A． 1a                         B． 0a           
 C． a 为任意实数               D． 1a    

解：
0 0

1
1 1 12lim lim 0 1

a
a

x x

xx a a
x x  

  
  

应选 A
二 、填空题（每题 4 分，共 24 分）

7． lim
1

x

x

x
x

    
           

解：原式
lim 111 1lim 1

1
x

x x
x

x
e e

x







     

8． 21

1 2lim
1 1x x x

     
          

解：原式
 

  1

1 2lim
1 1x

x
x x

    
 

1

1 1lim
1 2x x

 


9．
   

 

3

100

2 1 3 2 97
lim

3 1x

x x
x

 



         

解：原式

3 972 1 3 2lim lim
3 1 3 1x x

x x
x x 

 
              

32 8
3 27

   
 

10．已知
2

1

6lim
1x

x ax
x

 


存在，

则 a =          

解：  
1

lim 1 0
x

x


 Q

 2

1
lim 6 0
x

x ax


   

1 6 0, 7a a    

11．
1

20

1 arcsinlim sinx
x

xe
x x

 
  

 
               

解 ：

1 1

2 200

1 1sin 1, lim 0 lim sin 0x x
xx

e e
x x 

   Q 又

0 0

arcsinlim lim 1
x x

x x
x x 

 Q  故 原式=1

12．若
 2 2

0

ln 1
lim 0

sinnx

x x
x




且
0

sinlim 0
1 cos

n

x

x
x




,那么正整数 n =             

解：
 2 2 2 2

0 0

ln 1
lim lim

sinn nx x

x x x x
x x 

 
Q   

20

4 20, lim 0

2

n

x

n x n
x

  2, 4,n n     故 3n 

三、计算题（每题 8 分，共 64 分）

13．求
sin 3 2lim
sin 2 3x

x x
x x




解： 原式=

sin 3 2
lim sin 2 3
x

x
x

x
x







sin 3 1lim 0 sin 3 1, lim 0
x x

x x
x x 

    
 

Q

sin 2 1lim 0 sin 2 1, lim 0
x x

x x
x x 

    
 

原式
0 2 2
0 3 3


  



14．求
 0

1 tan 1 sinlim
1 cosx

x x
x x

  


解：原式
有理化



0

tan sinlim
(1 cos )( 1 tan 1 sin )x

x x
x x x x


   

0

tan (1 cos ) 1lim
(1 cos ) 2x

x x
x x


 



0

tan 1 1 1lim lim
2 2 2x x

x x
x x 

   

15．求
2 1lim sin cos

x

x x x

  
 

解：令
1 t
x

 ，当 x  时， 0t 

原式  
1

0
lim cos sin 2 t
t

t t


 

 
1

0
lim 1 cos 1 sin 2 t
t

t t


   

 
0

cos 1 sin2lim 2t

t t
te e


 



16．求
0

ln cos 2lim
ln cos3x

x
x

解：原式
 
 0

ln 1 cos 2 1
lim

ln 1 cos3 1x

x
x

 

 
变形

0

cos 2 1lim
cos3 1x

x
x




等价

 

 

2

0 2

1 2 42lim 1 93
2

x

x

x







等价

注:原式
0

2sin 2 cos3lim
cos 2 3sin 3x

x x
x x

 
   




4
9

  

17．求
0

2lim
sin

x x

x

e e x
x x





 


 解： 原式
0

0
20 lim

1 cos

x x

x

e e
x





 


0 0

0 0
0 0lim lim 2

sin cos

x x x x

x x

e e e e
x x

 

 

 


18．设  f x

1

, 0

1 cos , 0

xe a x

x x
x


    



且  
0

lim
x

f x


存在，求

a 的值。

解：

1

0
lim 0x
x

e a e a a a


 



 
      

 
Q

2

0 0

1 cos 2lim lim
x x

x
x

x x  




 
0

1
22lim

2x

x

x


  

2
2

a  

19．  
1

1 3ln
0

lim sin 3 x
x

x





解： 原式

  0

0

3coslim
sin30 ln(sin3 ) 3lim

1 3ln
0 x

x

x
x

x
x xe e



  
换底法

也能够用两个重要极限中的一个，凑一个 1 出来（凡

是能够用换底的都能够用重要极限来求）

0 0

3 1lim lim
3sin 3 3x x

x x
x xe e e    

20．求
2 1lim ln 1

x
x x

x

       

无穷大与 0 之间的转换（笔记）

解： 原式
 

20

1
ln 11lim

t

t tx
t t


 

 
 

 
20

ln 1
lim
t

t t
t

 通分



0

110 1lim
2t

t
t

 
    

0

 

 0 0

1 1 1 1lim lim
2 1 1 2t t

t
t t t 

 
  

 

四、证明题（共 18 分）

21．当 x  时且

   lim 0, lim
x x

u x v x
 

   ,

证明        lim
lim 1 x

u x v xv x

x
u x e 


   

证：    lim 1
v x

x
u x


  

   
   1

lim 1
u x v x

u x
x

u x
 


   

   lim
x

u x v x
e 




证毕（利用两个重要极限）

22．当 0x  时，证明以下四个差函数的等价无穷小。

（1）  
3

tan sin 0
2
xx x x 等价于

Tanx-sinx 能够提取一个 tanx，从而凑成

Tanx*(1-cosx) ， 用 等 价 无 穷 小 能 够 得 出

1-cosx~1/2x^2,从而整体等价于 x^3/2;
(总结规律：注意 tanx-sinx 有公共因子 tanx，从而充

分利用等价无穷小的规律，在不定积分中也一样能够

用此方式化解式子)

（2）  
3

tan 0
3
xx x x 等价于

（3）
3

sin
6
xx x 等价于  0x    

（4）  
3

arcsin 0
6
xx x x 等价于

证：   30

tan sin1 lim

2
x

x x
x


Q

 
30

0
0 tan 1 cos

lim

2
x

x x
x

 
   

2

30

2lim 1

2
x

xx

x


 

当 0x  时，
3

tan sin
2
xx x :

 
2

20 03

tan sec 12 lim lim
1
3

x x

x x x
xx

 

 
Q

（0/0 型，先用洛比达法那么进行求导，然后利用 tanx
与 secx 之间的关系转换，再利用等价无穷小）

规律总结：见到 tanx 的方式：

与 sinx 同幂组合，注意看是不是能够提取公因式 tanx;
有平方项看是不是能够转化为 secx（转化的时候把转

化式子写出来，要注意是加 1 仍是减 1.。。）；
注意利用全能公式（看书温习全能公式，归纳适用条

件）

（如何将一个 word 文要分两边显示。。。如何就能够

够将如此的文档转化为适应的样子？？？问老哥） 

2 2

2 20 0

tanlim lim 1
x x

x x
x x 

  

当 0x  时，
2

tan
3
xx x :

 
0 3

sin3 lim
1
6

x

x x

x



Q

0 2

1 coslim
1
2

x

x

x





2

0 2

1
2lim 1
1
2

x

x

x


 

当 0x  时，
31sin

6
x x x :

 
0 3

arcsin4 lim
1
6

x

x x

x



Q



22

0 02 2 2

1 1
1 11lim lim

1 1 1
2 2

x x

xx

x x x
 


  



2

0 2

1
2lim 1

1 1
2

x

x

x


 


当 0x  时，
31arcsin

6
x x x 等价于

（规律总结：

三角函数，反三角函数与 X 组合，0/0 型的时候应该

先用洛比达法那么求一次导，（求导的时候能够对分

母先应用等价无穷小，再求导），然后再应用等价无穷

小进行化简，，另外应该专门注意，能够先应用极限的

四那么运算，（四那么不仅只有加减，还有乘除，应额

外熟悉）,将某些难化简，但极限好求的先进行计算，

（一样题目要求求的都是极限存在的，因此能够用此

方式解题，假设解出来发觉极限不存在，这说明不能

用四那么运算，因此再想别的方式））

五、综合题（每题 10 分，共 20 分）

23．求  2lim 3 9 12 1
x

x x x


  

有根号，无从下手时想到用分母有理化，化成指数次

幂除以指数次幂的形式。

解： 原式
 2 2

2

9 9 2 1
lim

3 9 2 1x

x x x

x x x

  

  

有理化

2

2 1lim
3 9 2 1x

x
x x x

 


  

2

12 2 1lim
3 3 32 13 9

x

x

x x



  
   


  

24． 已知
 
2

22

8 1lim
2 2 5x

x mx
x n x n

 


  
，求常数 ,m n

的值。

解：（1）∵原极限存在且

 2

2
lim 2 2 0
x

x n x n


     

 2

2
lim 8 0,4 2 8 0
x

x mx m


      

2 12, 6m m 

（2）
 
2

22

6 8lim
2 2x

x x
x n x n

 
  

Q

   2

0
0 2 6 4 6lim

2 2 4 2x

x
x n n

 
 
   


   

2 1
2 5n


 


10 2 n     12n   答 6, 12m n 

选做题

求  
1

1

0

1
lim

x
x

x

x
e

  
 
  

解：原式  
1

1

0

11 lim 1
x

x

x

x e
e





    
  

 
 

1

1

0 0

1
1

lim lim

x

x

x x

x
x e
x e ee e 

 
  
    

 

令    
1 1 ln 1

1
x x

xy x e


  

 
 1

2

1 ln 1
11

x
x x

xy x
x

 
  

     
 

1

2

1 ln 1
1

1
x x x x

x
x x

  
 



原式

   
 

 
20 20

1 ln 1 0 ln 1lim lim1 2 3x x

x x x x
x x x xe e 

    
  

20

1lim
2 3 2x

x
x xe e




 

第三讲：函数的持续性与导数、微

分的概念的强化练习题答案

一、单项选择题（每题 4 分，共 24 分）

1．若  f x 为是持续函数，

且    0 1, 1 0f f  ，
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