
24.1.1&24.1.2 圆及垂径定理

圆的定义 

(1)动态：如图，在一个平面内，线段 OA绕它固定的一个端点 O旋转一周，另一个端点 A随之旋转所形

成的图形叫做圆，固定的端点 O叫做圆心，线段 OA叫做半径. 以点 O为圆心的圆，记

作“⊙O”，读作“圆 O”．

(2)静态：圆心为 O，半径为 r的圆是平面内到定点 O的距离等于定长 r的点的集合.

注意：

　  ①圆心确定圆的位置，半径确定圆的大小；确定一个圆应先确定圆心，再确定半径，二者缺一不可；

  　②圆是一条封闭曲线.

题型 1：圆的概念

1.到圆心的距离不大于半径的点的集合是（　　）

A．圆的外部 B．圆的内部

C．圆 D．圆的内部和圆

【分析】根据圆是到定点距离等于定长的点的集合，以及点和圆的位置关系即可解决．

【解答】解：根据点和圆的位置关系，知圆的内部是到圆心的距离小于的所有点的集合；

圆是到圆心的距离等于半径的所有点的集合．

所以与圆心的距离不大于半径的点所组成的图形是圆的内部（包括边界）．

故选：D．



【变式 1-1】下列条件中，能确定一个圆的是（　　）

A．以点 O 为圆心

B．以 10m 长为半径

C．以点 A 为圆心，4cm 长为半径

D．经过已知点 M

【分析】确定一个圆有两个重要因素，一是圆心，二是半径，据此可以得到答案．

【解答】解：∵圆心确定，半径确定后才可以确定圆，

∴C 选项正确，

故选：C．

与圆有关的概念

1. 弦

弦：连结圆上任意两点的线段叫做弦.

　　直径：经过圆心的弦叫做直径.

弦心距：圆心到弦的距离叫做弦心距.

2. 弧

  弧：圆上任意两点间的部分叫做圆弧，简称弧.以 A、B

为端点的弧记作 ，读作“圆弧 AB”或“弧 AB”.

 半圆：圆的任意一条直径的两个端点把圆分

成两条弧，每一条弧都叫做半圆；

  优弧：大于半圆的弧叫做优弧；

劣弧：小于半圆的弧叫做劣弧.

3.同心圆与等圆

　　圆心相同，半径不等的两个圆叫做同心

圆.

　　圆心不同，半径相等的两个圆叫做等圆.

同圆或等圆的半径相等.

4.等弧

　　在同圆或等圆中，能够完全重合的弧叫做

等弧.

题型 2：与圆有关的概念

2.判断题(对的打√，错的打×，并说明理由)

　　①半圆是弧，但弧不一定是半圆；（  ）

　　②弦是直径；（  ）

　　③长度相等的两段弧是等弧；（  ）

　　④直径是圆中最长的弦. （  ）



【答案】①√ ②× ③×  ④√.

【解析】①因为半圆是弧的一种，弧可分为劣弧、半圆、优弧三种，故正确；②直径是弦，但弦不一定

都是直径，只有过圆心的弦才是直径，故错；③只有在同圆或等圆中，长度相等的两段弧才是等弧，故

错；④直径是圆中最长的弦，正确.

【总结】理解弦与直径的关系，等弧的定义.

【变式 2-1】下列说法中，结论错误的是（　　）

A．直径相等的两个圆是等圆

B．长度相等的两条弧是等弧

C．圆中最长的弦是直径

D．一条弦把圆分成两条弧，这两条弧可能是等弧

【答案】B.

提示：A、直径相等的两个圆是等圆，正确，不符合题意；

B、长度相等的两条弧圆周角不一定相等，它们不一定是等弧，原题的说法是错误的，符合题意；

C、圆中最长的弦是直径，正确，不符合题意；

D、一条直径把圆分成两条弧，这两条弧是等弧，正确，不符合题意，

故选：B．

【变式 2-2】下列说法：

①直径是弦；②弦是直径；③半径相等的两个半圆是等弧；④长度相等的两条弧是等弧；⑤半圆

是弧，但弧不一定是半圆．

正确的说法有（　　）

A．1 个 B．2 个 C．3 个 D．4 个

【分析】利用圆的有关定义及性质分别进行判断后即可确定正确的选项．

【解答】解：①直径是弦，正确，符合题意；

②弦不一定是直径，错误，不符合题意；

③半径相等的两个半圆是等弧，正确，符合题意；

④能够完全重合的两条弧是等弧，故原命题错误，不符合题意；

⑤根据半圆的定义可知，半圆是弧，但弧不一定是半圆，正确，符合题意，

正确的有 3 个，

故选：C．



题型 3：确定圆心和圆

3.将图中的破轮子复原，已知弧上三点 A，B，C．画出该轮的圆心；

【分析】根据垂径定理，分别作弦 AB 和 AC 的垂直平分线交点即为所求；

【解答】解：如图所示：分别作弦 AB 和 AC 的垂直平分线交点 O 即为所求的圆心；

【变式 3-1】如图所示，BD，CE 是△ABC 的高，求证：E，B，C，D 四点在同一个圆上．

【分析】求证 E，B，C，D 四点在同一个圆上，△BCD 是直角三角形，则三个顶点在斜边中点为圆心

的圆上，因而只要再证明 F 到 BC 得中点的距离等于 BC 的一半就可以．

【解答】证明：如图所示，取 BC 的中点 F，连接 DF，EF．

∵BD，CE 是△ABC 的高，

∴△BCD 和△BCE 都是直角三角形．

∴DF，EF 分别为 Rt△BCD 和 Rt△BCE 斜边上的中线，

∴DF＝EF＝BF＝CF．

∴E，B，C，D 四点在以 F 点为圆心，
1
2BC 为半径的圆上．



圆的性质 

　　①旋转不变性：圆是旋转对称图形，绕圆心旋转任一角度都和原来图形重合；圆是中心对称图形，

对称中心是圆心；

  　②圆是轴对称图形：任何一条直径所在直线都是它的对称轴.或者说，经过圆心的任何一条直线都是

圆的对称轴.

题型 4：圆的对称性

4.已知：如图，两个以 O为圆心的同心圆中，大圆的弦 AB交小圆于 C，D．求证：AC=BD．

                     

【答案与解析】证明：过 O点作 OM⊥AB于 M，交大圆与 E、F两点.如图，

则 EF所在的直线是两圆的对称轴，

所以 AM=BM，CM=DM，

故 AC=BD.

【变式 4-1】圆 O所在平面上的一点 P到圆 O上的点的最大距离是 10，最小距离是 2，求此圆的半径是多

少？

【答案与解析】

如图所示,分两种情况:

（1）当点 P为圆 O内一点（如图 1），过点 P作圆 O的直径，分别交圆 O于 A、B两点，

由题意可得 P到圆 O最大距离为 10，最小距离为 2，则 AP=2，BP=10，

所以圆 O的半径为 .6
2
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图 1                      图 2

（2）当点 P在圆外时（如图 2），作直线 OP，分别交圆 O于 A、B，由题可得 P到圆 O最大距离为 10，

最小距离为 2，则 BP=10，AP=2，所以圆 O的半径 .

综上所述，所求圆的半径为 6或 4.

【变式 4-2】如图，⊙O 的直径为 10，弦 AB=8，P 是弦 AB 上的一个动点，那么 OP 的长的取值范围

是           .

                                                                    

【答案】3≤OP≤5.

【解析】OP最长边应是半径长，为 5；

根据垂线段最短，可得到当 OP⊥AB时，OP最短．

∵直径为 10，弦 AB=8

∴∠OPA=90°，OA=5，由圆的对称性得 AP=4，

由勾股定理得 OP= ，∴OP最短为 3.

∴OP的长的取值范围是 3≤OP≤5.

【总结】关键是知道 OP何时最长与最短.

垂径定理及推论

1.垂径定理 

　　垂直于弦的直径平分这条弦，并且平分弦所对的两条弧.

2.推论

　　平分弦(不是直径)的直径垂直于弦，并且平分弦所对的两条弧.

AP O B A P O B

4
2
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　常见辅助线做法（考点）：

1）过圆心，作垂线，连半径，造 ，用勾股，求长度；

2）有弧中点，连中点和圆心，得垂直平分．

题型 5：垂径定理与计算

5.如图，AB 是⊙O 的直径，弦 CD⊥AB 于点 E．若 AB＝10，BE＝2，求弦 CD 的长．

【答案】解：连接𝑂𝐶，如图所示：

∵ 𝐴𝐵为 ⊙ 𝑂的直径，𝐶𝐷 ⊥ 𝐴𝐵，

∴ 𝐶𝐸 = 𝐷𝐸 = 1
2𝐶𝐷，𝑂𝐶 = 𝑂𝐴 = 𝑂𝐵 = 5，

∴ 𝑂𝐸 = 𝑂𝐵−𝐸𝐵 = 5−2 = 3，

在𝑅𝑡 △ 𝑂𝐶𝐸中，由勾股定理得：𝐶𝐸 = 𝑂𝐶2−𝑂𝐸2 = 52−32 = 4，

∴ 𝐶𝐷 = 2𝐶𝐸 = 8．

【解析】【分析】连接 OC，先利用勾股定理求出 CE 的长，再根据垂径定理可得 CD=2CE=8。

【变式 5-1】如图， 𝐴𝐵 是 ⊙ 𝑂 的弦， 𝐶 为 𝐴𝐵 的中点， 𝑂𝐶 的延长线与 ⊙ 𝑂 交于点 𝐷 ，

若 𝐶𝐷 = 2 ， 𝐴𝐵 = 12 ，求 ⊙ 𝑂 的半径．  



【答案】解：连接 AO， 

∵点 C 是弦 AB 的中点，半径 OD 与 AB 相交于点 C，

∴OC⊥AB，

∵AB=12，

∴AC=BC=6，

设⊙O 的半径为 R，

∵CD=2，

∴在 Rt△AOC 中，由勾股定理得：AO2=OC2+AC2，

即：R2=（R-2）2+62，

∴R=10

答：⊙O 的半径长为 10．

【解析】【分析】连接 AO，设⊙O 的半径为 R，则 OA=R，OC=R-2，利用垂径定理的推论得出

OC⊥AB，AC=BC=6，利用勾股定理得出 R2=（R-2）2+62，再解方程即可。

【变式 5-2】如图，AB 是⊙O 的直径，弦 CD⊥AB 于点 E，OC＝10cm，CD＝16cm，求 AE 的长．

【答案】解：∵弦 CD⊥AB 于点 E，CD＝16cm，

∴CE＝1
2CD＝8cm．

在 Rt△OCE 中，OC＝10cm，CE＝8cm，

∴𝑂𝐸 = 𝑂𝐶2−𝐶𝐸2 = 102−82 = 6（cm），

∴AE＝AO+OE＝10+6＝16（cm）．

【解析】【分析】先利用垂径定理求出 CE 的长，再利用勾股定理求出 OE 的长，最后利用线段的和

差可得 AE＝AO+OE＝10+6＝16（cm）．



题型 6：垂径定理与证明

6.如图，AB 是⊙O 的弦，C、D 为直线 AB 上两点，OC＝OD，求证：AC＝BD.

【答案】证明：作 OH⊥AB 于 H，如图，

则 AH＝BH，

∵OC＝OD，OH⊥AB，

∴CH＝DH，

∴CH﹣AH＝DH﹣BH，

即 AC＝BD.

【解析】【分析】作 OH⊥AB 于 H，由垂径定理可得 AH＝BH，根据等腰三角形的性质可得 CH＝

DH，然后根据线段的和差关系进行证明.

【变式 6-1】已知：如图，AB，AC 是⊙O 的两条弦，AO 平分∠BAC．求证：AB＝AC．

【答案】解：证明：过点 O 作 OD⊥AB 于点 D，过点 O 作 OE⊥AC 于点 E， 



∵AO 平分∠BAC，∠ADO=∠AEO=90°，AB=2AD，AC=2AE，

∴OD=OE，

 在 Rt△ADO 和 Rt△AEO 中

𝐴𝑂 = 𝐴𝑂
𝑂𝐷 = 𝑂𝐸

∴Rt△ADO≌Rt△AEO（HL）

∴AD=AE，

∴AB=AC.

【解析】【分析】过点 O 作 OD⊥AB 于点 D，过点 O 作 OE⊥AC 于点 E，利用垂径定理可证得

AB=2AD，AC=2AE，利用角平分线的性质可证得 OD=OE，利用 HL 可证得 Rt△ADO≌Rt△AEO，

可推出 AE=AD，由此可证得结论.

【变式 6-2】如图，AB、CD 都是⊙O 的弦，且 AB∥CD，求证： 𝐴𝐶 = 𝐵𝐷

【答案】证明：作半径 OE⊥AB 交圆于 E 点. 

∵AB∥CD，



∴OE⊥CD，

∴𝐴𝐸 = 𝐵𝐸 ， 𝐶𝐸 = 𝐷𝐸

∴𝐴𝐸−𝐶𝐸 = 𝐵𝐸−𝐷𝐸

即： 𝐴𝐶 = 𝐵𝐷 .

【解析】【分析】作半径 OE⊥AB 交圆于 E 点，则 OE⊥CD，由垂径定理可得𝐴𝐸 = 𝐵𝐸 ， 𝐶𝐸 =

𝐷𝐸，据此证明.

题型 7：垂径定理分类讨论问题

7.在圆柱形油槽内装有一些油，截面如图所示，已知截面⊙O 半径为 5cm，油面宽 AB 为 6cm，

如果再注入一些油后，油面宽变为 8cm，则油面 AB 上升了（　　）cm

A．1 B．3 C．3 或 4 D．1 或 7

【答案】D

【解析】【解答】解：分两种情况求解：①如图 1，宽度为 8cm 的油面 CD，作 ON⊥AB 与 CD、

AB 的交点为 M、N

由题意知   𝑂𝑀 ⊥ 𝐶𝐷，   𝐶𝑀 = 𝑀𝐷 = 1
2𝐶𝐷 = 4𝑐𝑚，   𝐴𝑁 = 𝐵𝑁 = 1

2𝐴𝐵 = 3𝑐𝑚

在   𝑅𝑡 △ 𝐵𝑂𝑁中，由勾股定理得   𝑂𝑁 = 𝑂𝐵2−𝐵𝑁2 = 4𝑐𝑚

在   𝑅𝑡 △ 𝐷𝑂𝑀中，由勾股定理得   𝑂𝑀 = 𝑂𝐷2−𝐷𝑀2 = 3𝑐𝑚



∴𝑀𝑁 = 𝑂𝑁−𝑂𝑀 = 1𝑐𝑚

②如图 2，宽度为 8cm 的油面 EF，作 PN⊥EF 与 AB、EF 的交点为 N、P，连接 OB

由题意知   𝑃𝑁 ⊥ 𝐴𝐵，   𝐸𝑃 = 𝑃𝐹 = 1
2𝐸𝐹 = 4𝑐𝑚，   𝐴𝑁 = 𝐵𝑁 = 1

2𝐴𝐵 = 3𝑐𝑚

在   𝑅𝑡 △ 𝐵𝑂𝑁中，由勾股定理得   𝑂𝑁 = 𝑂𝐵2−𝐵𝑁2 = 4𝑐𝑚

在   𝑅𝑡 △ 𝐸𝑃𝑂中，由勾股定理得   𝑂𝑃 = 𝑂𝐸2−𝐸𝑃2 = 3𝑐𝑚

∴𝑁𝑃 = 𝑂𝑁 + 𝑂𝑃 = 7𝑐𝑚

∴油面 AB 上升到 CD，上升了 1cm，油面 AB 上升到 EF，上升了 7cm；

故答案为：D.

 【分析】分两种情况：①当油面没超过圆心 O，油面宽为 8cm；②当油面超过圆心 O，油面宽为

8cm；根据垂径定理及勾股定理分别解答即可.

【变式 7-1】已知圆中两条平行的弦之间距离为 1，其中一弦长为 8，若半径为 5，则另一弦长为（　　）

A．6 B．2 21

C．6 或 2 21 D．以上说法都不对

【分析】如图，分 CD＝8 和 AB＝8 这两种情况，利用垂径定理和勾股定理分别求解可得．

【解答】解：如图，

①若 CD＝8，

则 CF =
1
2CD＝4，

∵OC＝OA＝5，

∴OF＝3，



∵EF＝1，

∴OE＝2，

则 AE = 21，

∴AB＝2AE＝2 21；

②若 AB＝8，

则 AE =
1
2AB＝4，

∵OA＝OC＝5，

∴OE＝3，

∵EF＝1，

∴OF＝4，

则 CF＝3，

∴CD＝2CF＝6；

综上，另一弦长为 6 或 2 21，

故选：C．

【变式 7-2】已知⊙O 的直径 CD＝100cm，AB 是⊙O 的弦，AB⊥CD，垂足为 M，且 AB＝96cm，则 AC

的长为（　　）

A．36cm 或 64cm B．60cm 或 80cm C．80cm D．60cm

【分析】分两种情况，根据题意画出图形，根据垂径定理求出 AM 的长，连接 OA，由勾股定理求出

OM 的长，进而可得出结论．

【解答】解：连接 AC，AO，

∵⊙O 的直径 CD＝100cm，AB⊥CD，AB＝96cm，

∴AM =
1
2AB =

1
2 × 96＝48（cm），OD＝OC＝50（cm），

如图 1，∵OA＝50cm，AM＝48cm，CD⊥AB，

∴OM = 𝑂𝐴2−𝐴𝑀2 = 502−482 = 14（cm），

∴CM＝OC+OM＝50+14＝64（cm），

∴AC = 𝐴𝑀2 + 𝐶𝑀2 = 642 + 482 = 80（cm）；

如图 2，同理可得，OM＝14cm，



∵OC＝50cm，

∴MC＝50﹣14＝36（cm），

在 Rt△AMC 中，AC = 𝐴𝑀2 + 𝐶𝑀2 = 60（cm）；

综上所述，AC 的长为 80cm 或 60cm，

故选：B．

题型 8：垂径定理翻折问题

8.如图，⊙O 的半径为 4，将⊙O 的一部分沿着弦 AB 翻折，劣弧恰好经过圆心 O，则折痕 AB

的长为　     　．

【答案】4 3

【解析】【解答】解：过 O 作 OC⊥AB 于 D，交⊙O 于 C，连接 OA，



Rt△OAD 中，OD=CD= 1
2 OC=2，OA=4，

根据勾股定理，得：AD= 𝑂𝐴2−𝑂𝐷2 =2 3 ，

由垂径定理得，AB=2AD=4 3 ，

故答案 ：4 3 ．

【分析】过 O 作垂直于 AB 的半径 OC，设交点为 D，根据折叠的性质可求出 OD 的长；连接

OA，根据勾股定理可求出 AD 的长，由垂径定理知 AB=2AD，即可求出 AB 的长度．

【变式 8-1】如图，将半径为 2cm 的圆形纸片折叠后，圆弧恰好经过圆心 O，求折痕 AB 的长.

【答案】解：如图：作 OD⊥AB 于 D，连接 OA.  

根据题意得：OD＝ 1
2 OA＝1cm，

再根据勾股定理得：AD＝ 0𝐴2−0𝐷2 ＝ 22−12 ＝ 3 cm，

由垂径定理得：AB＝2 3 cm.

【解析】【分析】在图中构建直角三角形，先根据勾股定理得 AD 的长，再根据垂径定理得 AB 的

长.

【变式 8-2】如图, 𝐴𝐵 是以点 O 为圆心的圆形纸片的直径，弦 𝐶𝐷 ⊥ 𝐴𝐵 于点 E, 𝐴𝐵 = 10,𝐵𝐸 = 3 .

将阴影部分沿着弦 𝐴𝐶 翻折压平，翻折后，弧 𝐴𝐶 对应的弧为 G，则点 O 与弧 G 所在圆的位置关

系为　         　.  



【答案】点在圆外

【解析】【解答】解：如图，连接 OC，作 OF⊥AC 于 F，交弧 𝐴𝐶 于 G， 

∵𝐴𝐵 = 10,𝐵𝐸 = 3 ，

∴OA=OB=OC=5,AE=7,OE=2,

∵𝐶𝐷 ⊥ 𝐴𝐵 ,

∴𝐶𝐸2 = 𝑂𝐶2−𝑂𝐸2 = 52−22 = 21 ，

∴𝐴𝐶2 = 𝐶𝐸2 +𝐴𝐸2 = 21 + 72 = 70 ，

∵OF⊥AC，

∴CF= 1
2 AC,

∴𝑂𝐹2 = 𝑂𝐶2−𝐶𝐹2 = 52−1
4 × 70 = 15

2  ,

∵
15
2 > ( 5

2 )
2
 ，

∴𝑂𝐹 > 5
2 ,

∴𝐹𝐺 < 5
2 ,

∴𝑂𝐹 > 𝐹𝐺 ,

∴点 O 与弧 G 所在圆的位置关系是点在圆外.

故答案是：点在圆外.

【分析】连接 OC，作 OF⊥AC 于 F，交弧 𝐴𝐶 于 G，判断 OF 与 FG 的数量关系即可判断点和圆的

位置关系.



题型 9：垂径定理的应用-拱桥问题

9.如图，有一座圆弧形拱桥，桥下水面宽度 AB 为 12m，拱高 CD 为 4m．

（1）求拱桥的半径．

（2）有一艘宽为 7.8m 的货船，船舱顶部为长方形，并高出水面 3m，则此货船是否能顺利通过

此圆弧形拱桥？并说明理由．

【答案】（1）解：设圆心为 O，连接 OC，OB，

∴OC⊥AB，

∴BD=1
2AB=6，

 设拱桥的半径 r 米，则 OD=r-4，

 在 Rt△OBD 中

 OD2+BD2=OB2即（r-4）2+62=r2

 解之：r=.6.5.  

（2）解：此货船不能顺利通过此圆弧形拱桥，理由如下，

 如图，连接 OE

∵船舱顶部为长方形，并高出水面 3m，

∴DF=3，

∴CF=4-3=1，

∴OF=OC-CF=6.5-1=5.5，

 在 Rt△EOF 中

𝐸𝐹 = 𝑂𝐸2−𝑂𝐹2 = 6.52−5.52 = 2 3 ≈ 3.46，
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