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 无穷级数
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       我们研究世界万物都是从感性到理性、从有限到无限、从

规则到不规则，然后再彼此间建立千丝万缕的联系。

       数与函数的研究，也是如此。无穷级数是数与函数的另一

种重要表达形式，也是数学理论研究与实际应用中极其有力的
工具。无穷级数在表达函数、研究函数的性质、计算函数值以
及求解微分方程等方面都有着重要的应用。研究级数及其和，
可以说是研究数列及其极限的另一种形式。
 

        本章先讨论数项级数及其基本性质，然后讨论函数项级

数，并进一步讨论如何将函数展开成幂级数与三角级数的问题。



第一节 常数项级数的概念和性质

一、常数项级数的概念

有了中学数学和极限的理论，我们将讨论无穷个实数                       相加的情况
。      例如, 战国时代哲学家庄周所著的《庄子•天下篇》中提到“一尺之棰, 日取其半, 

万世不竭”, 也就是说一根长为一尺的木棒, 每天截去一半, 这样的过程可以无穷次
的进行下去。 若把每天截下那一部分的长度“加”起来: 

这就是一个“无限个数相加”的例子. 可见开始的一尺之棰的长度1就是它的和.

    再如下面的无穷和的表达式: 

其结果是负无穷大. 

 由此产生了问题: “无限个数相加”是否存在“和”; 如果存在, “和”等于什么
？如何求出此和？为此我们给出下面的讨论. 



定义 1     设无穷数列                       , 则称

(1)

为常数项级数或无穷级数（也常简称级数）, 其中     称为常数项级数(1)的
通项. 常数项级数(1)也常简记         或         .

我们把常数项级(1)的前    项之和记作 

称      为级数(1)的前   项部分和. 当    依次取              时，由部分和构成一
个新数列: 



定义2     若常数项级数(1)的部分和数列         收敛于   （即                 ）, 则

称常数项级数(1)收敛, 称   为常数项级数(1)的和, 即                                 

或               ; 反之, 则称常数项级数(1)是发散的. 

例1、 判断下列常数项级数是否收敛, 若收敛求出其和. 

(1) (2) 

解  (1) 

此级数的部分和为                                     , 显然有                   ,

因此所给级数是发散的. 



 (2) 我们先对级数的通项进行拆分，可得级数的部分和为 

进而得                .此级数收敛到      . 

结论：几何级数（也称为等比级数）的敛散性:

此结论的证明留给大家.

注意：当级数收敛时, 其部分和是级数的和的近似值, 它们之间的误差为: 

叫做级数(1)的余项.     



二、数项级数的性质

  利用级数与数列极限的联系, 我们不难根据数列极限的性质推出下面有关
级数的一些性质. 

性质1  若级数       与        分别收敛于    和    ,          为常数, 则由它们通
项的线性组合构成的新级数                  也收敛, 且

, 即其和为 

 性质2  去掉、增加或改变级数的有限项并不改变级数的敛散性；但若是
收敛级数时，可能改变其收敛值.

性质3  在收敛级数的项中任意加括号, 既不改变级数的收敛性, 也不改变它
的和. 反之不对.

注意： 从级数加括号后的收敛性, 不能推断它在未加括号前也收敛. 例如, 

收敛, 

但级数                       却是发散的. 

性质4  （收敛级数的必要条件）: 若级数        收敛, 则有              .反之不对. 

反例如下：



例2、调和级数         ，虽然通项趋于0，但此级数是发散的. 

（提示：可用反证法证明其发散.）

性质4 （性质4的逆否命题） 如果                  , 则          必定发散. 

例3、 级数              ,  它的通项                                 , 因此该级数发散. 



第二节    常数项级数的审敛法

       数项级数是否收敛，我们已经学习了定义法以及部分和数列的极限的

求法，但是对于稍微复杂点的数项级数是否收敛，用前两个方法去判别难
度较大。本节我们介绍特殊数项级数的判别方法.

       一般的常数项级数, 它的各项可以是正数、负数或者零. 现在我们先讨
论各项都是正数或零的级数, 这种级数称为正项级数. 

一、正项级数收敛性判别法 

设正项级数 , 其中 （1） 

设其部分和为      , 显然部分和数列         是单调增加的, 即: 

结合数列极限存在的单调有界原理可得，若存在一个正数     , 使得           ，

则存在           ，即此正项级数收敛. 

下面我们再介绍几种正项级数收敛性的判别法.



定理1  比较判别法 

设        和        是两个正项级数, 如果存在某自然数     , 对一切           , 都

有              , 那么: 

(1) 若级数        收敛, 则级数        也收敛;

(2) 若级数        发散, 则级数         也发散. 

      注意： 比较判别法的特点就是要借助于另一个“大”的级数收敛
来判别原级数收敛或者借助于另一个“小”的级数发散来判别原级数
发散. 



例1    判断下列正项级数的敛散性. 

(1) (2) 

解    (1) 由于                 , 而几何级数         是收敛的, 根据比较判别法

得               收敛. 

 (2) 由于               , 而调和级数         是发散的, 则根据比较判别法

得             也发散. 

定理1  比较判别法的极限形式 

设        和        是两个正项级数, 当                    , 

(1) 若                  ，则级数        与级数        敛散性相同； 

(2) 若          ，级数        收敛，则级数            收敛；

(3)若              ，级数          发散，则级数         发散. 



例2   判断下列级数的敛散性. 

(2) (1) 

解   (1) 由于                                                 , 而         是收敛的, 故            

也收敛. 

 (2) 由于                             . 而           收敛, 故                也收敛. 

结论：   -级数：         1+                            ，

当           时,    -级数发散;   当           时,      -级数收敛.

上面    -级数的敛散性的结论要记牢，其证明留给读者去思考.



定理2   比值判别法 

若        为正项级数, 且                   ，则: 

(1) 当               时, 级数           收敛; 

(2) 当         或           时, 级数          发散;

 (3) 当          时, 级数         可能收敛也可能发散. 

   例3  判断下列级数的敛散性. 

(1) (2) 

     解  (1) 由于                                                        , 

故由比值判别法知此级数收敛. 

(2)   由于

由比值审敛法知原级数发散. 



定理3  根式判别法

 设        为正项级数, 如果                   , 则有

(1) 当                  时, 级数收敛; 

(2) 当        时, 级数发散; 

(3) 当          时, 级数可能收敛也可能发散. 



例4    讨论级数                    的敛散性. 

解   由于                                      <1 ,  所以原级数是收敛的. 

注意：（1）一般地, 当      为乘积式时多用比值判别法, 当     为乘方形式时多
用根式判别法. （2）比较判别法则需找一个已知收敛或发散的级数作参照.(3)

比值判别法与根式判别法不需要其它参照级数, 就其级数本身的特点进行判定, 

这是它的优点；缺点是当极限                （或                  ）时,比值与根式判别
法失效, 需用其它判别法判别. 

总之, 在具体使用这三个判别法时, 可根据所给级数的特征而灵
活选择判别法进行判定.



二、 任意项级数、绝对收敛和条件收敛

1、 交错级数及其敛散性

定义1   若级数的各项符号正负相间, 即  

(2) 

则称此级数为交错级数. 

例如： 是交错级数. 

交错级数的收敛性判别有以下方法. 
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